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Vorrede. 


Im  Torigen  JTalire  ward  idi  ron  dem  Herrn  Professor 
T.Sclimoger  in  Regensbnrg  znr  Heransgabe  eines  Lebr« 
buchs  der  Differential-  und  Integralrecbnnng  aufgefordert^ 
Kclcbes  anf  den  Königlicb  baierischen  nnd  andern  Lebr- 
anstalten  bei  dem  Unterricbte  in  diesen  Wissenscbaften  znm 
Grunde  gelegt  werden  könnte^,  nnd  nabm  nm  so  weni- 
ger Anstand,  diesem  mit  m^tidm  f&r  micb  böcbst  obren- 
ToUen  Yertranen  gegen  micli  änsgesprocbenen  Wunsche 
nacbznkommen,  je  lebbäfter  icb  scbon  längst  bei  meinen 
eignen  Yorlesnngen  den  Mangel  eines  brancbbaren,  dem 
neuesten  Zustande  der  Wissenscbaft  gemäss  bearbeiteten 
Lehrbuchs  der  sogenannten  hohem  Analysis  gefühlt  hatte. 
Seiner  Bestimmung  nach  sollte  dasselbe,  wie  auch  schon 
der  Titel  besagt,  keine  Tollständige  Darstellung  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  liefern,  sondern,  mit  Ein- 
sehlnss  der  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie, 
bloss  die  Elemente  der  beiden  genannten  Wissenschaften 
betreffen«  Deshalb  habe  ich  mir  namentlich  in  der  Inte- 
gralrechnung ziemlich  enge  Grenzen  stecken,  nnd  mich 
fast  bloss  mit  der  Integration  der  TÖllig  entwickelten 
Differentiale  mit  einer  yeränderlichen  Grösse  begnügen 
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mossen^  obgleich  die  Integration  der  Differentiale  mit 
mehrem  yeränderliclien  Grössen  nnd  der  Differentialglei- 
chungen nicht  ganz  übergangen^  nnd  anch  Einiges  über 
die  80  mchtige  Theorie  der  bestimmten  Integrale  bei- 
gebracht worden  ist.  Das  beste  Exempelbnch  zu  diesem 
zweiten  Theile  des  vorliegenden  Lehrbuchs  sind  die  bis 
jetzt  noch  unübertroffenen  Integraltafeln  Yon  Meier 
Hirsch^  die  desji^lb  anch  in  den  Hilden  keines  Leh«- 
rers  fehlen  sollten«  In  der  Differentialrechnung  habe  ich 
mir  etwas  grössere  Ausführlichkeit  erlauben  zu  dürfen 
geglaubt,  lieber  die  Art  der  Darstellung  der  viel  be- 
sprochenen (jrundprincipien  dieser  wichtigen  mathemati- 
schen Doctrin  konnte  bei  mir  kein  Zweifel  seyn.  Wer 
die  trefflichen  Untersuchungen  Cauiohy's  und  Cr  eile's 
über  den  sogenannten. .Rest  der  Taylorlsohen  und  Ma- 
daurin'schen  Reihe  kennte  und  zu  benrtheilen  versteht^ 
welcher  überaus  wichtige  und  ^  einflussreiche  Fortschritt 
durch  dieselben  in  neuester  Zeit  in  der  mathematischen 
Analysis  gemacht  worden  ist^  wird  mit  mir  gewiss  die 
feste  Ue1)erzeugung  theilen  y  dass  keine  andere  als  die 
sogenannte  Gränzenmethode  geeignet  ist^  das  herrliche 
Gebäude  der  Differentialrechnung  und  mathematischen 
Analysis  überhaupt  mit  einem  TÖllig  sichern  und  unwan- 
delbaren Fundamente  zu  yersehen.  Die  sorgfältigste  Dar- 
stellung der  Sätze  über  den  Rest  der  Taylör'schen  und 
Maclaurin'schen  Reihe  ^  und  die  damit  unmittelbar  zu- 
sammenhängende Beurtheilung  der  Convergenz  und  Di- 
rergenz  der  Reihen  in  jedem  einzelnen  Falle  ^  die  bei 
dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  nie  mehr 
erlassen  werden  kann  y  habe  ich  mir  daher  in  diesem 
Buche,  in  dem  man  auch  manche  andere  Eigenthümlich- 
keiten  nicht  unbemerkt  lassen  wird,  zu  einer  ganz  be- 
sondem  Aufgabe  gemacht.  Eben  so  ist  auch  der  Dar- 
stellung der  Lehre  von  den  Maximis  und  Afinimis,  von 


dm  unbestimmt  zu  seyn  scheinendeii  Werthen  der  Fob*« 
ctionen,  von  der  Differentiatioii  der  imaginären  Fun- 
ctioneb^  m  wdt  tliese  Lehren  in  eine  bloss  elementare 
DarstellnBg  geboren^  besondere  Anfinerksamkeit  gewidmet^ 
em  möglichst  reicher  Yorra^h  von  Uebongsbeispielen  bei- 
gtgeheuy  nnd  ancb  anf  praktische  Anwendungen^  die  sich 
Ton  der  Differentialrechnnng  macbra  lassen^  wie  z.  B« 
bei  der  sogenannten  Fehlerrechnnsg  fdr  ebene  and  sphä- 
rische Dreiecke^  Rücksicht  genommen  worden.  Alle 
diese  Gegenstände  denke  ich  aber  bald  in  einem  aas  zwei 
starken  Bänden  bestehenden  Werke  über  die  Differential- 
rechnang  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der 
krummen  Linien  und  krummen  Flächen  ^  dessen  erster 
Theil  'sdhon  volbtöndig  ausgearbeitet  vor  mir  liegt^  aus- 
führlicher und  erschöpfender  bearbeitet  dem  Publicum 
Torlegen  zu  können^  wenn  das  Torliegende  Elementar- 
werk sich  einer  gunstigen  Au&ahme  erfreuen  sollte. 

Als  ich  an  Herrn  Professor  v.  Sehmöger^  der 
mir  auch  mit  sehr  zuvorkommender  Bereitwilligkeit^  die 
ich  hier  dankbar  anzuerkennen  mich  verpflichtet  fiihle^ 
seine  eignen  Hefte  ^  aus  denen  icli  namentlich  einige 
zweckmässige  Beispiele  entlehnt  habe^  mitgetheilt  hat^ 
die  Anfrage  gerichtet  hatte,  ob  nicht  vielleicht  besondere 
Yorschriften  fiir  die  Ertheilung  des  Unterrichts  in  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  den  Königlich  baie- 
rischen  Lehranstalten  existirten,  antwortete  mir  dieser 
achtungswerthe  Gelehrte: 

dass  die  Allerhöchste  Verordnung  nichts  weiter  be- 
stimme^ als  dass  der  mathematische  Unterricht  mit 
grösster  Gründlichkeit  und  nach  gedruckten  Lehr- 
büchern zu  ertheilen  sey. 

Wie  viele  Weisheit  in  dieser  Allerhöchsten  Ver- 
ordnung liegt  ^  mit  wie   grosser  Kenntniss  des  Wesens 
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des  mathematisclien  Unterrichts  dieselbe  gegeben  ist, 
äbersieht  jeder  erfahrene  Lehrer  der  Mathematik  auf 
den  ersten  Blick.  Mir  hat  der  erste  Theil  derselben 
bei  der  Bearbeitung  dieses  Lehrbuchs  stets  als  Endzweck 
nnd  letztes  Ziel  meiner  Bestrebungen  vorgeschwebt,  und 
gewiss  wurde  es  mir  zur  ^rössten  Freude  gereichen, 
wenn  mir  Ton  Kennern  das  Zeugniss,  nicht  zu  weit  von 
demselben  entfernt  geblieben  zu  seyn,  zu  Theil  werden 
sollte. 

Greifswald,  im  September  1836. 


Der  Verfasser 
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Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  Begriffe  Ten  den  Functionem 


§.  1. 

iD  der  DiSerentialrechnang,  so  wie  in  der  mathematiscben  Ana- 
Ijrsis,  von  welcher  die  Dmerentialrechnong  ein  Theil  ist»  über- 
hufU  unterscheidet  man  zwei  Arten  von  Grössen,  oder  betrach- 
tet vielmehr  alle  Grössen  ans  zwei  wesentlich  von  einander  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten.  Entweder  betrachtet  man  nämlich 
eine  Grösse  aus  einem  solchen  Gesichtspunkte,  dass  dieselbe  be- 
standig ein  und  denselben  völBg  bestimmten  Werth  behalten,  den 
ihr  ein  für  alle  Mal  beigel^ten  Werth  .nie  ändern  soll;  oder  man 
legt  dieser  Grösse  überhaupt  keinen  bestimmten  Werth  bei,  son- 
dern betrachtet  dieselbe  aus  eitiem  solchen  Gesichtspunkte,  dä$s 
ihr  jeder  beliebige  Werth  beigelegt  werden,  sie  ihren  Werth  auf 
jede  beliebige  Weise  ändern  kann.  Grössen  der  ersten  Art  heis- 
sen  beständige  oder  consta|}te  Grössen,  und  werben  ge- 
wöhnlich durch  die  ersten  Buca^^ben  des  kleinen  lateinischen 
Alphabets  bezeichnet;  Grössen  der  zweiten  Art  nennt  man  dage- 
gen veränderliche  oder  variable  Grössen,  und  bezeichnet 
dieselben  gewöhnlich  durch  die  letzten  Buchstaben  des  kleinen 
lateinischen  Alphabets,  meistens  durch  x,  y,  z,  i,  v,  u,  .  f  ^ . . 

§2. 

Jede  von  einer  oder  einigen  veränderlichen  Grössen  abhäa- 
eende  Grösse,  deren  Werth  also  durch  die,  den  in  Rede  stehen- 
den veränderlichen  Grössen  beigelegten  Werthe  bestimmt  wird, 
und  sich  mit  diesen  Werthen  zugleich  verändert,  folglich  Jeder 
ans  beliebigen  constanten  und  einer  oder  einigen  v^ränd^rliphen 
Grössen  mittelst  beliebiger  analytischer  Operationen  zusammenge- 
setzte analytische  Ausdruck  heisst  eine  Fuqction  dieser  verän« 
.  derlichen  Grössen. 

Der  Ausdruck  .   - 

ist  z.  B.  eine  Function  der  beiden  veninderlichen  Grössen  x  und 

?;   Btnx  ist  ejne  Function  des  veränderiichen  Bogeni^  jr;  'die 
Mpberie  und  Fläche  eines  Kreises  sind' Functionen  sdiies  Halb- 
niessers. 
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Jede  Function  ist,  wie  aus  dem  obigen  allgemeinen  Begriffe 
sich  auf  der  Stelle^  ergiebt,  selbst  eine  veränderliche  Grösse;  aber 
nicht  eine  veränderliche  Grösse,  der  man  jeden  beliebigen  Werth 
beilegen  kann,  sondern  eine  veränderliche  Grösse,  deren  Werth  > 
durch  die  Werthe  der  veränderlichen  Grössen,  von  denen  die 
Function  abhängt,  beistimmt  wird,  weshalb  man  Functionen  auch 
häufig  abhängig^  veränderliche  Grössen  nennt,  im  Gegensatz 
der  unabhängigen  v^änderlidien  Grössen  oder  veränderlichen 
Grössen  schlecnthin,  denen  jeder  beliebige  Werth  beigelegt  wer- 
den kann.  . 

Ein  analytischer  Aufdruck,  dessen  Werth  sich  nicht  mit  den 
Werthen  der  in  ihm  enthaltenen  veränderlichen  Grössen  zugleich 
ändert,  ist  nur  scheinbar  eine  Function  dieser  veränderUchen 
Grössen,  und  wird  sich  immer  so  umformen  lassen,  dass  er, 
nachdem  alle  in  ihm  vorkommenden  veränderlichen  Grössen  sich 
'  gegenseitig  ^aufgehoben  haben,  bloss  noch  constante  Grössen  eht- 
hält;''.also  natürlich  selb3t  eine  constante  Grösse  ist.  So  ist  z.B. 
der'  Äüsd^^k 

— ^*  ,    ,      ^  ,      % 

h{x^a)  (a;  +  a) 

nur  scheinbar  eine  Function « von  x,  indem  sich  derselbe,  weil 

.;  .  •!  .  (x — ä)  (ir-f-o)  =«'— fl^ 

ist.:' sehr  .leicht  auf  den  constanfen  Bruch  -Ar  zurückführen  lässt. 

B  ■  .  •  ,  •  . 

...  §*u'»ö.  ■ 

^  Sfeiiacbdem  eine  Functioä'^r  von.einer,  oder  von  zwei, 
drei,  vier,  fünf  u.  s.  w.  veräfeffeHichei  Grössen  abhän^,  heisst 
^  respective  eine  Function  von  einer  oder  von  zwei,  drei, 
vier,  fünf  u.  s.  w.  veränderlichen  Grössen.  Functionen, 
bei  deiien  inän  die  Anzahl  der  verändedichen  Grössen,  von  denen 
sie  abhängen,  unbestimmt  ls!^st,'he]ssen  überhaupt  Functionen 
mehrerer  verätiderlicher  Grössen. 

Um  im  Allgemeinen  Functionen  gewisser  veränderlicher 
Gi^öss<^n  zu  bezeichnen,  bedient  man  sich  der  Zeichen  F,  /,  y, 
1/^  oder  ähnlicher,  indem  man  diesen  Zeichen  die  Symbole  der 
Veiiii!iderli(^ien  Grössen,  von  d^nen  die  Function  abhängig  gedacht 
wird ,  in  Parenthesen  eingesichlpssen,  auf  der  rechten  Seite  bei- 
fügt, sö^Mltiss  absö  hiernach  '* '  .  ; 

I, .      . .  ■  I  .    •      ... 

Functionen  von  x,  nnd  eben  so 

Functionen  von  j?,  .y, /s,  .  .  .  bezeichnen,  deren  Form  übrigens 
ganz  unbestimmt  gelassen .  wird.  Die  ßuchisitaben  jF,  /,  >,  V 
i|^  andrere  heissen,  wenn  der  eben  besprochene  Gebrauch  von 
ihnfai  j^^macl^t i^p^rd >  Func ti o n^ zeichen.  Functionen ,  die 
man  rücksichtlich  ihrer  Form  ab  verschieden  betrachtet,  müssen 
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jederzeil  audi  durch   verschiedene  Functionszeicben  bezeichnet 
werden. 

§•  *• 

.  Alle  analytischen  Operationen  pflegt  man  in  zwei  Klassen  zu 
theilen.  Die  Addition,  Sobtractioiiy  Miihiplication,  Division  und 
dis  Potenziren,  worunter  bekanntlich  auch  das  Wurzelaus^iehen 
enthalten  ist,  heissen,  in  so '  fem  bei  dem  Potenziren  der  Potenz- 
ezponent  nicht  als  variabel,  sondern  als  constant  betrachtet,  wird, 
algebraische  Operationen;  alle  übrigen  analytischen  Operatio- 
Bcn,  die  nicht  nnter  den  genannten  enthalten  sind,  lieissen  tran- 
scendente  Operationen. 

Alle  Functionen,  in  denen  sämmtlTche  veränderliche  Grossen 
Uoss  algebraischen  Operationen  unterworfen  sind,  heissen  alge- 
braiscne  Functionen;  jede  Function  dagegen,  in  welcher  irgend 
dne  veränderliche  Grösse  einer  transzendenten  Operation  unter- 
worfen ist,  heisst  eine  in  Bezug  auf  diese  veränderiiche  .Grösse 
tr a nscendente  Function,  woraus  also  hervorgeht,  dass  Funptio- 
nen  mehrerer  veränderlicher  Grössen  in  Bezog  auf  gewisse  der  in 
ümen  enthaltenen  veränderUchen  Grössen  algebraische,  in  Bezug 
auf  andere  der  in  ihnen  enthaltenen  veränderlichen  Grössen  da- 
gegen transcendente  Functionen  seyn  können* 

Die  einfachen  transcendenten  Functionen  einer  veränder- 
lichen Grösse,  welche  wir  im  Folgenden  vorzüglich  einer  sorgfal- 
tigen Untersuchung  unterwerfen  werden,  sind  die  folgenden  vier: 

a«,  logx^  sinxy  Are  sin  x* 

Die  transcendenten  Functionen  von  der  ersten  Form,  näm- 
lich Potenzen  mit  veränderiichen  Exponenten,  werden  auch  Ex- 
ponentialgrössen  genannt,  logx  mag  im  Folgenden  immer 
den  Logarithmus  der  veränderlichen  Grösse  x  für  die  beliebige 
Basis  b  bezeichnen,  ainx  bezeichnet  bekanntlich  den  Sinus  des 
veränderlichen  Bogens  x  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  die 
Einheit  ist.  Arc^inxy  oder,  nach  der  Schreibart  der  meisten 
neuem  französischen  Geometer,  Are  sin  (=x)^  bezeichnet  einen 
Kreisbogen,  dessen  Sinus  die  veränderliche  Grösse  x  ist,  in  einem 
mit  der  Einheit  als  Badius  beschriebenen  Ifireise. 

Zu  der  Klasse  der  transcendenten  Functionen  gehören  auch 
die  Functionen  cobx^  tangXy  cotXy  aecx,  u.  s.  w.  Jedoch  sind 
diese  Functionen  keine  einfachen  Functionen,  da  sie  sich  bekannt- 
lich sämmtlich  durch  die  Function  ainx  ausdrücken  lassen.  Die 
Bedeutung  der  Symbole  Are  cos  x^  Are  fang  x^  ArceotXj  Areseex^ 
oder  Arcco8(=x)9  Are  fang  (==x),  Arecot(^=x)y  Are8ee(=x) 
und  ähnlicher  wird  aus  dem  Obigen  leicht  ohne  weitere  Erläute- 
rung erhellen.  Auch  alle  die  durch  diese  Symbole  dargestellten 
Rmctionen  gehören  zu  der  Klasse  der  transcendenten  Functionen; 
aber  keine  dieser  Functionen  ist  eine  einfache  Function,  indem 
sich  z.  B.,  wie  leicht  erhellen  wird,  die  Function  Arctangx^aul 
die  Form 
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Aresin: 


bringen  lässt. 

Die  oben  angegebenen  vier  einfachen  transcendenten  Functio- 
nen sind  diejenigen»  anf  welche  sich  aUe  transcendenten  Fun- 
ctionen, die  wir  im  Folgenden  betrachten  werden,  zurückfShren 
lasfsen« 

# 

Die  algebraischen  Functionen  werden  in  rationale  und  imr 
tional^  algebraische. FunctiQuen  eingeüieilt.    Eine  rationale. alr 

Sebrabche  Function  ist  eine  solche,  welche  nach  gehöriger  ^e- 
uctiön  und.  Transformation  auf  eine  solche  Form  ^ebracEt  wer^ 
den  kann,  dass  keine  veränderliche  Grosse  unter  einem  Würzelr 
zeichän  oder  mit  einem  gebrochenen  Exponenten  behaftet  vor? 
kommt.  Kommt  aber  eine  der  in  der  Function  enthaltenen  ver- 
ändeiplichen  Grössen  unter  einem  Wurzelzeichen  oder  mit  einem 
ffei^roöhehen  Exponenten  behaftet  vor,  und  Vässt  sich  auf  keipe 
Weise  von  diesem  gebrochenen  Exponenten  befreien;  so  heisst 
die  Function  in  Bezug'  auf  die  in  Rede  stehende  veränderlich^ 
Grösse  irrational. 
So  ist  z.  B. 

a:^U4x^y^+7 

dne  rationale  algebrafische  Function  der  beiden  veränderlichen 
Grössen  x  und  y;  die  Function    . 

x>~4r;^+3ry 
4ar*-rr 

ist  dagegen  sowohl  in  Bezug  auf  x,  als  auch  in  Bezug  auTy 
irrational;  die  Function 

ist  nur  in  Bezug  auf  die  veränderliche  Grösse  y  irrational. 

§.6. 

Die  rationalen  algebraischen  Functionen  werden  in  ganze 
und  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen  eingetheilt.  Eine 
rationale  alg;ebraische  Function  der  veränderlichen  Urössen  x,  g^ 
«,...,,  welche,  indem  P,  P,,  Pj,  P,,....  P»  beliebige  von 
X  ganz  unabhängige  Functionen  von  y,  2, . .  •  bezeichnen,  von 
der  allgemeinen  Form 

P+P^ar  +  Pa»«  +  P5  4:5+.,.  +  P»ar» 

« 

ist,  oder  wenigstens  auf  diese  Form  gebracht  werden  kann,  heissl 
in  Bezug  auf  die  veränderliche  Grösse  x  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  nten  Grades. 


I 
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Eine  rationale  algebraische  Function  Ton  x,  y,  «,  •  . .  .» 
wdcbe  in  Bezne  auf  jede  ihrer  TerändediqlieD  Grössen  9(ai  eine 
ier  ohi^ea  ähnuche  Form  cebrachl  werden  kann,  heisst  fiber- 
baopt  eine  ^anze  rationale  algebraische  Fanelign  ihrer 
Teranderlichen  Grössen  X,  y,  iD,...* 

Jede  rationale  algebraische  Function  da^ffen«  wdche  in  Be- 
zog auf  eine  ihrer  veränderlichen  Grössen  nicnt  auf  eine  der  obi* 
m  ähnliche  Form  gebracht,  und  daher  bloss  in  Form  dnes 
mcbs  dargestellt  werden  kann,  in  dessen  Nenner  die  in  Rede 
ildiaide  Yeranderiidie ,  Grösse  enthalten  isl»  heisst  in  Bezug 
iif  diese  veränderliche  Grösseeine  gebrochene  ra- 
tionale algebraische  Function*  Soist£.B.  die  Fkinclion 

Mwohl  in  Bezug  auf  x,  ds  auch  in  Bezt^  auf  y»  diie  gc^ro-; 
dbcaae  rationale  a^braische  Function,  fn  Bezu^  auf  z  diK^en 
olbibar  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  zweiten 
Grades. 

■■'-''■  §.7. 

Jede  Function,  Welche  durch  ihre  verandertiehen  Grössen 
mmnltelbar  in  einem  völlig  entwidbelten  Andruck  dargestellt  ist, 
beisst  eine  entwickelte  Function  ihrer  veiänderlichen  Grössen» 
wie  z.  B.  die  folgende  FViaction  z  der  beiden  veränderUcben  Grös- 
sen *  nnd  yi  .       '        *    ..     . 

Wenn  dagegen  Zwischen  einer  FimctibB  und  ihren  veriuH 
derlichen  Grössen  bloss  eine  Gleichung,  die  man  in  Bezug  auf  die 
Fimction  als  unbdLannte  Grösse  auflösen  müsste,  wenn  man  die 
Function  durch  ihre  veränderlichen  Grössen  völlig  entwickelt 
darstellen  wollte,  gegeben  ist;  so  heisst  die  Function  eine  un- 
entwickelte Fnncüon  ihrer  veräDderlicben  Grössen.  Hat  man 
z.B.  zwischen  x  undf  y  die  Gleichung" 

80  ist  kon  Zweifel,  dass  y  eine  Function  von  x  ist,  da  der 
Werth  von  y  offenbar  durch  den  Werth  von  x  bestimmt  wird. 
So  lange  aber  die  obige  Gleichung  in  Bezug  auf  y  als  unbekannte 
Grösse  nicht  allgemein  aufgelöst  undy  durch  x  und  diexonstan- 
ien  Grössen  a,  o,  c,  d  in  einem  völlig  entwickelten  analytischen 
Ausdruck  dai^stellt  ist,,  heisst  y  eine  unentwickelte  Fanction 
Ton  X.    Eben  so  ist,  wenn  zwisdien  x  und  9  die  Gleichung 

Begeben^  ist,  ^  so  lange  eine  unentwickelte  Function,  von  x,  so 
mnce  diese  Gleichuns  in  Bezug  auf  g>  als  unbekannte  Grösse 
nicht  allgemm  aufgelöst,  und  also  9)  nicht  in  einem  viälig  ent- 
wickelten analytisdien  Ausdruck  durch  x  dargeslelil  ist. 
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Wtim  der  Werft'/  (a>  j  welchen  die  Pänction  /  (x)  von  * 
fSr  x  =  0  erhält,  eine  ^aUche  redle  vöii^  hestimmte  Grösse 
ist,  und' die  Differenz 

/(«±0~/(fl), 

WO'  f 'bihe  beliehige'  positive  Grösse  bezeichnen  soll,  sich,  wenn 
f  'sich  der  Nntt  nähert,  auch  der  Null  immer  mehr  und  mehr 
nlUliert,  .'und  der  Null  belid>Tg  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn 
man  änr  t  der  Null  nahe*  genug  kommen  läast;  so  sagt  many 
dass*^  die  Function  /(r) .  for  x= a,  odßr  in  der  Näbie  des  bestimm-' 
teu  Werths  a  der ^reränderiichen  Grösse  x  stetig  oder  cOnti-- 
nuirtiißh  sey.  Smd  dagegen  tür  xs^a  die  iobigen  Bedingungen 
nicht  erfüllt;  so  sagtman,  dass  fiirx=a  eine  Unterbrechung 
der  Stetigkeit  der  Function  /  (j:)  Statt  fihde.  Wenn  endlich 
die^  Function  /  (x)  für  alle  zwischen  zwei  bestimmten  Gränzen 
lij^eoi^  W^the  von  x  stetig  ist,  oder  für  keinen  zwischen  dien^ 
sen  G^bu^n  liegenden  Wertb  von  x  eine  Unterbrechung  der  Ste^, 
tigkcät  der  Function /(x)  Statt  findet;  so  sagt  man,  dass  die-) 
selbe  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden  Grän- 
zen stetig  oder  continuirlich  sey. 

Für  jisszO  findet  z.  B^  eine  Unterbrechung ider  Stetigkeit  der 
FuncÜbn  itor-^  >  Statt.  Eben  8(>  findet  überhauprfür  jr  ^ +'4^  (2^+ 
wo  iß  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,' 
eine -Untenftrechung  der  Stetigkdt  der  F^ikc^nKf^Mgx  Statt.  '  *• 

Die  Stetigkeit  einer  Function  Sichrerer  verändearlicher  Gros-- 
sen  lässt  sich  bloss  in  Bezug  auf  jede  ihrer  veränderlichen  Grös- 
sen besonders  bcurtheilen,  sa  dass  also  in  dieser  Beziehung  et- 
waa.  Weiteres  dem  Qh^gen'  hinzuzufügen  niaht  nötbig  ist. 

f «    ■<)    IMH    »        I. ■■■■       «I  I 


•  '       -  •  .    . .      ■      ' 
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Von  den  Differenzen  der  Fanctionen. 

§.9. 
In  der  beliebigen  Function 

r=/W 
der  einen  veränderlichen  Grösse  x  lasse  man  sic^  diese  Grösse, 
um  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse,  die  wir  durch 
Jx  bezeichnen  wollen,  verändern;  so  ist,  wenn  man  den  diesem 
veränderten  Werthe  x  -|-  zfx  der  unabhängigen  veränderlichen 
Grösse  entsprechenden  Werth  der  g^benen  Function  durch  ^^'> 
bezeichnet. 
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Zieht  man  nmi  von  diesem  veränderten  Werthe  der  gige« 
benen  Function  den  primitiven  Woth  derselben  ab;  so  ncamt 
man  die  Grösse  •  -  "' 

wdche  man  auf  diese  Weise  erhält,  £e  Differenz  der  g^ebe^ 
nea  Functiony  bezeichnet  diesdbe  dorckv^jf  oder  ^^(jr),  nnd  hat 
also  immer  in  dieser  Bezeichnung  .<..''( 

J!r=4fW=/(4:+^x)-/(x). 

'       §.  10. 

Uni  den  wichtigen  Begriff  der  Djferenz  einer  Function  mit 
einer  Teränderfichen  Grösse  an  einigen  Beispielen  zn  erßutem, 

1.  y^zax*; 
80  ist*  I 

nnd  foldich 

d.L  nach'gdbSrigwEntwitkelung  disr.d^  yon  x^Jx 

1 

wobei  wir  bemerken,  dass  überhaupt  Jx^  immer  die  iite  Potenz 
Yon^x  beseichnen  soll.  Dagegen  soll  die  Differenz  der  Function 
je*  jederzeit  durch  J^Xx"),  oder,  um  die  Parenthesen  zu  ersparen, 
bloss  durch  z/.x^  bezeichnet  werden,  indem  wir  überhaupt  der 
Kurze  wesen  öfters  Parenthesen  durch  hinter  das  Differenzenzei- 
chen geschriebene  Punkte  ersetzen  werden. 

Femer  sey 

80  ist 

y(i)  =s  a  log {X'\^dx)    . 

und  folglich 

Jyssa{log(x+jax)^logx\^ 

woranjf^  wenn  man  * 


setzt,  leicht 

erhalten  wird. 
Ist 

md  folglich 

10  ist 

Ist  femer 


Jy:=ialogyi+'^^ 

ff 

4f»  xsssinx; 


i.  f 
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und  folglich 

_  # 

l^ipraus  iiaqb  ^ner  Jx^aniitea  goDiometrisehen  Permel  Ittcbt 

erhalten  wird.  ;    ; 

Ist  endlich 

5.  r  ==  eoss:  ■  ■  •  • 

SO  ist  .  , 

und  folglich 

yfsfmB  Äi^  nach  einf^  bekannten  goniometrischen  Formel  femer 

Jr  =  —  2  sin  l  /Ix  sin  (*  +  4  ^'^  /■ ' .' 

ergiebt. 

Aebnlicbe  Beispiele  würden  sich  leicht  mehrere  geben  lassen»  :v> 

; Von:  ganz  vTonsiigiibher  Wichtigkeit  fiv  das  FUgende  ist  aber 
die  allgemeine  Entwic^ung  der  Differenz,  der  Function 

wo  si  dne  positive  =  ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  in  eine  nadi  den 
pnritiren  ganzen  Potaizen  von  Jx  fortschreitende  Reihe. 

Lässl  man  x  sich 'Um  /fr  verändern;  so  erhlllt  man 

und  folglieh 
oder 


^jrs=jr»(l+^)%a:». 


Um  also  die  Differenz  J^  in.  eine  nach  den  positiven  gan> 
zen  Potenzen  von  z/r  fortschreitende  Reihe  a^O/^i^ntwicLeln,  wird 
inan  bloss  die  Potenz 

•  ('+f)-    ■ 

in  eine  solche  Reihe  zti  entwickeln  haben.    Diese  Entwickelung 
wird  aber  offenbar  gemnden  seyn,  wenn  man  die  Potenz 

(i  +  x)- 

in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe  entwickeln  kann,  indem  man  in  dieser  Entwickelung,  um 

die  erstere  Entwickelung  zu  erhalten,  bloss  —  für  or  zu  setzen 

braucht.    Also  reducirt  sich  unsere  Aufgabe  auf  die  Entwickelung 
der  Potenz 

(1  +  *)- 
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in  eine  naeh  den  fosttirea  ganzen  Potenzen  iron  x  fortflelueeitQide 
Beihe,  ^welebe  wir  diAusr  zunäch^l  zä  findeik  snchen  wollen«  :  'v 

Bevor  wir  aber  zu  4ieser  Entwidkeburg  selhiC  fibergehen 
können,  mfissen  wir  zn^ördersl  den  folgenden  für  die  Analysis 
übcariiaiist  in  viei&cher  Beziehung  wichtigen  Satz  beweisen.   •    , 


§12- 
Lehrsaiss.    Wenn^  indem 

'  I^Qi  Bij  B^j  Bj)  •  •  •  •  Em'  ''!'" 

1  ■  '  »■    ■  ■  ■   ' 

▼on   X    ganz    unabhängige  Grössen   bezeichnen,    f&r 
jedes  Jr  ... 

ist;    so  ist  jederzeit 

Beweis.    Weil  nach  der  Voraussetzung  fiir  jedes  i    .      x ./ 

i.       ilo  +  -^1  *  4".  -'a  **  +  •  •  •  +  -^Ä  ** 
5=  J5o  +  Bj  4?  +  Ba  «»  +  . . .  +  B»  «• 

ist;  SO  erbSlt  man,  wenn  man  x===o  setzt,  auf  der  Stelle 

Durch  Suhtraötion  der  Gleichung  2.  von  der  Gleichung  1/ 
ergiebt  sich  die  ebenfalls  für  jedes  x  geltende  Gleichung' 

2.       A^  * +.  ^a  ar'  +  ><3  ar*  +  •  •  •  +  -^»  ** 
s^Bji  ar-j-Ba  Jr' +B3  s^  +  ..  ;4>B»a:". 

Dividirt  matt.  Vorausgesetzt,  dass  x  nicht  ==s  0  ist,  auf  bei- 
den Seiten  dieser  Gleichung  mit  x;  so  ^giebt  sich  die  fiis' jedes 
jT,  welches  nicht  =  0  ist,  geltende  Gleichung 


4,       Ag  -{^  A2  s  '\»  A^  X*  'i'  f  .  •  -{^  Am  a:"»"- 


1 


;.ül 


t^B^+B,  ap  +  Bj  *»+.•% +  Bi.*»-*.      . 

Lässt  man  nun  aber  x  sich  der  Null  nähern,  so  näherai^iieh 
die  Grössea  auf  deo  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  in  die- 
ser Gleichung  immer  mehr  und  mehr  respective  den  Grössen  ^, 
und  Bf  als  mren  Gränzen,  und  können  denselben,  wie  sogleich 
erhellen  wird,  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  mir  x 
nahe  genug  bei  Null  nimmt.    Weä  aber  die  beidra  in  Rede  ste-_ 
henden  Grössen  für  jedes  nicht  verschwindende  x,  wie  nahe  dittib 
Grösse  auch   der  Null  kommen  mag,  einander  gleich  sind;  so^ 
müssen  sich  dieselben,  wenn  x  sicn  der  Null  nähert,  offenbar' 
denselben  Gränzen  nähern,  und  es  ist  also 

Folglich  gUt  die  Gleichung  4.  offenbar  auch  für  jr  =  0,  also  für 
jedes  jr. 
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'il;n'>;Btifdh*  Sfabtractioii.der  61eidittiig:.5.  von  der  Gleicbung  4. 
erhält 'iiyMivnus'ftriuv' die  fiiri jedes  x.  gelliende- Gleichung  .  :  -rix 

und  aiis''£^r  Gleichnng  folgti  wenn  man,  Tintcr  der  Vorat»^ 
Setzung,  dass  x  nicht  =  0  ist,  auf  beiden  Seiten  mit  x  dividirt, 
die  für  jedes  nicht  verschwindende  x  geltende  Gleichung 

7.      il^  +  il,  aF  +  -44** +.i  . +^4f«f  * 

ans  der  sich  dann  ferner  diu^ph  ein  ganz  al^ches  Raisonnement 
wie  vorher, 

ergiebt,  so  dass  also  diei  Gleichung  7..  auch  {iiri.xf=:  0,  folglich 
für  jedes  x  gilt.  _ .  .  .         - 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  schliessen  kann,  ist  klar, 
und  es  ist  also  ^'''  '-^'■^ 

Aq^cs  Bq  ,  iijj  SS  B^^  A2  SS  B2  9  •  •  •  i«i»'SS  Bu  > 

wie  bewiesen  wcarden  sollte. 


•\.  L 


§.    13.         :^   j,  \  ,^ 


Zusai%.    Wenn  sich.eine  beliebige  .Ennction/Z^r) 
von  X  für  jedes  x  sowohl  in  die  Reihe 


als  auch  iR  die  lleihe., " 

i  ' .      ;.  •    i!v '■•••-■■    v 

J80  +  Bi  a?  +  5j  *2  +  JB3  a:'  +  .  .  .  +  JB»  ^ 

"•■«.«■.-  ■.'••'"...        • 

entwickeln  lässt;  .so;  ist  jederzeit  ^  ..,  - 

'. 'i   ;.Wäl  nämlich  nach  der  Voraussetzung  für  jedes  x  ■'  •  ■ 

/(a:)=Silo  +  jl^ar  +  ilaar^  +  ila  a?»  +  .  7.  +  il»  ä»  ' 

und  '    - 

MgUeh  für  jedes  x   .. 

-  *'h    '  .  ^^i +jfi  JP  + -4,«*  + il,  ar^ +  •.•.  + -^iriP* 

,\    ••   ;  =Bo+B/«  +  Baa?^4-Bsa?»  +*..'.+ B»*» 

isit;  SO  ist  nach  §.  12. 

.  .  j  Aq  SS  Bq,  .^4  ss.Bif  ■"!  ^^  B-|,  •  ..  •  .^n  S2  Bn, 

wi€i;  bewiesen  werden.  soUte. 

Nach  diesen  Voritereitungen  wollen  wir '  nun  zu  der  Ent- 
wickelung  der  Potenz 

ii  +  ^y^f 

wo  ft  immer  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  eine  nach 
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4en  positiven  ganzen  Potenssen  von  «  foiischreitende  Rdhe 
a«igehcn.  ,      :    j. 

L    Dass  überhaupt  eine  Entwickdang  der  Potens     ; 

m  eine  nach  den  poindven  ganzen  Potenzen  vdn  x  fortschratende 
Brihe  möglich  ist,  eriiellet  auf  der  Stelle^  yir&in  man  nur  die  auf 
einander  folsenden Potenzen  von.l  -j-r'^.von  der  ersten  an  durch 
genieihe  Miutiplication  entwickelt,  indem  sich  auf  diese  Weise 

(l  +  a;)»=l+2a:+a?»,  ,'         ' 

(i+xy=ii  +  5x+   5x*+    x^y    ' 
li+xy  =  l+^+    6ar»+    4a;3+r*, 
il+xy  =  1  +  5af  +  10s:»  +  10a;»  +  5x^  +  x\ 

U»  8.  W.       • 

ergiebt. 

Uieraas  schliesst  man^  dass  überhaupt  die  Potenz 

^-.  •  •  *  • 

dnrch  eine  Reihe  von  der  Form  ,  .  ^ 

wo 

gewisse  constante  von  x  ganz  unabhängige  Coefficienten  bezeich- 
nen,  dargestellt  Verden  k^iltn. 

Ein  völlig  strenger  und  allgemeiner  Beweis  di^er  Behau»* 
tung  würde  sich  mittelst  der  gewöhnlich  nach  Jacob  Bernoulli 
benannten  Schlnssart  von  n  auf  it-4-1  leicht  führen  lassen,  wo- 
bei wir  aber,  da  dieser, Beweis  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit 
darbietet,  hier  nidit  verweilen. 

.    Hauptsächlich  kommt  es  jetzt  auf  die  Bestimmung  der.  con- 
stanten  Coefficienten 

Aq  f  jii  9   A^  y  if  3  9  •  •  •  Am 

an^  zu  der  wir  nun  übergehen  wollen. 

II.  Diese  Bestimmiung  zerfällt  in  zwei  Theile;  nämlich  in 
die  Bestimmung  der  beiden  ersten  Coefficienten  A^  und  '^i,  und 
in  die  Bestimmung  der  übrigen  Coefficienten. 

Um  nun  zuvörderst  die  Coefficienten  A^  und  A^  zu  bestim- 
men^ multipliciren  wir  die  Gleichung 

(i+s^=zAo  +  A,x  +  Af,x^  +  A^X^  +  ...  +  AnX» 

auf  bdden  Seiten  mit  i  +  x.    Dadurch  erhalten  wir  die  Gleichung 

ii  +  xy'-h^=z^o  +  Ag\x+A^\x*  +  ...  +  An       !«• 

+  Aoi     +aJ  +An^li      +il»«»  +  S 

und  sehen  also  hieraus,  dass  die  Coefficienten  der  nach  den  po- 
sitiven ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihe,  durch 
welche  die  Potenz 

(l+ar)»+* 

dargestellt  wird. 
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sind  9  also  ans  den  Goefficienten  der  nach  den  positiven  ^nzeii 
Potenzen  von  x  fortschreitenden  Keihe>  dnrefa  welche  die  Potenz 

(1  +  *)» 
dargestellt  /wird,  immer  auf  eine  höchst  einfache  Weise  durob 
bbsse  Addition  gefunden  werden  können. 

Was  nun  insbesondere  die  beiden  ersten  Goefficienten  be« 
trifft;  so  folgt  trärans,  dass  diese  Goefficienten,  weil  dieselben 
für  die  erste  Potinz  von  1  +  jr  beide  die  Einheit  sind,  für  die 
auf  einander  folgenden  Potenzen  dieser  Grösse,  von  der  ersten 
an,  nach  der  Reme   ' 

1,  1  +  1=2 
i,  l  +  2=s3. 
1,  1  +  3  =  4. 
1,  1  +  4  =  5, 

U.  8.  W. 

sind. 

(Teberhaupt  sind  also  für  die  Potenz 

(1  +  *)» 
die  beiden  ersten  Goefficienten 

^^0  =  1,  Ai^n* 

m.  Um  ferner  die  übrigen  Goefficienten  zu  bestimmen,  wd- 
len  wir  x  sich  um  die  beliebige  Grösse  z  verändern  lassen,  und 
wollen  die  Potenz 

auf  zwei  verschiedene  Arten  in  eine  nach  den  positiven  ganzen 
Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  zu  entwickebi  suchen. 

Die  erste  Entwickeinng  erhält  man,  so  weit  man  ihrer  hier 
überhaupt  bedarf,  auf  folgende  Art. 

Da  für  jedes  x 

(1  +  «)*— -<<o  + -^1  *  + -^a  **  + -^s  *' +  •  ••+ A«* 

ist  i  so  ist,  wenn  man  x  +  z  für  x  setzt, 

(1  +  4?  +  zy^sii^  4-  ><i  ('  +  z)+  '^a  («  -f  f)^  +  •  ••  -f  i#»(iP  +  2)» 

oder 

(l+a?+«)»==ilo+ il, «  (l+i) +  ><,«»  (1 +•!-)*+.•.  + i^»  *•  (l+-j)*. 

Denkt  man  sich  nun  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen 
von  z  fortschreitende  Reihe,  die  offenbar  aus  n  + 1  Gliedern  be- 
stehen wird,  entwickelt;  so  sind  die  beiden  ersten  Glieder  dieser 
Reihe,  wie  sich  aus  II.  sehr  leicht  ergiebt, 

und 

(J^  +2il,jf  +  3il,*»  +  4il4*»  +  ...  +  fii^«Ä«-*)«, 
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od  mehr  Glieder  der  in  Rede  slAendeo  Reike  braaebea  wir  m 
aserm  jetzigen  Zwedc  fiberiumpl  nichl. 

Die  Eweite  Enlwiekckng  der  Potenz 

in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  Ton  z  fortscbrdlende 
Reibe  ergiebl  sich  anf  folgende  Art. 

Es  isl 

We3  nan  abor  für  jedes  ^ 
hX^   so  ist 

nnd  felgiick 

(l+x+z)»=il.(l+4r)»  +  -i,(l+Ä)— ««  +  /«a(l+«)—««*  +  ...  +  -Ä.i». 
Vergleidit  man  nnn  die  beiden  Entwickelangen  der  Potenz 

mit  einander;  so  erhält  man,  weil  diese  Entwickelnngen  für  je- 
des s  gelten,  nach  dem  in  §•  13.  4>ewiesenen  Satze  die  beiden 
GUdhongen 

nnd 

AO +«>*"*= ^1  +  2il,  X + Sil,  X«  +  4il4  jH +  ..•+ ni;  x»-S 

deren  erste,  weä  nach  IL 

ist,  die  bd^nnte  Gleichung 

(1 4.x)»silo  i-il^x -l-^x' i-il,x' -f  ...-f  i^x» 

ist,  von  der  wir  hier  überhaupt  unsern  Ansbuf  genommen  ha* 
bes^  so  dass  nns  also  durch  diese  Gldchung  nichts  Neues  ge- 
Mii  wird. 

Sdir  wichtig  für  onsem  Zweck  iäl  aber  die  zweite  d^  bei- 
den obigen  Gleioiuiigen. 

Mmtiplicirt  man  nämlich  anf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
mit  1  -f-'f  M  erhält  man  die  Gleichung 

ssA^'k'2AAx'k'5AAx*'^4AAx^+...^nAm    Ix»-* 

oder,  weil 

(i  +  xy=zAg^A^x  +  A^x*'^A^x^+...+  AMX'* 

ist,  die  Gleichung 

i<i  (-^0 +  -^1*  +  A«*  4- il,x*+...  +  il«x») 
=iA^+2AAx  +  pAAx*  +  AAAx^  -i-  ...  +  nA»    Ix^* 

+   A^i    +2il«|     ^^A^i      +(n-l)ili-if        +nA»X^. 

Weil  mm  diese  Gleichung  offenbar  für  jedes  x  gilt;  so  er- 
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rn  .sieb  miUelsi  4e8  in  '§•  12.  beluries^iieii  Satzes  auf  der. Stelle 
folgenden  höchst  merkwündigen  Gäeichuagen  zwischen  den 
Goefficienten^  mit  deren Bostimmung  wir  es  hier  zn  thun  haben: 

AmA^  SSO  Am      'f'dCA»^     '; 

A^A^      =4^^  +  3il,9 

»A^  4^-1  =  n  jl»  H-  (»— l)if»«-i, 
Ag  Am      SS  nAi$9 

Die  erste  dieser  Gleichonffen  ist^  wonach  U.  bekanntlich 
j4o  =  1  ist^  eine  identische  Gleichung;  aus  den  übrigen  erlSIl 
man  aber^  weil  nach  II. 

ist,  sehr  leicht  die  folgenden  merkwürdigen  Ausdrücke  für  £e 
zu  bestimmenden  Go^cienten : 

Ag  ""T* 

..  _ii,(«i'^i)_n(n-l) 

•«a  — — — J—— == j^2       * 

^  _i<,(n-2)ln(n-l)(n-2)  ^ 

''^ ~3      ;""         TTOT       ' 

.  _i^s(n— 3)_n(n-l)(n-2)(n-8) 

-*♦-     4  rxiMT       • 

U.  8.  W,  U.  8.  W. 

_  iJ»,t(n  — (n— D)  _  n(n— l)(n-^2).«.3.2.1 
n  l*2*3*4«**]i 

So  sind  also  nun  die  gesuchten  GoefScienten  sämmtlich  und 
in  völliger  Allgemeinheit  bestimmt. 

•   IV.   Setzen  wir  der  Kürze  wegen,  wie,  in  der  Folge  inoüer 
geschehen  soH, 

■•*•'•  n 


_n(n-1) 


n, 4   A'     f 


_  n(n~l)(Ti--2) 
'**=':    1.2.3  ': 

_  h(Ti-l)(Ti-2)(n-3) 
***"-  1:2:3:4  » 

'  n«  s;  w. 
.     _  w(?i  — l)(n— 2)...3.2.t   ; 
^*""  1.2.3.4,..ii^  ' 

SO  ist 

und  folglieh^  weil' 
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laif  wie  leicht  erbellen  wird» 

Diese  Reihe  nennt  man  die  Binomial -Reihe  fSr  positive 

Cnze  Exponenten;  nnd  den  in  vorstehender  Gleicfaon;^  enthaltenen 
ihrsatz   den  Binomischen  Lehrsatz  oder  das  JBinomial* 
Theorem  für  positive  ganze  Exponcpten. 

Pie  Grössen 

lidssen  die  Binomial -Coefficienten  der  nten  Potenz. 

V.  Aus  II.  folgt,  dass  die  Binomial -Coefficienten  der  auf 
einander  folgenden  Potenzen  nach  und  nach  auf  folgende  Art 
entstehen : 

1  =  1,1  +  1=2,1  =  1; 

J  =  l,  1  +  2=3,  2  +  1=  3,  1  =  1;  . 

1  =  1,  1  +  3=4,  3  +  3=  6,  3  +  1=  4,  1  =  1; 

1  =  1,  1  +  4=5,  4+  6=10,  6  +  4=10,  4  +  1=5,  1  =  1; 

U.  8.   W.  U.  8.  W. 

Wird  man  also  bei  ir^nd  einer  Untersuchung,  wie  es  in 
der  That  nicht  selten  der  Fall  ist,  anf  Zahlen  geföhrt,  welche 
auf  diese  Weise  nach  und  nach  entstehen;  so  sind  dieselben  je- 
derzeit dem  allgemeinen  Gesetze  der  Binomial -Coe£Bcienten^  wel« 
ches  wir  in  III.  kennen  gelernt  haben,  unterworfen. 

§.   15. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  der  £ntwickelung  der  Differenz 
der  Function 

r  =  jf* , 

wo  ft,eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  eine  nach  den  po- 
sitiven ganzen  Potenzen  von  /Ix  fortschreitende  Reibe,  von  wel- 
cher wir  in  §.  11.  ausgingen,  zurück;  so  haben  wir 

Nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  für  positive  ganze  Expo- 
nenten ist  aber,  wenn  wir  uns  der  eingeführten  Bezeichnung  der 
Binomial -Coefficienten  auch  hier  bedienen, 

(x  +  ^jr)*  =  *»+  n4Jf»-»^ar  +  n,j:«-«^x'+ 

+  ni.-j  ar^ar**"*  +  nii^jr»" . 

Also  ist 

nnd  hierdurch  folglich  die  gesuchte  Entwickeluog  der  Differenz 
der  Function 

2 
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wenn  nämlich»  was  man  nie  aus  den  Aogen  verlieren  darf^  n 
dne  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  gefunden. 

Nächst  dieser  Entwickelung  der  Differenz  der  PoBCtion^srx", 
wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  eine  nach  den  po- 
sitiven ganzen  Potenzen  von  jJx  fortschreitende  Reihe,  sind  für 
das  Folgende  einige  allgemeine  Formeln  von  besonderer  Wich- 
tigkeit, durch  welche  die  Entwickelung  der  Differenzen  der  mit« 
tdst  der  einfachsten  Rechnupgsoperationen  zusammengesetzten 
Functionen,  d.  i.  der  Fnbctionen,  welche  Summen,  Unterschiede, 
Producte  oder  Quotienten  anderer  Functionen  sind,  ungemein  er- 
leichtert wird.  Die  übrigens  sehr  einfache  Entwickelnng  dieser 
allgemdnen  Formeln  soll  daher  jetztunser  nächstes  Geschäft  seyn. 

§.  16. 

Aufgabe.  Wenn,  indem  a  eine  constante  Grösse» 
p  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet, 

ist,  die  Differenz  vony  durch  die  Differenz  von/i 
auszudrücken. 

Auf  losung.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

X  +  Ax  für  jr,  und  bezeichnet  die  diesem  Werthe  von  x  ent- 
sprechenden Werthe  der  Functionen  y  und  f  wie  in  §.  9«  durch 
y<')  und  j»^*^  $  so  ist 

und  folglich 

Aber 

^p=p(') — p« 
Also  ist 

und  durch  diese  Formel  unsere  Aufgabe  aufgelöst. 

§.  17. 

Aufgabe.  Wenn,  indem  a  eine  beliebige  constante 
Grösse  ist,  da^egeq.ji,  ^,  «, ...  u  beliebige  Functio- 
nen von  x  bezeichnen, 

7'=fl  +  pi7+s  +  ...  +  u 

ist»  die  Differenz  von^  durch  die  Differenzen  von 
f>  99  «»•••»  auszudrücken. 
Auf  losung.    Aus  der  Gleichung 

ergiebl  aich>  wenn  man  x+Ax  für  x  setzt. 
Folglich  ist 
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d.  i. 

wodnrdi  unsere  Angabe  aufgelöst  ist. 

§.  18. 

Dass  die  Differenz  jeder  eonstanten  Grosse  =  0  zu  setzen 
isty  fallt  sc^eich  io  die  Augen,  lässt  sieh  aber  auch  aus  dem 
Vorliergdienlen  auf  folgende  sehr  einfache  Weise  herleiten. 

Es  sei,  indem  a  eine  beliebige  constante  Grösse,  p  eine  be- 
Ed>ige  Function  von  x  bezeichnet, 

so  ist  nach  §.  17. 

Ist  aber  überhaupt  von  einer ,  Differenz  der  Grosse  a  die 
Rede,  Wi  sieht  man  dieselb|B  offenbar  eigentlich  als  eine  Function 
von  X  an,  und  hat  dann  nach  §.  17.  auch 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  gefundenen  Ausdrücke  von  Jy 
ergiebt  sich  * 

und  hieraus  folgt 

wie  bewiesen  werden  sollte,     v 

§•  19- 

Mit  Hülfe  von  §.15.,  §.16.  und  §.17.  ist  man  im  Stande, 
£e  Differenz  jeder  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 
einer  veränderlichen  Grösse  mit  Leichtigkeit  zu  entwickeln. 

Weil  nämlich  die  aOgemeine  Form  einer  ganzen  rationalen 
algebraischen  Function  einer  veränderlichen  Grösse 

ist,  wo  Ay  B9  Cy  D,  .. .  L  constante  Grössen  bezeichnen;   so 
ist  nach  §.  16.  und  §.  17. 

Entwickelt  man  nun  nach  §.'15.  die  sämmtlichen  Differenzen 
der  Potenzen  von  x  in  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  von 
Jx  fortschreitende  Reihen;  so  wird  man  of^nbar  auch  dy  leicht 
iii^eine  eben  solche  Reihe  entwickeln  können,  wie  wir  hier  nur 
an  dem  folgenden  Beispiele  zeigen  wollen. 
E^  sei 

so  ist  nach  §.  16.  und  §.  17.    • 

Nach  §.  15.  ist    ^ 

2* 
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Folglich  ist 

Wie  man  sich  in  jedem  andern  Falle  zu  verhalten  hat,  wird 
hieraus  deutlich  genug  erhellen. 

§.  20. 
Aufgabe.  Wenn  j»  unrd^  Functionen  von  x  sind,  und 

ist,  die  Differenz  von  y  durch  die  Differenzen  von 
p  und  q  auszudrücken. 

Auflösung.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

X  +^x  ftir  or ;  (SO  erhäU  man  dik  Gleichung 
Weil  aber  bekanntlich    ,     . 


aisp. 

ist;   so  ist 


yd)  =  (p^4*  z/p)  (y  +  ^y) 

'  =  py  +  p^y  +  y^p  +  ^p  ^4q 
^=^y'\'p^q-\-  q^P  -^^  dpdq  y 

y(i)  — y  =  p/lq  +  9//p  +  JpJq^ 


und  folglich 
d.  i. 

wodurch  unsere  Aufgabe  aufgelöst  ist. 

Zu  bemerket!  'i^  ^ch,  dass  man  diese  Gleichung,  wenn 
mm  auf  beiden  Seiteoi  derselben  mit 

dividirt,  auch  auf  die  elegante  Form 

y       p        9        p  '  ^ 
bringen  kann,  ... 

Leicht  ist  es  nun  auch,  die  Differenzen  der  Producte  mit 
mehr  als  zwei  Factoreh  durch  die  Differeiizen  der  einzelnen  Fa- 
ct(tren  auszüdrtick^',  wie  wir  an  den  folgenden  Beispielen  zeigen 
wollen. 

Für  yz=zpqr  ist  nach  §.  20. 

y  pq  r  pq         r 

Weil  nun  aber  nach  §.  20. 

^*pq  __  ^p        dq   .    Jp     /Iq 

pq        p       q       p  '  q 
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ist;    so  ist  ^ 

r  P  q  r 

p    *   q  P    '    r     '*'     q    '    r      ' 

^p     jiq     /Ir 

p        ^        r 

Für  j^  =pqrB  ist  tucb  §.  20. 

T  P9^  «  l'^''     *    «    ' 

nnd  folglich^  wenn  man  fiir 

den  Torher  gefundenen  Aasdruck  einführt : 
r        p         q         r    "^    s 

zip    /1q  /1p     ^r  Ap     As  Aq     /Ir 

P       q  P        r  p        s  q        r 

+     /fq     /f$  .     Ar    As 
q        s  r       8 

Ap    Aq     Ar         Ap    Aq    As  Ap     Ar    As 

p       q        r  p       q       s      '  p  .     r       s 

+    Aq     Ar     As 
■     '  •        • 
q       r       s 

Ap    Aq    Ar    As 

,  T"'  q  *~*  « 

Wie  man  sich  bei  Producten  mit  noch  mehr  Factoren  zu 
verhalten  hat,  wird  nun  schon  deutlich  genug  erhellen. 

§•  2?. 

Aufgabe.  Wenn  j»  nnd  ^  Functionen  von  or  sind,  und 

^=? 

ist,  die  Differenz  von  y  durch  die  Differenzen  von 
p  nnd  q  auszudrücken. 

Auflösung*    Setzt  man  in  der  Gleichung 


r  =  f 


x-^-Ax  ffir  jr;  so  erhält  man 


oder,  weil 

|K9==p  +  ^Py    q^^^  :=tiq  +  Aq 

ist. 
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und  foj^^idi 

wonns  Man  nach  Idchtor  Bedi^aiig 

cnaU* 

Dicsdbe  Formd  crgidil  sidi  «Bch  kidft  auf  fixende 
Wfü 

ist,  so  ist 

vod  fol^<A  Bach  §.  20. 

oder 
Also  ist 


folglidi: 


-f 


Tä%er  üfbcranstuuBUig  wt  im  Vorhergehende 


Die  Diferaoi  J^r  der  kfiekigen  FnnctiiMi  r  Ton  x  ist,  indem 
«an  Jür  iainm'  als'coBslanI  ketiarlitel,  «JfenWr  im  Allgenianen 
selksl  ette  F^indMi  Ton  x,  nnd  non  kann  dbo,  indem  man 
in  der  IKSnem  jf r  die  Tfiündgriiclie  Grosse  x  in  x  +  Jx 
ifcergekn  iSsst,  00^*  sana  iluüirhe  Art,  wie  man  fie  Difarenz 
Ton  V  nimmt,  die  OiMrena  ron  Jv  nehmen.  Diese  Düerenz 
Ton  ^Jj  hebst  i»  aweite  Differens  der  Fnnction  j,  maijy 
settst  wird  in  dieser  Besidkonj:  dfe  erste  Differens  Tony 
mmnnt.  Gana  anf  diesett>e  Weise  ist  nnn  iener  andh  fie  zwöte 
Wfciena  von  jr  im  Allgemeinen  eine  Ftoction  Ton  x,  so  dass 
man  alMk  Jtx  immer  ^  con^:;tant  hetf  achtend,  anch  in  fieser 
awei^  Difttena  wieder  x  in  x+Jx  ttetgehen  lassen  «ad  von 
dieser  aweiten  Dilefena  <Ke  erste  Dil^rewt  nehmen  kann.  Diese 
erste  DiSwenz  der  awetten  Dilerena  der  Fnnctian  jr  heisst  dann 
die^  dritte  Dirferena  v^>n  v.  Das$  man  anf  fie»  Art  inuner 
weäer  jehen  k^an:.  «$t  klai^«'  nnd  m«a  erhalt  also  tfteihanpt  die 
(o4-t)i^  MKnrena  der  FteHi«a  v«  wenn  man  Ton  der  nten  Dif- 
fcrenx  derseflkok  diet$^  IKIerena  at»  eine  Ftoctian  ron.  x,  Jx 
^Ms  ab  «vttitwak  kiraehlend»  <Ke 
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Die  erste,  zweite,  dritte,  vierte,  fünfte,  n.  s.  w.  nie  Diffe- 
renz der  Function  y  bezeichnet  man  nach  der  Reihe  durch 

^Ty  ^'Ty  ^'r>  -^V»  ^*r»--- ^Vf-«, 

nnd  nach  den  obigen  allgemeinen  Begriffen  ist 

Anch  wird  nun  sogleich  der  Sinn  nnd  die  Richtigkeit  der 
allgemeinen  Gleichung 

erheQen. 

§.24. 

Als  ein  Beispiel  zu  dem  Vorhergehenden  wollen  wir  wieder 
die  einfache  Function 

wo  II  eine  positive  ganze  Zahl  seyn  soll,  betrachten,  indem  wir 
nach  nnd  nach  ii=:l,  2,  3,  4,  S^.....  setzen. 

Für  y=ix  ist 

Jy  =s  ^jr, 

imd  die  hohem  Differenzen  verschwinden  folglich,  weil  d*  eine 
constante  Grösse  ist,  nach  §.  18.  sämmtlich. 

Für  y  =  *«  ist  nach  §.  15. 

und  folglich,  wenn  man 'nun  hiervon  nach  §.  16.  und  §.  17., 
Jx  immer  ads  constant  betrachtend,  die  Differenz  nimmt, 

SO  dass  also  in  Jiesem  Falle  die  zweite  Differenz  eine  constante 
Grösse  ist,  demnach  die  hohem  Differenzen  nach  §•  18.  wieder 
sämmtlich  verschwinden. 

Für  j^  =  X*  ist  nach  §.  15. 

Ay  zms  3  xMx  +  SxJx^  +  ^Ir». 

Nimmt  man  nun  hiervon  nach  §•  16.  und  §.  17.  die  Differenz; 
so  erhält  man 

Nach  §.  15.  ist  aber 

J,x^  =  2xJx  ^  Jx^  j 
und  folglich  nach  gehöriger  Substitution 

J^y  =  2  .SxJx^  +  6./*'. 

Nimmt  man  nun  hiervon  nach  §.  16.  und  §•  17.  wieder  die  Dif- 
ferenz; so  ergiebt  sich 

Also  sind  in  diesem  Falle,  wo  die  dritte  Differenz  eine  constante 
Grosse  ist,  die  höhern  Differenzen  von  der  vierten  an  sämmt- 
lich =  0. 
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Für  j'ttsir*  ist  nacfc  §.  15. 

jy  =  4*Mjf  +  tx^Jx*  4-  4xJx^  +  Jx^. 
Also  ist  nach  §.  16.  üüQ  §.  17. 

und  folglich,  weil  nach  §.15, 

J,X^  =  .^:e^^af  +  3xJx^  +  .i/j:' , 

ist,  nach  gehöriger  Substitution: 

JW^SAx-Jx"^  +  ^AxJx^  +  14^**. 

... 

Nimmt  man  hiervon  nach.  §.  16.  und  §•  17.  wieder  die  Differenz^; 

so  erhält  man 

und  folglich,  weil  nach  §.  15. 

J,X^  =ai^X^fX  -^  ^x* 

ist,  nach  gehöriger  Substitution :  •     ' 

^3^  =  2/3.4x^0:«  +  36  ^xS 

Nimmt  man  nun  hiervon  wieder  )aach  §•  16.  und  §,  17.  die  tKf- 

ferenz;  so  erhält  man 

^y=:2^,4^xS 

und  sieht  also,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  vierte  Differenz 
consJlant  ist,  alle  höhern  Differenzen  folglich  verschwinden. 

Wir  wollen  der  Kürzje  wegen  diesen  an  sich  ganz  leichten 
Calcul  nicht  weiter  foi:tfiinreu^  Eine  in  mehrfacher  Beziehung 
wichtige  Bemerkung,  zu  welcher  uns  dieser  Calcul  ganz  von 
selbst  führt,  dürfen  wir  aber  nicht  unerwähnt  lassen. 

Betrachten  wir  nämlich  die  nachstehenden  vorher  gefundenen 
Differenzen:  ' 

^x      =jx  =l^x, 

^2.x»  =2^x«         =1.2z/x», 

^».^3  =2.a.:^/4f*      =il.2.8^X', 

z/*.x*  =3  2.3,4^x*sö  1.2.5,4<^x*; 

so  ist  ein  bestimmtes  Gesetz,  nach  welchem  diese  sämmtUch 
Constanten  Differenzen  fortschreiten,  nicht  zu  verkennen,  und 
wir  werden  durch  die  einfachste  Induction  sogleich  zu  dem  Schlüsse 
geführt,  dasä,  wenn 

/  =  X» 

und  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist^  allgemein 

^«^  =  l,2.3.4...n^x«, 

und  daher  diese  Differenz  jederzeit  eine  constante  Grosse  ist, 
die  höhern  Differenzen  der  gegebenen  Function  folglich  sämmtr 
lieh,  verschwinden. 

Da^s  nun  dieser  Schluss,  in  der  Allgemeinheit,  wie  er  so 
eben  ausgesprochen  worden,  in  der  That  vöUig  richtig  ist,  sott 
im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden. 
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§.25. 

J^krsaPs.  Wenn,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl, 
bezeichnet,  y'sssjf*  ist,  so  ist 

diese  Differenz  ist  folglich  jederzeit  eine  eonstante 
Grösse,«  und  die  höhern  Differenzen  der  Fanetion  y 
von  der  (»4*l)ten  an  yerschwinden  also  sämmtlich. 

Beweis.  Dieser  Lehrsatz  lässt  sich ,  ohne  nns  jetzt  weiter 
auf  den  vorhergehenden  Paragraphen  zn  bezieheik,  anf  folgende 
Art  bewdsen. 

Für  j'  =  ar  ist  .  , 

also 

und  der  Satz  ist  also  in  diesem  Falle  offenbar  richüg. 
Für  ^  =  x»  ist  nach  §.  15. 

Jj-  =  2xJx  +  Jx^. 

Fd^di  ist  nach  §..  16.  und  §.  17. 

j^jr  =  2JxJx 
oder 

also 

und  daher  der  Satz  auch  in  ^diesem  Falle  bewiesen. 
Für  y  =  x'  ist  nach  §.  15. 

Kmmt  man  nun  hiervon  zwei  Mal  nach  einander  die  Differenz; 
so  erhält  man  nach  §.  16.  und  §.  17. 

"Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

Also  ist 

mid  folglich 

^y  Ä  //«j-  ==  ^«^  =3  /fy  =  .♦.=0, 

der  Satz  daher  apch  in  diesem  Palle  bewiesen.  i 

Füry  =  **  ist  nach  §.15. 

Nmmt  man  nun  hiervon  nach  §.  16.  und  §.  17.  drei  Mal  die    . 
Differenz  nach  einander;   so  erh^t  man 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 
Also  ist 


y 
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und  folglich 

der  Satz  daher  auch  in  diesem  Falle  bewiesen. 

Es  erhellet  nun  auch  schon,  wie  man  auf  diese  Art  ohne  alle 
Schwierigkeit  immer  weiter  gehen  kann. 

Ueb^haupt  wollen  wir  jetzt  aber  annehmen,  dass  der  Sats 
schon  bis  zur  (« — l)ten  Potenz  von  x  bewiesen  sey,  und  wol- 
len zeigen,  dass  er  unter  dieser  Voraussetzung  jederzeit  auch 
für  die  nächst  folgende  «te  Potenz  von  jr,  d.  i.  für  y  =  or*  gel- 
ten muss,  woraus  dann  ferner  seine  aUgemeine  Gültigkeit  auf 
bekannte  Weise  folgt. 

Für  >^  =  or*  ist  nach  §*  15. 

.... +  n»-.iar^»-*  + n»^a:*. 

P^immt  man  nun  hiervon  {n—^V)  mal  nach  einander  die  Difflsrenz; 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  nach  §.  16.  und  §.  17.     ^ 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  der  zu  beweisende  Satz  bis 
zur  (n  —  l)ten  Potenz  von  x  gilt;  so  ist 

und 

Also  ist,  weil  bekanntlich  it|  =11  ist, 

^»y  =  1 . 2 . 3 . 4. . .  n/:/j:», 
und  folglich,  weil  diese  Differenz  eine  constante  Grösse  ist, 

so  dass  also  der  3atz  in  der  That  fur.y  =  jc"  gilt,  wenn  er  bis 
zur  {n  —  l)ten  Potenz  von  x  bewiesen  ist,  und  daher  hierdurch 
nun  nach  einer  bekannten,  hier  nicht  zu  wiederholenden,  Schluss- 
weise in  völliger  Allgemeinheit  gerechtfertigt  ist. 

§•  26. 

• 

Mittelst  des  vorhergehenden  Satzes  kann  man  nun  auch  sehr 
kicht  die  nte  Differenz  jeder  ganzen  rationalen  algebraischen 
Function  des  itten  Grades  einer  veränderlichen  Grösse  ünden. 

Weil  nämlich  diq  allgemeine  Form  jeder  ganzen  rationalen 
algebraischen  Function  des  nten  Grades  einer  veränderlichen 
Grösse 

ist,  wo  A,  B9  C,  D^  .,,  N  constante  Grössen  bezeichnen;  so 
ist,  wie  mittelst  §.  16.  und  §.  17.  leicht  gefunden  wird. 

Weil  nun  aber  nach  §.  25. 
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^«jtäO,  z^.jr«=50,  ^».ä' ==0, ...  ^».»»-»«=0 

und 

.^».jr»  =3 1.2.3.4...  nJx» 

ist;  so  ist 

^»^=:  1.2.3.4...  nTNT^ar». 

Hieraus  erhellet  zugleich,  dass  die  Jtte  Differenz  einer  jeden  gan- 
zen rationalen  algebraischen  Function  des  nten  Grades  einer 
.  yeninderlichen  Grösse  eine  constante  Grösse  ist,  und  alle  hohem 
Differenzen  einer  solchen  Function  von  der  (n  -f*  l)ten  an  also 
verschwinden. 

§.27. 

-    Wie  aus  der  beliebigen  Function 

die  Reihe 

4r»  ^^r>  ^'r»  -^V»  •••  ^•r»  •••• 

hergeleitet  werden  kann,  geht  aus  dem  Vorhergehenden  deutlich 
genug  hervor. 

Nach  einem  von  dem  hierbei  zum  Grunde  liegenden  ver- 
schiedenen Princip  kann  man  aber  aus  der  in  Rede  stehenden  be- 
liebigen Function  jederzeit  noch  eine  andere  Reihe  herleiten. 

Setzt  man  nämlich  in  der  Function 

X'i'^x  für  JT,  so  erhält  man  die  Function    ] 

fix  +  Jx), 

wAhe  oben  schon  durch  y^^  bezeichnet  worden  ist.  Setzt  man  in 
dieser  Function  wieder  x  -j-  Jx  für  x,  so  erhält  man  die  Function 

j(x-i'2Jx)y 

welche  im  Folgenden  durch  y^^^  bezeichnet  werden  soll.    Setzt  ^ 

man  nun  in  dieser  Function  wieder  x  -f*  ^^  für  x,  so  ergiebt 

sich  die  Function  ^ 

f(x  +  3Jx)j 

welche  wir,  im  Folgenden  durch  y^'>  bezeichnen  wollen.    Wie 
man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,   erhellet  nun  schon  deut-   - 
lieh.     Ueberhaupt  soll  im  Folgenden  die  Function 

fix  +  nJx) 

durch  ^*^  bezeichnet  werden. 

Man  kann  also  aus  der  beliebigen  Function 

jed^seit  die  beiden  Reihen 

und 

welche  in  mehrfacher  Rücksicht  wichtig  und  merkwürdig  sind, 
herleiten.  Vorzüglich  bemerkenswerth  ist  es,  dass  diese  beiden 
Reihen  in  ^iner  solchen  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  im- 
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mer  jede»  Glied  der  dnen  bloss  durch  Glieder  der  andern  aus- 
gedrückt werden  kann.  Dies  soll  nun  zunächst  in  den  beideä 
folgi^den  Aufgaben  gezeigt  werden. 

§.28. 
Aufgabe.    Jedes  Glied  der  Reihe 

bloss  durch  Glieder  der  Reihe 

ausz:udräcken. 

Auflösung.    Weil 

y(»-i)  =  /(a:  +  (n  —  1)  Jx) ,  y(»)  =  f(x  +  nJx) 

ist;  so  geht  offenbar  überhaupt  y^"^  aus  y<»-*>  hervor,  wenn 
man  in  letzterer  Function  x  +  Jx  für  x  setzt. 

Diese   allgemeine  Bemerkung  Uegt  der  folgenden  Rechnung 
vorzüglich  zum  Grunde. 
^    Zunächst  ist  nun,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Differenz  einer  Function 
ist  ferner 

^y  =yU)  — y. 

Hieraus  erhält  man  bekanntlich  J^yy  wenn  man  x  in  x+Ax 
übergehen  lässt,  und  dann  Jy  abzieht.  Dies  giebt,  indem  man 
zugleich  die  oben  gemachte  aUgemeine  Bemerkung  in  Anwen^pig 
bringt^  auf  der  Stelle 

^2y  =  y(2)  -  yd) 

—  y(J)  +  y 
=  y<*>— 2y(0  +  y. 

Hieraus  erhält  man  ^*y,  wenn  man  x  in  x  +  Ax  überge- 
hen^ lässt,  und  dann  J^y  abzieht.  Dies  giebt,  indem  man  im- 
mer die  gleich  zu  Anfang  gemachte  allgemeine  Bemerkung  vor 
Augen  benält,  i 

zf 'y  =  y(3)  —  2y('^>  4-    y(0 

—        y(2)     ^     Oy(l)    ^    y  , 

=  yW  —  3y(2)4.3y(i)_y. 

Hieraus  erhält  man  J^y ,  v^enn  man  jr  in  jt  •)-  Ax  überge- 
hen lässt,  und  dann  J^y  abzieht.    Dies  giebt 

z^*y  =  yW  —  3iyC3)  +  3y(2)  —    y{i) 

—   y(3)  4-  3y(2)  -  3y<»>  +  y 
=  y(4)  —  4y<^)  +  6y(2)  —  4y(*)  +  ^. 

Hieraus  ergiebt  sich  ^*y,  wenn  man  x-\-/Jx  für  jr  setzt, 
und  dann  A^y  abzieht.    Dadurch  erhält  man 

JSy  =  y(S)  —  4yi*^  +    6yC^)  —    4y(2)  +    yd) 

—     y(4)    4.      4^(*)  _     5y(2)  +   4y(l>  _  y 

=  y(«)  —  5y(*)  +  10y(*)  —  lOyW  +  5y(0  —  y .    s 
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Auf  diese  Art  immißr  weiter  zn  gehen,  hat  niofat  die  min- 
deste Schwierigkeit;  anch  übersieht  man  auf  der  Stelle  das  all- 
gemeine Gesetz,  nach  welchem  diese  Ausdrüeke  fortschreiten. 

Bei  der  geringsten  Aufinerksamkeit  kantf  nämlich  nicht  un- 
bemerkt bleiben,  dass  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  nu- 
mmschen  Goefficienten  nach  und  nach  ganz  auf  dieselbe  Art 
entstehen,  wie  die  in  §.  14.  V.  betrachteten  Zahlen,  und^  daher 
nichts  anders  sind,  als  die  Binomial-Coefficienten  der  auf  einan- 
der folgenden  Potenzen  mit  positiven  ganzen  Exponenten. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  man  sich,  mit  gehöriger  Berück* 
sichti^ng  der  übrigen  sogleich  in  die  Augen  fallenden  Eigen- 
thümkchkeiten  der  oben  entwickelten  Formeln,  auf  der  Stelle  von 
der  Richtigkeit  der  folgenden  allgemeinen  Formel  überzeugen: 

^        §.29. 
Aufgabe.    Jedes  Glied  der  Reihe 

bloss  durch  Glieder  der  Reihe 

y,  Jy,  J^y,  J^y,  ...  //"y, ... 
auszudrücken. 

Auflösung.    Bekanntlich  ist  allgemein 

Lasst  man  hierin  jt  in  ;c  -|-  Jx  übergehen  und  zieht  y^*>  ab ;   so 
erhah  man 

^.|f(»)  »/(^  +  Ot  -«-  t)Jx)  —  /(*  4-  nJx), 
d.  i. 

Also  ist  allgemein 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  Anwendung  von  §,  16.  und  §.  17* 
nach  und  nach 

=  y  +  ^y 

4-  ^y  +  ^"^y 

5.    y(i)=y<2)  4- ^.y(a) 

4-  z/y  +  2J^y  +  ^»y 
«y +  3^y  4•3^*y4-^*y; 
4.    y(*)=y(J>+  ^.y<*^ 

ÄS  y  +  3^y  +  3^*f  4-  ^^y 

4.    Z/y     +    3^2y    ^    ^J3y    4,    ^4y 

=y  -f  4^y  +  6«^'y  +  4^'y  +  ^^ ; 
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6.    y(«)=:y(*)+  ^.y(*) 

=  y  +  4^fy  +  6^»jr  +  4^'jr  +  J*y 

=  y  +  ö^y  +  lOzi^jr  +  lo^'y  +  Ä^*y  4-  ^*y; 

U«  8.  W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,'  ist  klar,  nnd 
auf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  §•  28.  tiberzeagt  man  sich  sogleich^ 
dass  aUgemein 

ist. 

§.30. 

Unter  den  mannigfaltigen  Anwendungen,  wdche  sich  von 
den  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  allge* 
meinen  Formeln  machen  lassen,  bietet  sich  zuerst  folgende  dar. 

Wenn  y  c=x"  ist,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnen 
soll,  so  ist  allgemein 

Also  ist  nach  §.  28. 

J»y  =  {x  +  it^x}»  — iiji  {x  +  (n  — l)zfx}»  +  n,  {x  +  (»— J)-^*}»  — ... 

....  +  iii^i(-l>^i{x  +  ^x}»  +  ju(-.l)»x«. 

Nach  §.  25.  ist  aber 

^•jf  =  1.2.3.4....  n^x*. 

Also  ist  für  jedes  x  und  jedes  ^/r 

1.2.3.4...n^x* 
r=:  {x  +  iuix}»— »4{x  +  (it  — l)z/x}»+n,  {x  +  (n— 2)^x}«  — ... 

....  +  ni,-i(— l)»-i{x  +  ^x}»  +  n.(— l)»x», 

dne  offenbar  in  vieler  Rücksicht  sehr  merkwürdige  Snmmation. 

Für  X  =  0  und  jjx  =  i  erhält  man  hieraus  die  meikwur- 
dige  Gleichung 


§.  31. 

Eine  besonders  wichtige  Anwendung  finden  die  beiden  in 
§.  28.  und  §.  29.  aufgelösten  Aufgaben  bo  dem  Interpoliren 
oder  Einschalten. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  das  Interpolations- Problem 
auf  folgende  Art  aussprechen :  / 

Wenn  mehrere,  bestimmten  Werlhen  der  unab- 
hängigen veränderlichen  Grösse  entsprechende 
Worihe  einer  ihrer  Form  nach  unbekannten  Function 

Fegeben  sind,  eine  Function  zu  finden,  deren  Werthe 
Mr  dieselben  Werthe  der  unabhängigen  veränderli- 
chen Grösse  den  gegebenen  Werlhen  der  unbekann- 
icü  j^'uuolion  gleioh  sind. 
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Dass  dieses  Problem  hanplsächlich  aach  für  die  Natapwissen- 
schaften  von  der  grösstea  Wichtigkeit  ist,  lässt  sich  leicht  tiber- 
sehen« 

Seyen  nämlich  überhaupt  x  und  y  zwei  in  der  Natar  vor- 
kommeode  Grössen,  die  auf  eine  geiiiisse  Art  von  einander  ab- 
kangig  sind,  so  dass  die  eine  aus  der  andern  gefunden  werden 
kann.  Das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  sey  unbekannt,  man  kenne 
aber  eine  gewisse  Anzahl  bestimmter  durch  Beobachtung  gefunde- 
ner zusammen  gehörender  Werthe  von  x  und  y,  die  wir  durch 

*i >  yt*  *a »  y%*  *3 >  V\\  *4>  y4>  •••**»  jf» 

bezeichnen  wollen.     Lässt  sich  nun  die  Form  einer  Function 
f  =/'(x)  von  X  so  bestimmen,  dass 

/(*i)=yi»  /(^2)=yi»  /(*3)=y3i--  /(**)= y» 

ist;  so  wird  offenbar  durch  die  Function  y  =/(jr)  das  allgemeine 
G^tz  der  Abhängigkeit  der  Grössen  x  und  y  von  einander  mit 
desto  grösserer  Wahrscheinlichkeit  ausgedrückt  werden,  je  grös- 
ser die  Anzahl  der  gegebenen  durch  Beobachtung  gefundenen  zu- 
sammen gehörenden  Werthe  von  x  und  y  ist.  Zugleich  wird 
diese  Wahrscheinlichkeit  augenscheinlich  erhöhet,  wenigstßns  für 
den  zwischen- den  Gränzen  xcsx,  und  arr=jr.  liegenden  Theil 
der  unbekannten  Function,  wenn  dieselbe  zwischen  den  angege- 
benen--  Gränzen  continuirlich  ist,  und  die  einzelnen  gegebenen 
Werthe  recht  nahe  bei  einander,  in  einer  möglichst  stetigen  Folge  • 
liegen.  Dass  mehr  als, Wahrscheinlichkeit  auf  diesem  Wege  nie 
zu  erreichen  ist,  versteht  sich  von  selbst;  es  ist  aber  auch  bloss 
Ton  einer  empirischen  Auffindung  von  Naturgesetzen  die  Rede, 
und  es  kommt  vorzüglich  darauf  an,  durch  Vervieirältigung  der 
Beobachtungen  die  Wahrscheinlichkeit  so  viel  als  möglich  zu  er- 
höhen. 

§.  32. 

i 

Als  der  einfachste  Fall  der  Interpolation  ist  der  zu  betrach- 
ten, wenn  die  gegebenen  Werthe 

X^  »  X%  9  ^i  f  *4  >  •  •  •   *» 

von  X,  welchen  die  ebenfalls  gegebenen  Werthe 

yi>*yi>  ya»  y4»  •••  y» 

der  ihrer  Form  nach  unbekannten  Function  ^t=:=/(x)  entsprechen, 
in  gleichen  Abständen  von  einander  liegen,  oder,  was  dasselbe 
safft,  eine  gewöhnliche  arithmetische  Reihe  bilden.  Bloss  dieser 
Fjul  soll  liier  näher  betrachtet  werden. 

Die  Aufgabe  ist,  eine  Function  y  =/(jr)  von  x  von  solcher 
Beschaffenheit  zu  finden,  dass  dieselbe,  wenn  man  für  x  die 
Werthe      ,  ♦ 

setzt,  respective  die  Wertbe 
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■     ,       .  .  ifif  tfjf  y$9  54»  -i-  y» 

erhält. 

Eine  solche  Function  lässt  sich  auf  folgende  Art  finden. 
Nach  §.  29.  ist 

y(»)=y  +  n^J!f  +  n,  J^y  +  nj  z/'y  + .. .  -Knw-^'y , 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  Jsf=siß  setzen, 

f(x  +  na) 
=/{a:)  +  n,  Jfix)  +  n,  ^^/(x)  +  713  J'fix)  + . . .  +  n»  »  4/'(*).     - 

Für  na  =  k  ist  also,  wie  leicht  erhellen  wird, 
+ TXIP ^  /(*)  +  .••  +  1.2. 3. .„«^ ^"/W' 

oder,  wenn  wir  n —  1  für  n  setzen,  d.  i.  fär  k  =  (H — 1)  a: 
Für  Ä  =  (n — i)  a  ist  also  auch 

fc(ft-n)(fe-2«)  t  (fc-«) . .  (fc-  (n-2) •«)     ._. 

+        1.2,3a''       ^  /('•)  +  ••  •+     1.2.3..(n-i)«-'     ^'"'•'('•)' 

Lässt  man  nun  «  die  Differenz  der  ariUinietiscbea  Rühe 

bezeichnen;  so  ist 

ya  =/(-«-2)  =/{•*•!  +  «)# 
y3=/('^3)=/(*«-i  +  2«)> 

,  u.  s.  w. 

y»  =  f(Xn)  =:/(^i  +  <n—  1)«). 

Also  ist  nach  §.  28. 

^Vi^x)  =  y4  —  3y3  +  3y2  — y, , 
u.  s.  w. 

^"-'/(•»•i) = y»  -^ — j—  y«-i  +  -^ — J72 — ^""^  "^  • '  "^  "T~  ^*  -  ^* ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  für  k:s^{n — i)a: 
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^    fcOU«)..(fc-(n-2)a)  f         n^t           .    (n-l)(n-2)  .      i 

'*'     1.2^.(n-l)a-i    \y--"i-y-*+ TS 3^-«--*5fiJ- 

Da  für 

fc  =  0,  dy  2a)  3a|...  (if — l)a 

respectiye    * 
und  folglich 

=  yj>  yi>  yj>  y*»---  y» 

ist;    so   sieht  man,  dass  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleichung  für 

kzzO,  tt,  2«,  3ay.  (yi  — l)a 

respeptive  die  Werthe     ^. 

yi»  ya»  y$9  y4»--.  y«  . 

erhält. 

SeCM  man  nun 

80  isl  für 

X  —  jr^  =  (n  —  i)a 

Bach  der  obigen  Gleichung  n 

/(')=»   yi 

'"■'^{ya-y.j 


+ 


*"^-\':^,'—' {,.-'>.+>■] 


(x  — j',)(x>-> X.  — C)  (X—JT,  ^2g) 
1.2.aa> 


|y4-^3y,  +  %,-y,| 


.    (jr-/,)..(r-j-,-(n-.2)c)(  "     n-1  .    (ii^l)(n-2)  .     | 

+  — i.23..(ii^i)a-*     p— 1-^-*+ — Tä — y-t-±y.J. 

Für 

X;=0|   «>  2«,  3a>  ..•  (n— l)a 

ist  respectire  ^ 

d«  i. 

woraus^  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,  nun  auf  der 
Stdle  folgt»  dass  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  G\däi- 

3 
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heitszeichens  in  vorstehender  Gleichung  eine  Function  Ton  x  ist^ 
welche  für 

respective  die  Werthe 

yu  y«»yJ^  y4>---  y» 

erhält,  und  dah^r  den  Bedingungen  unserer  Aufgabe  vollständig 
genügt. 

§*  33. 

Um  die  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickel- 
ten Interpolations- Formel  an  einem  Beispiele  zu  erläutöra,  wol- 
len wir  mittelst  4erselben  unt^r  der  Voraussetzung,  dass  man 
bloss  mit  einer  Tafel  bis  zur  zehnten  Bruchstelle  b^rfeehnfeter 
Logarithmen  der  natüiiiishen  Zahlen  von  1  bis  1000  versehen 
sey,  den  Logarithmus  der  Zahl 

5,141 50(26536 

berechnen,  indem  wir  bei  dieser  Rtfcfanuiig  Uoss  bis  zu  den  vier- 
ten Diffiefenzieh  gehen. 

Setzen  wir  der  Kurze  wegml 

^3  =?4  —  3y3  +  3yj  —  y, , 

^4  =  ^s  —  4jr4  +  6^3  —  4yj  +  y,  ; 

so  ist  die  Formel,  nach  welcher  wir  zu  rechnen  haben ,  folgende : 
/W=   yx 


^ 


■*"  -         I.2i3k4a*  *' 

oder,  wenn  wir  die  ganze  zu  ^^  eddirte  Grösse  auf  der  rechten 
Seite  des  Glei<^hheit$^ichens  durch  J  bezeichnen: 

Bemerken  wir  nm  ^ss,  dass  die  Zahlen  del*  ersteh  Vertifcalreihe 
in  dem  folgenden  Bephnungs- Schema  die  Logarithmen  der  Zahlen 

3,14;  3,15;  3,16;  3,17;  3,18 

sind;  so  wird  die  ganze  folgende  llechnung  ohne  weitere  Erläu- 
terung verständlich  seyn. 

0,4969296481 

—  437691. 


0;4983105$38 
0,4996870826 
Ö,5Öib5Ö2622 
*0,50»2yfJito 


13809057 
13765288 
13721796 
13678578 


—  43492 

—  4321* 


277 
2741 


-3 


y  '  ,j 
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Also  isl 

^y,r=     0,49692964at 

^J^  =  +  0,0013809057  .  ^ . 

^,=—0,0000043769 

^3  =  +  0,0000000277 

^4  =  —  0,0000000003 


FemCT  ist 


Also  ist 


X   SS  3,1415926535 

X,  =  3,1400000000 

JT  -^  jr,  =  0,0015926536 

a  =  0,0100000000 


ce 


^  =   0,15926538 


5Z— ^  =  -^^H-  -  i  =  - 0,42036732 


2a         ^ce 

^^^ — ^^ — —  ==  — r-^  —  *  5=  —  0,61357821 
da         «^a    ^      ' 

^""Ha""^''  =  i^=^  -i  =  - 0,71018366 • 

Hieraus  erhält  man  nach  der  obigen  Formel  '• 

^  =  0,0002202243 

and  foMich 

(   0^4969296431 
Ug  3,1 415926536  =  J  +  0.0002202245 

(   0,4971498726. 

In  dieser  Zahl  ist  noch  die  zehnte  Bruchstelle  richtig. 

§.  34, 

Wir  schliessen  dieses  Kapitel  mit  einer  kurzen  Bemerkung 
übei^  die  Differenzen  der  Functionen  mit  mebrern  von  einander 
unabhängigen  veränderlichen  Grössen. 

Lässt  man  in  der  Fanetioii 

die  von  einander  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  \r,  /;  z, 
V,.,,  sich  respective  um  die  beliebigen  Grössen  ^x,  Jy^  J%^ 
Jvy . .  •  ändern ;  so  geht  u  in 

über,  und  die  Di&renz 

heisst  die  Differenz  von  ti,  und  wird  4nrch  ^:/«' bezeichnelj 
80  dass  also  immer 

/tu  =  u(>)  —  u 

=/('**+>^'*'>  y +  -^y>  2  +  /J/2,  v^-^i;,...)— /(r,  y,  2,  v,...) 

ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  bei  den  Fnnctioneu  tmV  tvti^T 

3* 
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•veränderlichen  Grösse  ist  ferner,  indem  man  z/jf,  Jy,  Jz,  Jv^.., 
i^mer  als  constant  betrachtet, 

d.  i.  allgemein 

^»+itf  wird  aus  J^u  erhalten,  wenn  man,  die  Grössen  ^jr,  z/^, 
//zy  Jvy ...  als  constant  betrachtend,  in  z/*m  für  or,  v,  ar,  o,. . . 
respective  x  +  Jx^  y  +  /ly^  %  +  Jzy  v  +  ^v, . . .  setzt,  .und 
von  dem  diesen  veränderten  Werthen  von  or,  y,  «,»,..  , 
entsprechenden  Werlhe  von  ^'m  den  ursprünglichen  oder'  primi-> 
tiven  Werth  dieser  Differenz,  d.  h.  /I^'u  selbst  abzieht.  ^ 


Drittes    Kapitel. 

Von  den  DifiTerentialen  der  Functionen  mit  einer  verän- 

derliclien  Grösse. 

A.     Allgemeiner  Begriff  des  Differentials  einer  JPan- 
ction  mit  einer  veränderlichen  Grösse. 

§•  35. 

V     Die  Function  y=:f(x)  der  einen  veränderlichen  Grösse  x 
geht,  wenn  x  sich  um  Jix  ändert,  in 

über,  und  es  ist 

Jy  =  yii)  -  y  =zf{x  +  ^x)  -^/(x) .     ' 

Wenn  nun  die  Function  y,  wie  wir  im  Folgenden  immer 
voraussetzen  wollen,  in  der  Nähe  von  x,  welches  jetzt  als  irgend 
ein  bestimmter  Werth  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
betrachtet  wird,  stetig  ist,  und  daher  auch  für  diesen  Wertli  der 
unabhän^sen  veränderlichen  Grösse  einen  reellen  Werth  hat ;  so  ^ 
nähert  sich,  wenn  Jx  sich. der  Null  nähert,  auch  Jy  der  Null, 
u^d  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
nur  /ije  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.  Dessen  ungeachtet 
kanp,  wenn  /ix  sich  der  Null  nähert,  der  Quotient  oder  das 
Verhältniss 

^y  _  fix+^x)--fix) 

jdx  ^x  \   •  ^ 

sich  einer  bestimmten  endlichen  Gränze  immer  mehr  und  mehr 
uivl  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern. 
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Ist  z.  B.  y==ax^;  so  ist  nach  §.  15.  und  §.  16. 

^y  =  a(4x'  +  6x^Jx  +  AxJx^  +  Jx^)Jx^ 

und  folglich 

^x 

Nahart  nun  Jx  sich  der  Null,  so  nähern  die  drei  letzten  Glie- 
der dieses  Ausdrucks  sich  offenbar  .ebenfalls  der  Null,  und  können 
derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur^x  der 
Null  nahe  genug  kommen  lässt.  Daher  näh^t  sich,  wenn  Jx 
äeh  der  Noll  nähert,  der  Differenzenquotient 

^x 

offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Grösse  ^ax^  als  seiner  Gränze, 
und  kann  dieser  Gränze  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  Jx  nahe  genug  bei  Null  annimmt.  >  \ 

Ist  nun  wieder  überhaupt  ^=/(x);  so  heisst  die  Ctrinze^ 
welcher  sich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  das  Differenzenver- 
hattniss  oder  der  Differenzeuqnotient 

immer  mehr  nnd  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert, 
m  so  fem  es  nämlich,  was  jederzeit  besonders  nachgewiesen 
werden  muss,  eine  solche  Gränze  wirklich  giebt,  der  Diffe- 
rentialquotient  der  Function  y,  und  wird  durch 

Sy 

bezeichnet. 

Za  bemerken  ist  hierbei,  dass  dieses  Symbol  des  Differen- 
tialquotienten immer  als  ein  einfaches  Sy^ibol,  nicht  als  das  Sym- 
bol einer  durch  Division  zweier  andern  Grössen  durch  einander 
entstandenen.  Grösse  zu  betrachten  ist,  indem  dieses  Symbdl  im- 
mer bloss  die  Gränze  bezeichnet,  welcher,  der  Differenzenquotient 

Jy 

Ax 

sieh  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  wenn  Jx  sich  cfer  Null  nähert,  in. so  fern  es  nämlich 
dne  solche  Gränze.  wirklich  giebt.  ' 

Uebrigens  hat  es  nicht  an  Vorschlägen  zu  andern  Bezeich- 
nungen des  Differentialquotienten  gefehlt.  Unter  diesen  Bezeich- 
nungen ist  aber  nur  noch  eine  ihrer,  besondern  Bequemlichkeit 
wegen  in  allgemeinen.  Gebrauch  gekommen.  Oft  bezeichnet  man 
nämlich  den  I)ifferentialquotienten  der  Function  y  bloss  durch  /, 
öder,  wenn  man  y=:f{x)  setzt,  durch /'(a?).  Auch  wir  wer- 
den uns  dieser  Bezeichnung ,  wo  «s  die  Bequemlichkeit  fordert, 
im  Folgenden  zuweilen  bedienen. 
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Für  die  oben  als  Beispiel  gebrauchte  Fanctioii  y  =f  ax*  ist, 
wie  ans  dem  Obigen  hervorgeht, 

k2  =3  4ax^  oder  y'  =  4ax^  . 

Absichtlich  wiederholen  wir  hier  noch  einmal,  dass  im  Fol- 
genden, wenn  nicht  ausdrücjLlich  etwas  Anderes  bemerkt  wird» 
immer  angenommen  werden  soll ,  dass  jede  zor  Betrachtung  ge- 
zogene Function  der  veralnderlichen  Girösse  r  in  der  Nähe  von;r, 
welches  immer  als  ein  beliebiger  bestimmter  Werth  der  unab» 
bängigen  veränderlichen  Grosse  p;edacht  werden  iduss,  stetig  sey^ 
und  daher  auch  für  diesen  bestimmten  Werth  dei;  unabhängigen 
veränderlichen  Grösse  einen  reellen  Werth  habe. 

§.36. 

Das  Product,  weMies  man  erbalt,  wenn  man  ^m  JHSf^pmr 
tiatgiio^nten  der  Function  yz=:/(x)  Uer  eiuen  veränd^chen 
Grösse  ar  mit  d^  beliebigen  Grösse  zfx^  multiplicirt,'  heis^  -da$ 
Differential  der  Function^  und  wird  durch  Sy  bezeichaet» 
so  dass  also,  jenachdem  man  sich  der  eineu/oder  der  ändernder 
Bezeichnungen  des  Differentialquotienten ,  welche  wir  im  vorigen 
Paragraphen  kennen  gelernt  haben,  bedient, 

Sff  isss  fM- ^  xsz  y'Jx  SS  f(jc)  .Ax 

ist. 

Zu  bemerken  hat  man  hierbei  noch,  dass  es  gewöhnlich  ge- 
worden ist ,  bx  statt  /Ix  zu  schreiben ,  wobei  man  aber  nicht 
aus  den  Augen  verlieren  darf,  dass  dx^  weun  es  alleia  steht, 
und  nicht  als  ein  Tbeil  des  Symbols  des  Differentialijuo.tienten 
erscheint,  jederzeit  nnt  Jx  vöffig  einerlei  ist,  und  also,  ^o  wi^ 
dx^  immer  eine  ganz  beliebige  Grösse  bezeichnet. 

Sutst  maft  fi«n  ^x  «tatt  dK\  so  ergiebt  such  4ins  dfen  {Mugea 

Sy  =  J-dx  =  ydx  ss/'(a:).5a?. 

Für  y  es;  ax^  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

Der  Differentialquotient  wird,  wie  aus  dem  Vorlieiigehenden  un- 
nnttelbar  folfft,  uii\gekehrt  aus  dem  Differential  erhalten,  wenn 
man  dieses  durch  dx  dividirt. 

Die  EntwidLelung  der  Differentiale  aller  Arten  von  Functio- 
nen, als  analytischer  Algorithmus  gedacht,  bd^  man  gewöhn- 
lieh  mit  dem  allgemeinen  Namen  des  Differentiirens,  imd 
die  Wissenschaft,  welche  aMe  Arten  von  Functionen  zu  differenr 
tiiren  4ehit,  ist  üe  Differentialrechnung. 
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B.     Einige    die   Entwidke^ng   der   PiffoFentjale    der 
zusammenge#elztc{n  Functionea  betreffende  allge- 
meine Aufgaben.  - 

§•  37. 
Jlufgßb€.    Weiiiij  indem  #  eine  cpttsUple  Grösse^ 
f  eine  beliebige  FunglioQ  von  x  bezeichpQl, 

ist,  das  Differential  voa  y  dlirob  das  Differential 
Ton^  auszudrücken. 

Auflösung.    Mach  §.  16.  ist 

dy  c=  a/tp 

und  folglich 

dx  /i^  *        ' 

inhert  nun  Jx  sich  der  Null,  so  nähert  nach  dem  allgemeinen 

Bq;riffe  des  DifferentiaIq[uotienten  -j-  sich  der  Gränze  k^  immer 

mdir  und  mehr,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
fcii ,  wenn  man  nur  /tx  der  Null  nahe  genog  kommen  lässt. 

Also  nähert  sich ,  wenn  Ax  luch  der  Null  nähert »  a  -^  'oder  -^y 

*  ■  /ix  dx 

weil  a    eine  constante   Grösse  ist,    olTepbar  der  Gränze  a^ 

immer  mehr  und  mehr  und  Ifiann  dersdben  belid)ig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  Jx  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt. 
Daher  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienlen 

1.  ^  =  a^" 

und  folglich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  Bx  multiplicirt, 

^Jx  =  a^Jx, 

d.  i. ,  weil  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentials 
ist, 

2.  ßy  ==  aBp. 

W^ü  -^y=?— '1'^  ist;  so  ist  hiernach  auph  immer  d( — y)z=i 

—  t  .ojy  f  J.  i- ö  (— y)  =  —  öy. 

§.  38. 

jfufgdbe.  Wenn,  indem.«  eine  beliebige  constante 
Grösse  ist,  dagegen  j9,  9,  s,  .  .  .  ic  beliebige  Fun- 
ctionen von  X  bezeichnen, 

ist,  das  Differential  von  y  durch  die  Differentiale 
▼99  Pf  9»  '9  •  •  •  «f  auszudrücken. 
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Außomng.    Nach  §.  17.  ist 

und  folglich 

^x        ""  Jx    "  Jx        /3X  /Sx 

Nach  dem  allgemeinen  Bemffe  des  Differential^otienten  nahem 
sich  5  wenn  äx  sich  der  Null  nähert^  :     •  .  • 

Ap     /Ig     J9  ^u 

J»^    dx*    Jx'  ^'*  Ax 
respective  den  Gränzen  .  ' 

dp    Sq    d$  du 

*      5i*  c5'  cS'  -'Si 

immer  mehr  und  mehr,  und  können,  denselben  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden ,  wenn  man  nur  Jx  der  Null  nahe  ^nug  kom- 
men lässt.  Also  nähert  sich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nJüder^ 
die  Grösse  /    [■ 

T  Ax       Ax       /Ix  Ax  , 

d.  i-   *^9  der  Gränze 

Ax 

±  5^  i  3^  ±  ^  ±  •••  x-ir 

dx       ox      dx  ax  , 

offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  kann  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden ,  weuu  man  nur  Jx  der  Null  nahe  genug  kon- 
IBcin.'lässtf  Daher  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Diffe- 
reiiUalquotienten  .  -«  ..  ^ 

und  folglich 

^4ss^±^Sx±^jXax±tax±...±^dx, 

dx      ^         dx  dx  dx  dx      ^ 

d.  i.  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentials 

§.  39. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  wie  in  8. 18.  gezeigt  worden  ist^ 
dass  die  Differenz  jeder  oonstanten  Grosse  c=:0  zu  setzen  ist, 
lässt  sich  nun  auch  aus  der  im  vori^n  Paragraphen  aufgelösten 
Aufgabe  herleiten,  dass  dasf  Differential  jeder  constanten  Grösse 
ebenfalls  =  0  zu  setzen  ist  . 

Ist  nämlich,  indem  i^^e  beliebige  constante  Grösse,  j»  eine 
Function  von  x  bezeichne^ 

so  ist  nach  §.  38. 

djr  =  5p . 

Ist  aber  überhaupt  von  einem  Differential  der  Grösse  a  die  Rede; 
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so  befrachtet  man  dieselbe  offenbar  eigentlich  als  eine  Function 
Ton  X ,  nnd  in  dieser  Beziehung  ist  also  nach  §.  38.  auch 

Sy  =t  da  +  dp»' 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  grfiudenen  Anadrücke  randy 
eriiält  man  .-    .  . 

dp  =:  da  >{»  dp 

md  hierans 

da  s=  0«  ..-.,.' 

Weü  nadi  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentials 

dda  Q 
a  sz  ^-Ci 

ist;  80  ist  natürlich  auch 

da 


da 


5-  =5  0.  . 

§.40- 

Aufgabe.    W^nn  f  und  q  Functionen  von  x  sin4 
und 

if  =?  P7 

ist,. das  Differentia.!  von  y  dÄroh  die  Differentiale 
von^  und  9  auszudrücken. 

JufWmng.    Nach  §.  20.  ist 

Jy  =  pjq  +  qAp  +  JpJq 

«ad  folglidi 

Jy  /tq    .       /fp    ,      .     Jq 

Da  nun,  ^enn  Jx  sich  der  Null  nähert, 
ach  respective  den  Gränzen 

•        •  ^       , 

nähern,  nnd  denselben  Beliebig  nahe  gebracht  werden  können, 
wenn  man  nur  ^^x  nahe  genug  bei  Null  annimmt;  so  nähern  sicj^ 

wenn  Ax  sich  der  Null  imhert ,.  offenbar  respective  den  Gränzen 

dq  (^P      rk 

und  können  denselben  beliebig  nahe  gebracnt  werden,  wenn  man 
nur  Jx  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.  Also  nähert. sich^ 
wenn  Ax  sich  der  Null  nähert,  die  Grösse 

^ /J^^  ^  Jx  ^      ^jdx^ 

d«  i.   der  Differenzenpotient  ^,  offenbar  der  Gränze 


,  52,0  ,^  ..:.:■  .-.; 
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und  kann  derselben  belidMg  liahe  ^bracht  werden,  wenn  man 
^or  >^jr 'd^  NnU  nalui .  igeMg  kommen  lässt  Dakar  ist  aadl 
dem  allgemeinen  Begriffe  des  Dlfferentialqnotienten 

und  folglich  • 

fJ'=^Pf/^+9£Sx,  - 
d.  i.  nach  dem  aUgemeinen  Begriffe  des  DifferßQlials  ' 

Angenommen  wird  hierbei,  wie  immer,  dass  alle  Differentialquo- 
iienten  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Grössen  sind« 

Dividirt  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  2.  mit  y=^pg; 

$Q  erhält  man 

y         P   ^    9 

wdcbes  fipe  TorK%li«h  idogante  Form  di^  in  RoA?  ^teben^^ 
Gleichung  ist.  '  , 

§.  41.  \ 

Für  y=spqr,  wo  p,  q,  r  Functionen  von  x  beäwbfiMp 
ist  nach  §.40. 

Sy  __  S.pq    y-'Sr 

und  folglich 

y         P  9  r 

Für  y  =  pqr» ,  wo  /i,  gr,  r,  9  Fui^ctionen  von  x  bezeichnen, 
ist  nach  §.40. 

Sy       S.ptfr    ,    Ss 

■   i  ■"  ■''   y  ^  pqr    "^  T *    ■    '   •    ' 

Und  folglich  naeh  1. 

'        2..  ^.=  ^  +  ««^«L+^. 

y      jp       f      ''       « 

.'■'■.'         ....       '  f* 

pfir  y  tsspqrtty  'wo  y,  gr,  r,  «,  *  Functionen  ▼OIl^r  bezdch* 
neu,  ist  nach  §•  4Q.      ^     . 

und  folglich  nach  2.  , 

y       P      ^       r    '    «  /     t 
Auf  diese  Art  weiter  .zu  ^hen,    hat  ^  nicht  die  geringste 
Schwierigkcfit. 


t  *' ■  »- 
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and 


§.  42. 
Aufgabe.    WenB  f  und  q  Functianen  Ton  x  sind 


'=f 


ist,   das  Differential  ron  y  darch  die  Differentiale 
Yon  f  and  q  auszudrücken. 

Außäwng.    Nach  §.  22.  ist 
und  folglich 

/4y  __  q  Ax       ^  Ax  V 
li  xq(q'\'/iq)      ' 

Lässt  man  nun  Ax  sich  der  Null  nähern;  so  nähern    - 

Ap      Jq 

« 

sieh  respective  den  Glänzen 

^P    Sq    ^ 

Tx'  Si'  ^* 

fuid  können  denselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
oor  J'x  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.    Also  nähern  ^itk 

wtJtü  Jx  sich  der  Nidl  näheit,- offenbar  respectiYe  den  CtraLnte^ 

5p        dq  . 

nid  können  denselben  bdieb^  nahe  gebracht  werden,  wenn  maji 
mir  Jx  der  NuB  nahe  genug  kommen  lässt.    Die  Grösse 

^Jx        P  Ax 


■ 

l.i.  dfrDiffisreBzenqaotient—^,  nähert  sich  folglich,  wenn  ^jr  ;iic|l 

der  JETnU  nähert^»  offenbar  der  Gränze 

dp         Pq 

T' — ■' 

and  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
nur  Jx  •der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.  D^bßt  ist  n^o)i  dem 
aUgemeinen  Begriffe  des  Dinerentialqootienten 


Sp         Sq 


.  ^5 
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und  folglich 

^dx= _ , 

d.  i.  nach  dem  allgemeinen  Bi^riffe  des  Differentials 

Bemerken  kann  man  noch,  dass  sich  diese  Formel  auch 
leicht  aus  der  in  §.  40.  gefundenen  Formel  herleiten  lässt. 

Weil  nämlich  .     * 

ist;  so  ist 

Also  ist  nach  §.40. 

dp  ^  qf^  +  ySq.      , 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  d^;  so  ergiebt  sich 

und  folglieh)  wenn  man 

P 

seist)  .  '  :  :j 

^  ^  qBp  -^  pSq 

ganz  übernnstiBimend,  otit  dem  Voriiä*gebeiidett. ' 

§.43.    , 

.,  ,  Jlitfgabe.  \\r.enii,  J2;  eine  Function.yon  y  und  y  eine 
^unction  y,on  f  ist,  den  Djffere.nti.|i,l([uotienten  der 
Function  z  in  Bezug  auf  die  unabhängige  veränder- 
liche Grösse  x  zu  finden.  .. 

Auflösung.  Man  lass^  x  sich  \kmJx  verändern,  so  ändert 
sich  y  umJy,  und  diese  Veränderung  von  y  bringt  dann  ferner 
di^  Vc^räiider^ng;  ;^js  ypn  a:  hervor.  Nähert  sich  nun  ^Ja^  der 
mll;  so  nähert  sich,  wobei  §.  35.  zu  vergleichen  ist,  auch  Jg 
der  Null  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden;  wenni 
man  nur  Jx  nahe  genug  bei  ^uU  annimmt.  Die  Gränzen,  denen 
sich  die  Differen^enquotienten 

/  -T —  und  — ^    . 

(  t  ^y     '    ^^   ....•■ 

immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem' beliebigen  Grade, nä->- 
hcrn,  wenn  /:/jr  sich  der  Null  nähert,  sind' also  nach  dem  äUge-^ 
meinen  Begriffe  des  Differential^uotienten  respective 
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wo  bei  deip  ersten  diesier  beiden  DiSerentialquotienten  yals  eine 
unabhäDgige  veränderliche  Grösse  zu  betrachten,  und  bei  der 
Entwickelung  dieses  Differentialquotienten  jederzeit  wie  eine  sol- 
che zu  behandeln  ist. 

Das  Prodttct 

^y  '"Jx 

nähert  sich  folglich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  immer  mehr 
und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Gränze 

dz   Sy 

Da  nun  aber  offenbar 

/iz  /1z    Ay 

/ix       /iy  '  /Ix 

ist;  SO  nähert  sich  auch  der  Differenzenquotient 

Jz 
/ix  * 

wenn  z/x  sich  der  Null  nähert ,  immer  mehr  und  mehr  und  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Gränze 

Sz  By 

und  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienten  ist 

dz  ^dz  dy  _ 

Der  Sinn  dieser  Gleichung  ist  feiender:  Wenn  z  eine  Fun- 
ction von  y,  y  eine  Funcjtion  von  x  ist,  und  der  Differentialquo- 
tient von  z  in  Bezug  auf  die  unabhängige  veränderliche  Grösse 
X  entwicht  werden  soll;  so  braucht  man  bloss  den  Differential- 
qaotienten 

dz 

von  z  in  Bezue  auf  y  als  unabhängige  veränderliche  Grösse,  und 
den  Differentialquotienten 

9y^ 

•  dx  ■ 

Ten  y  in  Bezug  auf  x  als  .unabhängige  veränderliche  Grösse  zu 
entwickeln«    Dann  wird  jederzeit  das  Product 

dz  dy 
<Sy*dx 

der  sesachte  Differentialquotient  von  z  in  Bezug  auf  x  als  unab- 
hängige  veränd^EÜche  Grösse,  d.  i.    ^ 

^     .       .  dz  ^  dz  dy  .      ,  _    ■ 

5jp  ""  dy'^    ,       ■ 
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'    Fiir  zrsnay^  und  y  e±s  es^  ist  2.  B.  nach  §.  35. 


•  .\'  .  ^   .  / 


|-*-j'''  ä =*•''• 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

oder,  weil 
ist, 

und  folglich  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentials 

dz  Ä  iSac^x^^Bx. 
C.    Differentiation  der  algebraisehen  Fanctionen. 

§•  44. 

Weil  jede  algebraische  Function  von  x  bloss  mittelst  der 
vier  eingehen  Rechnungsarten  aus  constanten  Grössen  und  be- 
Üebigen  Potenzen  von  x  zusammengesetzt  ist;  so  sind  die  in  B. 
aufgelösten  Aufgaben  zur  Entwickelung  des  Differentials  einer 
jeden  algebraischen  Function  offenbar  völlig  hinreichend,  wenn 
man  nur  noch  itir  jed^  beliebige  positive  oder  negative,  ganze 
oder  gebrochene  n  das  Differential  der  Function  y  =  x*  entwik- 
kein  kann,  wodurch  wir  also  von  selbst  zu  der  folgenden  Auf- 
gabe geführt  werden: 

Aufgabe.    Für  jedes   beliebige  positive  oder  ne- 

Sative,   ganze  oder  gebrochene  ig  das  Differential 
er  Function  y==jp*  zu  finden. 

jiußömng.  I.  Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so 
ist  nach  §.15. 

und  folglich,  weil  n^  =  n  ist, 

-^  =  nr»-»  +  n^x'^-^Jx  +  n^x^iJx*  + 

/Jx 

Lässt  man  nun  Jx  sich  der  Null  nähern ;  so  nähert  sich 
offenbar  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
der  Grösse  nx^'^  immer  mehr  und  mehr,  und  kann  derselben 
bäifibie  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur /^x  der  Null  nahe 
genug  Kommen  lässt.  Daher  nähert  ^ich  auch  derDifferenzenquottent 

-/,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  der  Grösse. «ar**"*  immer 

mehr  ubd  mehr,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
den ,  wenn  man  nur  Ax  nahe  genug  bei  Null  annimmt.  Folglich 
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ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  dee  Differential^otienien  für 
Jedes  positive  ^anze  n 

ä=»— • 

n.    Wenn  si  dne  negative  (^nzeZfthl  i^,  so  sey  n=3 — m, 
imd  folglich  "     ' 

1 

Weil  flt  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  I« 

.  dx 

DÜBrentnü  inMi  lintt  die  gebrochene  Fiinotioft  z 

—     * 

nach  §.  42.  und  §.>39.;  so  erhält  man 

by  1      f?.g** 

'      Folglich  ist 

8y  mar*»**  __, 

Ite,  wmtti  man  wieder  m  Kr  -^  m  tetet» 


f  •  -  •• » 


.  i  i  I  «; 

'  T 


in.    In  dM  Fhlfe>  itfH)  «  tätt  l^sitivtr  oder  n^Üver  Brach 
ist,  wollen  wir 

wo  j9  nnd  ^  ganze  ZaMen  siad,  setzen,  und  wollen  annehmen^ 
dass  dieser  Bruch  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedruckt  s)ßy. 

Auch  bemerken  wir,  dass,  wenn  q  eine  gerade  !^ahl  ist, 
damit  , 

p 

reeB  ^ey ,  x  immer  ds  posiär  angenommen  werden  mnss. 
Setzen  wir  nun 

z  =  y?  =  jtp  ; 

SO  ist  nach  I.  und  II. 

dz  _,     5» 

Nach  §•  43.  ist  aber 

Sz  ^  dz  Sy 

5i  ""  dy'vx' 
Also  ist 


und  folglich 


.t 
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^=:  JE.  £fl!:  ^    :   I 

ex       q  *y«-*  • 


oder 


also 


_  :  ■  •■       \ 

dx        q       y9  q       xP  q    m  ■ 

In  dem  Falle ,   wo  n  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ansge*  ^ 

drückter  Bruch  und  der  ^eni^er  dieses  Bruch§  eine  gerade  Zahl  - 
ist,  muss  noch  eine  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  gegdMm 
werden,    mit  welchem    man  die  Potenz  a^^  zu  nehmen  lü» 

Diese  Bestimmung  ergiebt  sich  aber  sehr  leicht ,  wenn  man  nnr  ' 

bedenkt,  dass  nach  dem  Vorhergehenden  ^ 

dx        q     X  X 

und  folglich 

X 

ist.    Weil  nämlich  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  x  immer  po« 
sitiv  seyn  muss;    so  ergiebt  sich -hieraus  auf  der  Stelle,  jlasa' 
man  die  Potenz  x^^  immer  mit  demselben  Vorzeichen  nehmen 
muss,  mit  welchem  man  *  die,  Potenz  y^sx"^  genommen  hat. 

r.     ;  IV;«' /Nach  dem  Vorhergehenden  ist  also   für  jedes  positive^ 
oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  n  . 

dv 

1«^    r=  TUT»—* 

OX 

I  * 

und  folglich  nach  dem  allgemeinen  Begriffe,  des  Differentials 

2.    f?y  =  nx^^dx. 

Wenn  n  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückter  Bracht  . 
und  der  Nenner  dieses  Bruchs  eine  gerade  Zahl  ist;   so  muss  x 
positiv  seyn,  und  die  Potenz  af*^  muss  mit  demselben  Vorzei- 
chen genommen  werden,  mit  wdchem  man  die  Potenz  y  t=sx^ 
genommen  hat. 

§.  45.        , 
Wenn /i  eine  Function  von  x  und 

y  =  pn 

ist;  so  ist  nach  §.43. 

Sy  ^Sy  ^ 

Nach  §.  44.  ist  aber 
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Also  ist 
und  fol^ieh 

d.u  Bach  dem  allgejsieuieii  BegriSi(,4o«  PifferenUib 

wo  luktarlich  cjp  das  Differimlial  der  Fa9<3tioi|  p  ia  Bc3(ag  auf  x 
üs  unabhäDgige  veränderliche  Grosse  i^U 

Wenn  n  ein  in  den  hleinsten  ^ahUii  aoscedrackler  Brodi| 
md  der  Nenner  fieses  Bmchs  ein^,  gerade  Ziäl  iil;  so  mnss 
p  positiv  weipjt^  und  die  Potep:^  pr-^  nmss  mit  demselben  Vor- 
zeichen genommen  werden,  mit  wdchem  man  die  Poieioiai  .^;s;si|i" 
genommen  hat. 

§.46. 

Dass  das  Bisherige  znr  Differentiation  jeder  alsebrai^en 
Rmetion  völlig  hinreiclit,  lasst  sich  nun  leicht  übersenen« 

I.  Jede  ganze  rationale  algebraische  Function  hat  die  Form 
Also  ist  nach  §.  38.»  §.  37.  und  §.  44. 

%- 

and 

n.  Jede  gebrochene  rationale  a^braische  Function  hat  die 
Form 

^  ""  iT  +  B'jT  +  Cx*  +  xrx»  +  ...  +  L'j 
Setzt  man  nun 

ji=:>|+J9br  +  C^'*h  Djf»    +  ...   +  La:», 

seist 

mkd  folj^ch  nacb  §.42.  < 


•      •  I 


j^  SS  B  +  2Cx  +  3/>*»  +  ..•  +  nLx^^ 


Nacb  I.  ist 

^smB+  2Cx  ^  aDjT»  +  ...  +  nLx^^t 

gf  SS  jr+  2(r*+  3iyx«+  ...  +  müx^u 
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also 

,       Entwickelt  man  nun  di^^^  Produbt^  und  das  Quadrat 

nach  Potenzen  von  x^  und  fuhrt,  diis  erhaltenen  Ausdrucke  in 
den 'ohigen  Ausdrudc  des  Idiffi^ential^otienben  von  y  ein;  so 
ierhält  inan  dejoi  gewehten  A^sdihick  dieses  Differentialquotienten, 
welcher  dann  ferner ,-  ^irena  inan  ihn  taiit  dx  multiplicirt ,  unmit-* 
Idbar^dis  DifferentraV  %  giel>t.'        ' 

Ist  z.^  B. 

SO      ist  •'  '  ■  :  \  . 

Folglich  ist 

.  f        :  s=2x(a:*— 2fl»j:«  — 2«*), 

und  daher 

r?y  ^  23?  (jT^  — 2o»jf«.*-2gV) 
5*  ""       («♦+  Ä«*'  +  *♦)»    * 

WO  man  nun»  zufolge  4cr  vorher  gegebenen  alkemeinea  Regel, 
das  Quadrat  im  Nenner  eigentlich  noch  nach  Potenzen^  von  x 
entwickeln  müsste,  welches  man  aber  der  Kürze  wegen,  wenn 
nicht  besondere  Zwecke  diese  Enlwickelung  fordern,  gewöhnlich 
nicht  thut. 

III«  -Die  Differentiation  der  irrationalen  algebraischen  Fun- 
ctionen wollen  wir  nur  an  ein  Paar  specidlen  Fällen  erläutern. 
Ist  z«  B.  die  Function  . 

gegeben,  so  setze  man 

folglich  y  =  /ly.     Nach  §.  40  ist 

dy  s=s  pSq  '\'  qdp* 
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Nadi  §.  45.  erhält  mao 
öy  =  ö  .  («'+x«)*  =  i  («»  +*»)^^.  2x  dx  =1      f^f  ■  , 

und  nach  I.  ist 

dp  ^  d  (a*aj— *»)  s=  (a«  —  Sjt»)  Sx. 

Also  ist 

Ta*  +  ±* 
S^gÜdi  nach  geh(^riger  Entwickelung  des  Zählers 

und  hieraus  ferner 
Ist 

fx»     xYx 

fie  gc^bene  Functioii;  so  setze  man 

Tund  erhält  nun  ^ch  §.  38.»  §«  37.  nnd  §•  44»  sehr  leicht 

23  4c  2« 


—    +   1 


X 


s 


also 


2b         .        4cf  2g 

j  T  i  X*         * 

^  2^5*  4c5x  2gf?i; 


D.    Differentiale  der  Exponential-Functionen. 

§.  47.  ^  , 

«  Indem  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  ßxponential-BWction  ., 

fibergehen 5    bemerken  wir  zuvörderst^    dass  im  Folgenden  die 
Grösse  a  immer  als  positiv  angenommen  werden  sdl^  damit,'  wie 

4* 
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sich  auch  x  ändern  möge,  y  stets  reell  >8e)r.  Aiicb  soll  n  nicht 
=^  seyn. 

Nach  %.  10.  3.  ist 

und  folglich 

/Ix  ^x 

Da  es  nun,  wenn  man  vom  Diffetennencniotienten  snm  Dif- 
ferentialquotienten übergehen  will,  jedenceil  darauf  ankommt,  ob 
sich  der  Differenzenquotient,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  im» 
mer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  einer 
gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  nähert;  so  werden  wir 
uns  jetzt  zunächst  offenbar  mit  der  Untersuchung  zu  beschäftigea 
haben,  ob  sich  die  Grösse 

wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  immer  mehr  und  mehr  einer 
gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  nähert,  und  derselben 
beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  ^x  der 
Null  nahe  ^enug  kommen  lässt. 

Findet  sich  dann,  dass  es  eine  solche  GrSnze  wirklich  giebl ; 
'  so  kann  dieselbe  natürlich  nicht  mehr  von  Jx  abhängen,  sondern 
wird  bloss  eine  Function  von  a  ^eyn,  und  kann^  daher  durA 
fp{a)  bezeichnet  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Gränze,  welcher,  wenn 
Jx  sich  der  Null  nähert,  der  Differenzenquotient 

dx  \^x 

sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  offenbar  das  Prodnct  o'.  9)(a),  und  folglich  nach  dem 
allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienten 

Indem  wir  uns  nun  zu  der  oben  näher  angedeuteten  Unter- 
suchung wenden ,  wollen  wir  jedoch  der  Kürze  wegen ,  welches 
offenbar  verstattet  ist,  statt  der  Grösse 

fl^*— 1 

die  Function  , 

tf*  — .  1 

betrachten,  und  wollen  folglich  untersuchen,  ob  es  eine  endliche 
vöffig  beistimmte  Gränze  giebt;  welcher  sich  diese  Function,  wenn 
X  sich  der  Null  nähert,  immer  mehr  und  mehr,  und  auch,  wenn 
nian  nur  jr  der  JNidl  nahe  genug  kommen  lässl,  bis  za  je^tetn 
beüebigea  Grade  nUierl. 
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Die  eben  ia  Bnmg  auf  die  Grösse  «  gemachten  Voraofsetz- 
«Bgen  bAaiJUsa  andi  hieiM  ihre  TöUige  Gültigkeit. 


§.4». 

Lehrsatz.  Wenn  x  sich  der  Null  nähert;  so  nähert 
die  Grösse  o*  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit, 
and  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  x  der  Null  nahe  genug  kommen  lässU 

Beweis,  h  Wenn  a>i  uq4  ar positir  i^t^  soistar>l. 
Setzt  man  also  die  Pefc^aizen 

1  1 j j j. 

J**  J^^  J^*  ^2H^  Jt"^ 

wo  n  eine  positive  ganze  ZM  bezeichnen  soll,  nach  der  Reihe 
den  Grössen 


•  •  •  • 


1  +  ^  ,    1  +  ^4,  1  +  z^,,  1  4-  ^,,  1  +  ^4> 
rieicb;    so  sind  J,  J^,  J^,  J^ ,  «^«9 •  •  •,  sammtlicb  positire 
Grossen,  nnd  keine  dersdben  ist  =0.    Es  ist  aber 


•dff 

ud  fol^ch 

2Jt  +  ^,»  =  J, 
.Y.-       ^          ... 

2  +  ^,    ' 

dso 

Auf  diese  Art  hat  man  überhaupt 

oder 

und  sieht  hieraus,  dass  sich  die  Grössen 

^  »  -^1     »    -^2    >   -^S    >   ^4    »   •    •   •    • 

1er  NnB  immer  mehr  nnd  mehr  nähern ,  und  derselben  beliebig 
nahe  gebracht  werden  können,  wenn  man  vorstehende  Reihe  nur 
weit  genug  fortsetzL 

Also  nähern  sich  die  Grössen 

d.  i.  die  Grpssen 

1  1  ^J 1  J 

J2»  2»H-l  2»-Hl  ^H-3  2»-H 

immer  mehr  und  mehr  der  Einheit^  und  können  derselben  belie- 
big nahe  gebracht  werden,  wenn  man  vorstehende  Reihe  nur 
weit  genug  fortsetzt. 
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. :   Folglich  nähart  sich  in  dem  vorliegepdeii  Falle,  wo  «>>1     i 
und  X  positiv  ist,  die  Grösse  o',  weim  jv  sich  der  Null  nähert,     i 
der  Einheit  offenbar  immßr  mehr  und  mehr,  und  kann  dersdben 
beliebig  nahe  gebracht  werdeiri  wenn  man  nur  x  nahe  genug 
bei  Nml  annimmt. 
.    IL    Da  nun  aber  femer 

ist,  und  nach  I.  der  Nenner  dieses  Bruchs^  unter  der  Voraus- 
setzung, das  a>>i  ist,  sich  immer  mehr  upd-  mehr  und  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit  nähert,  wenn  x  jsich  der 
Null  nähert  $  so  gilt  dies  offenbar  auch  von  dem  obigen  Bruche 
sdU)st,  und  es  ist  daher  hierdurch  die  Richtidceit  unsers  Ssitzes ' 
aiiph  in  dem  Falle  bewiesen,  wo  ii>'  1  uni  x  negativ  ist. 

III.  Wenn  n  <  1  ist,  so  setze  man 

JL  =  «—=«*  . 

Dann  ist  i»>l,  und  nach  I.  und  IL  nähert  dch,  wenn  jr    . 

sich  der  Null  nähert,   a',  d.  i.  ^>  immer  mehr  und  mehr  der 

Einheit,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  x  nahe  genug  bei  Null  annimmt.    Da  nun  dies  offisn- 

bar  auch  von  dem  Nenner  des  Bruchs  ^«  weil  der  Zähler  des- 

selb.en  die  Einheit  ist,  gelten  muss;  so  wird  sich  also  o'  auch 
in  dem  Falle,  wo  i><l  ist,  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit  nähen»,  wenn  x  sich  ^ 
Null  Qäbert, 

IV.  Weil  nun  endb'ch  fiir  a  s==  1  immer  ö*  5=  1  ist;  so 
ist  klar,   dass  der  Satz  auch  in  diesem  Falle  als  gültig  zu  be- 
trachten ist,  und  derselbe  ist  daher  durch  das  ^rhergehende^ 
uun  in  vcüUger  Allgemeinheit  bewiesen. 

§•  49, 

Lehrsatz,     Für    keinen    von    Null    verschiedenen 

Werth  der  Qrösse  x  fiiidet  eine  Uqterbrecbupg  der 

Stetigkeit  der  Funptioii 

fl*  —  1 

Statt, 

Beweis.    Man  lasse  x  sich  um  ^x  veränderni;  so  erhält 
man 

ji  —  flf+^^  --  1    _  fl*  ^  1 

und  hieraus  nach  leichter  Rechnung 

i^^  {a4^  "^  1 )  —  ?— ^  J:^ 
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LassI  man  mm.i/ckieb  der  ^NbU' nähern;  so  lifheri  nadi 
§•  48.  it'*  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  lielie«' 
bigen  Grade  der  Einheit,  und  o^-^-^l,  ako^aueh  a;'(a'"^ — 1), 
näert  sich  folglich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zn 
jedem  beliebigen  Grade  der  Null.  Eben  so  nähert  sich,  wenn 
Jx  sich  der  Null  näl^ert,  das  Prodjict    .  - . 

O*    —    1        ^ 

— r-. — Jx ,  .  ^  ;  ■  - 

iitMseBL  erster  Factor,*  weil  x  nach  der  Voraussetzung  nicht  =0 
ist,  eine  endliche  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  immer  mehb'nad 
mAr  nnd  bis  zajedf^n  beliebigen  Gra^e.der  Null..  Felglich  nä- 
hert sich  offenbar  auch  der  Zähler  des  Öruchs 

-f-    .  ••       ■      •-.  ......  : 

fl*  —  1 

a*  (ßJ*  —  1)  — '  4r 


wenn  ^x  sich  der  Null  nähert,  immer  mehr  und  mehr  und  bb 
zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null.  Da  nun  der  Nenner  jr-{->^^jr 
sich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  immer  mehr  und  mehr 
and  bis  zu  jedem  beliebigen  Grad^  djepr  vöffig  bestimmten  von 
Noü  verschiedenen  Grösse  x  nähert;  so  nähert  sictf  der  obige 
Bmchy  d.  i.  Jy,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  offenbar  immer 
mehr  nnd  mehr  und  bis  ijk  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wo- 
jorcby  weil  die  Function 

ofenbar  auch  für  jedes  x,  welches  nicht  s=0  ist,  einen  endli- 
chen vöDig  bestimmten  Werth  hat,  der  eu  beweisende  Sat^s  of- 
fenbar voUständig  bewiesen  ist. 

•    •  •   ■                           ■  , 

Lehrsai*.  Wenn  a>>l  nnd  4;  positiv  ist;  80.  ist 
die  Function 

Stets  positiv,  und  nimmt  fortteährend  ab,  wenn  jf 
abnimmt. 

1 
rf  ■     ■  ' 

Bewers.  I.  Dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
y  stets  positiv  ist,  erhellet  auf  der  S^lle,  und  bedarf  daher  Kei- 
nes besondem  Beweises. 

II.  Um  aber  ferner  zu  beweisen,  dass  die  Function  5f  lUJt 
X  zu^eich  fortwährend  abnimmt,  wöHen  wir  zuerst  Kwey  posi- 
tive ganze  Zahlen  m  und  n  betrachten,  und  wollen ^.  unter  der 
Voraussetzung,  dass  n^m  ist,  zeigen,  dass  jederzeit 

fl»  —  1       .  fl»t> —  1 


II  m 


-f » 


S6  DiflEereiKlialsei^liitiiig«    Drittes  KaplteL 

^tfor  iui^  wtm  w&r  0itel«f  0  selaBek«  m  «>o  ist»  je* 

m.  ■■■'■    ••    . 

Nach  dem  Binomischen  tiehrsatze  (§.  14.)  isl 

(l  +  fl)»=:l  4-  n,  ö+li^r  4-  n,  ö»  +  ... +  iufl-, 
(l  +  Ö)*—  1  =  m,  e-irm^e^  -k-m^  ß^  +...+"«„,9*. 

Nun  ist  aber  allgemieiäi 

n     =3     ^  (w— 1)  ..  fi— i^4^i)  ,g  »     (n-^i)  (n— 2)>.(n  — fe4>l) 

...  ; 


■i  ■'      ' 


n  Jb 


Also  ist 

Cl±^  =e+  ö^  d'+  ö=Üi  d'+...-h  6i^2- fl. , 


Die  Glieder  dieser  beiden  Reihen  sind,  wie  leicht  erhellen 
wird  5  sämmtlich  positiv ,  and'£e  erste  Reihe  hat,  weil  nach  der 
t'o^aaJMetftsang  n^^  {st,  jederzrit  eine  geringere  Anzahl  von 
Gliedern  wie   die  zweite  Reihe.     Ferner  ist,  weil  «<Im  ist, 

{'edes  Glied  der  ersten  Reihe  offenbar  kleiner  wie  das  gleichstel- 
ise  Glied  der  zweiten  Reihe,  wenn  man  nur  die  beiden  ersten 
Glieder^  ausnimmt ,  wdche  einander  gleich  sind.  Didier  hat  au- 
genscheinUcli  die'  erstie  Reihe  jederzeit  eine  kleinere  Summe  wie 
die  zweite,  und  es  ist  folglich 

r  0.+^y»-t  ^  (i  ^-jg)"»-! 

i        ,  I        lll«      I         I    M     IHlllll       ^g^      ^    .!■  I*  iT »   . 

n  m 

wie  bewiesen  weiden  sollte^ 

IH.  fiitoniach  ilässt  ifieh  nun  feiMir  kiokft  aeigeii^  dass  un- 
Utr  der  ¥ösaiusekzui^i,  daes 

k  m 

ist,  jederzeit  auch 
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ist.     Dies  inrd  bewiesen  eeyii,  weii&^  üim  MngeK  kani^^duNi 
unter  der  gemachten  Voraussetzung 

ist.     Dies  lässt  sich  aber  auf  folgende  Art  beweisen.    Wäl 

■      i 

ist;  so  setze  man  ' 

wo  0^  ^  0  ist.    Da  nun  nach  der  Voraussetzung 

■  n  m 

ist;  so  ist  njr^ny,  ttnd  fol^ch  nach  IL 

Aber 

.a.  J2E. 

ny  ^  mp  ' 

dso  offisnbar  anch 


ny  mp 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

IV.     Durch  1.3  ll.  und  III.  ist  unser  Satk  nun  offifinimr  toOt 
händig  bewiesen. 

§.61. 

Itehrsi^x.    Wenn  a^l  und  x  positiv  ist;  so  nähert 
sich^  wenn  x  sieb  der  Hnll  nähert,  die  Function 

ö*— 1 

immer  mehr  und  mehr  einer  gewissen  endlichen  völ- 
lig bestisimten  Gränze,  «ind  iL^asin  dersi^lben  belieiiis 
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nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  x  der  Null 
nahe  genug  kommen  lässt.  Auch  ist  diese  Grälize 
jederzeit  eine  positive  Grösse. 

Beweis.  Dieser  Satz  ist,  wie  man  sogleich  übersehen 
wind, ^fiüia  unmittelbare  Folge  ans ^n  beüen  in  g.  49.  und  §« 
öO.  bewiesenen  Sätzen. 

Lehrsatz.  Wenn  a>>l  und  x  posiiriv  ist;  so  nä- 
hern sich,  wenn  x  sich  der  Null  nähert,  die  beiden 
Functionen  .  ..*'.,, 

fl*  —  1  fl-*  —  1 

einander  immer  mehr  und  mehr,  und  können  ein- 
ander bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  genähert  wer- 
den^ wenn  man  nur  jt:  der  Null  nahe  genug  kommen 
lässt.  , 

Beweis.    Es  ist,  wie  man  leicht  findet. 

Nähert  sich  nun  x  der  Null;  so  nähert  nach  §•  51.  die 
Grösse 

sich  einer  bestimmten  endlichen  Gränze  immer  mehr  und  mehr, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
nur  X  der  Null  nahe  genug  kommen  lässt.    Die  Grösse  . 

nähert  sich  nach  §.48.,  wenn  x  sich  der  Null  nähert,  der  Null 
offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade.  Also  nähert  sich  offenbar,  wenn  x  sich  der  Null  nähert, 
das  Product 

4«  >  die  Differenz  y—^9  der  NuU  immer  mehr,  und  mehr  und 
bis  :^u  jedem  beliebigen  Grade,  wodurch  unser  Sat^s,  wie  leicht 
erheUen  wird,  bewiesen  ist. 

§.  63. 

Jj^hrsaiz.  Wenn  al>l  ist;  sp  pähert  sich;^  wenn 
X  sich  der  Null  nähert,  die  Function 

fl*  —  1 
^  mBg  positiv  oder  negativ  seyn,  immer  mehr  .und 
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mehr  einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Gräuze». 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
den^ inren^  man  nur  s  der  Null  nahe  genug  kommen 

lässt. 

Beweis.     Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  den 
in  §.  51.  und  §.  52.  bewiesenen  Sätzen. 

'         .    §.  54. 
Lehrsai».    Auch  wenn  a<Zi  ist  nähert  sich,  wenn 
X  sich    der  Nnll  nähert,  die  Function 

^       •    w 

immer  mehr  und  mehr  einer  gewiäsen  bestimmten 
endlicben  Gränze,  und  kann  derselben  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  »  der  Null 
nahe    genug  kommen  lässt. 

Beweis.    Mau  setze 

1 

—  =  «; 

a 

SO  ist,  weil  a  <Ct  ist,  a>>  1.    Nun  ist,  wie  man  leicht  findet, 

Qiid  nach  §.  53.  nähert  sich,  wenn  x  sich  dw  Null  nähert,  die 

Grösse 

«*— t 


OS 


immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  einer 
gewissen  bestimmten  eudlichen  Gränze.  Also  nähert  sich,  wenn 
X  sich  der  Null  nähert,  auch  das  Product 


fl^— 1      1 


immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  einer 
gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze.  Nach  §.  48.  nähert  sich 

-jj^r  JL     wenn  x  sich  der  Null  nähert ,  immer  mehr  uud  mehr 

und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit.    Also  muss  sich, 
wenn  x  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch 

fl^  —  i 

^  X 

immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  einer 
gewissen  bestimmten  endlichen  Gräuze  nähern,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

§.  65. 
n^l         Verbindet  man  mit  den  in  §.  53.  und  §.  54.  bewiesenen 


ft» 
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Sätzen  nun  blossQ' och  die  Bemerkung,  dass,  wenn  a  =[1  ist, 
fSr  jedes  x^  welches  nicht  =  0  ist^  * 

ß*  — 1      ^ 

X 

ist;  so  ergiebtsich  auf  der  Stelle  das  folgende  wichtige  allgemeiiie 
Theorem : 

Für  jedes  nicht  verschwindende  positive  a  nä- 
hert sich,  wenh  x  sich  der  Null  nähert,  die  Function 

einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  immer 
mehr  und  mehr,  und  kann  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  x  der  Null  nane  ge- 
nug kommen  lässt. 

Die  Existenz  einer  solchen  Gränze  ist  also  hierdurch  ausser 
allem  Zweifel  gesetzt,  und  wenn  auch  die  wirkliche  Bestimmung 
derselben  spätem  Untersuchungen  überlassen  bleiben  muss;  so^ 
ist  doch  so  viel  klar,  dass  diese  Gränze  nicht  von  x  abhängen, 
sondern  bloss  eine  Function  von  a  seyn  kann,  weshalb  wir  die- 
selbe, wie  auch  schon  in  §.  47.  geschehen  ist,  durch  ^(a)  be- 
zeichnen wollen.    Dass  nun  auch  die  Grösse 


sich ,  wenn  Ax  sich  der  Null  nähert ,  der  Gränze  tp{a)  immer 
mehr  und  mehr  nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  kann,  wenn  man  nur  Jx  nahe  genug  bei  Null  annimmt, 
verstellt  sich  von  selbst,  und  in  §.  47.  ist  auch  schon  gezeigt 
worden,  dass, für  die  Function 


—  nm 


der  Differeniialquotient 

folglich 
ist. 


y  =  ö 


§.  56. 

Die  wirkliche  Bestimmung  der  Function  q:{a)  bleibt,  wie 
schon  erinnert  worden  ist,  spätem  Untersuchungen  vorbehalten, 
indem  es  uns  für  jetzt  völlig  genügt,  dass  wir  uns  von  der 
Existenz  der  durch  q)(a)  bezeichneten  Gränze  versichert  haben. 
Jedoch  bieten  sich  uns  schon  jetzt  die  folgenden  in  mehrfacher 
Beziehung  wichtigen,  und  daher  wohl  zu  beachtenden  Bemerkun- 
gen dar. 

Weil  q)(a)  eine  Function  von  a  ist ;  so  wird  sich  der  Wcrth 
von  9)(a)  ändern,   wenn  a  sich  ändert,  und  jedem  bestimmten 
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Worthe  von  a  wird  im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Wertk  yim 
^(a)y  so  wie  umgekehrt  jedem  bestimmten  Werthe  von  fp(a) 
ein  bestimmter /W^th  von  a  entsprechen,  womit  aber  nicht  g^ 
sagt  seyn  soll,  dass  9(11)  auch  wirklich  jeden  bestimmten  reel- 
len Werth  haben  kann.  Wir  wollen  nun  aber  annehmen ,  das» 
die  Einheit  ein  Werth  der  Function  fp(a)  seyn  könne,  behalten 
mis  jedoch  vor,  erst  wöter  unten,  wo  wir  auf  diesen  wichtigen 
Gegenstand  zurückkommen  werden,  zu  entscheiden,  ob  diese 
Antnahme,  die  wir  für  jetzt  als  zulässig  betrachten  wollen,  wirk- 
lich zulässig  oder  unzulässig  ist.  Dies  vorausgesetzt,  wollen 
"wir,  wie  £es  in  der  Analysis  alkemein  gebräuchlich  ist,  den 
.Werth  der  Grösse  a,  für  welchen  die  Function  fp(ä)  der  Einheit 
^eich  wird,  durch  den  Buchstaben  e  bezeichnen,  so  dass  also 
9  eine  solche  Grösse  ist,  dass 

ist,  wobei  es  aber,  obgleich  wir  e  als  eine  reelle  Grösse  bd^ 
trachten  werden,  für  jetzt /ebenfalls  völlig  unentsdueden  bleibt, 
ob  diese  Grösse  wirklich  reell  oder  imaginär  ist,  so  wie  denn 
"Sberhaupt  auch  von  der  wirklichen  Bestimmung  der  Grösse  e  erst 
weit^  unten  ausfürlich  die  Rede  seyn  wird. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  e  als  die  Basis  eines  losarithmi- 
sehen  Systems,  und ^ nennt  die  sich  auf  diese  Basis  beziehenden 
Logaritlunen  natürliche  oder  hyperbolisch^  Logarithmen, 
e  sdbst  aber  eben  deshalb  die  Basis  der  natürlichen  oder 
byperbolischen  Logarithmen,  wobei  man  zu^eich  noch 
zu  merken  hat,  dass  man  die  natürlichen  oder  hypeitoKschen 
Logarithmen  bloss  durch  den  Buchstaben  /  zu  bezeichnen  pflegt» 
one  Bezeichnung,  die  auch  in  diesem  Werke  ihrer  Einfachheit 
wegen  dorchgängig  beibehalten  werden  soll. 

§.  67. 
Die  in  §«  55.  bewiesene  wichtige  Differentialformel 

d  •  a*  1=  a'ff  (a)  St 

lasst  »eh  mittelst  der  natürlichen  Logarithmen,  deren  Begriff  im 
vorigen  Paragraphea  eptwickelt  worden  ist  5  nun  noch  auf  dnen 
andern  Ausdruck  bringen. 

Setzt  man  in  der  in  Hede  stehenden  Formel  •  Kir  a;  so 
criiält  man  die  Gleichung 

d  .«*=:«*  y  (e)  5x. 

Nach  §.  ^6.  ist  aber 
Also  ist 

1.    d.  «•=  €»Sr. 

Nach  dem  allgemeinen  Begriifo  der  Logarithmen  ist,  wobei  wegen 
der  Bezeichnung  der  vorige  Paragraph  zu  vergleichen. 
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folglich 

1 

oder,  wenn  wir 

2,    xla  =  z 

«etzen» 

3.    a*  =  e»  . 

Nach  dem  in 

§' 

.  43.  bewiesenen  Satze  ist  also 

dx         "^      dz       '  öjr* 

und  folglich,  weil  nach  1.  und  2. 

3 .  e*  =  «*  5z  ,    dz  =:  la  Sx 

4>der 


isl. 


/ 


5.e*  ^«  >_  , 


ix 


■'■  A    ■■■  SS  ü*  la 

4.  5.fl*  =r  fl*/fl  5^. 

5.  a*  =:  a*  (p  (a)  dx 


d.  i.  nach  3. 

oder 

WeQ  nun  aber  auch 

ist;  so  ist 

wodurch  wir  zugleich  noch  einen  andern  Ausdruck  der  Function 
€p(a)  gefunden  haben,  der  freilich  für  jetzt  auch  weiter  nichts 
als  ein  blosser  symbolischer  Ausdruck,  für  das  Folgende  aber 
von  nicht  geringer  Wichtigkeit  ist.  ' 

§.  68. 

Wichtig  ist  es  auch  noch  für  das  Folgende,  den  Zusammen- 
hang Twiscnen  den  natürlichen  und  den  sich  auf  die  Basis  b  be^ 
ziehenden  Logarithmen,  die  wir  nach  §.  4«  durch  log  bezeich- 
nen, zu  ermitteln. 

Zu  dem  finde  sey  N  eine  beliebige  Zahl;  so  ist  bekannt- 
Uch 

N  =  b'og  J^  und  N  ^^^   , 

woraus 

liog  N  ==  glN 

folgt.'  Kimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  (fieSer  Gleichung  zu- 
erst die  durch  log  bezeichneten,  dann  die  natürlichen  Logarith- 
men; so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

logV.  togb  =s  IN.  log  e 
und 

log  N.  Ih  ==  IJf.  le,     ^ 


Differentiale  der  Fumctionen  mit  einer  Tariablen.     03 
d.  i.^  weil  bekanntlich 

logb=st,lez=t 

ist,  • .    >    ' 

logN  =z  IN.  log  € 

und 

logN.lb=:lN; 

folglich 

A    log N=:  löge.  lNz=i—lN, 

oder^  -wenn  man 
setzte 

hg  N  c=Ml  N  , 
SO  dass  msüb,  also  die  natüriichen  Logarithmen  mit  der  Grösse  M 
mnhipliciren  mnss^  um  die  der  Basis  b  entsprechenden  Logarith- 
men za  erhalten.     Die  Grösse  M  ist  daher  für  jedes  logarithmische 
System  von  der  grössten  Wichtigkeit  5  und  deshalb  auch  mit  ei- 
nem besondern  Namen,  nämlich  mit  dem  Namen  des  Modulus 
des. logarithmischen  Systems,  dessen  Basis  die  Grösse  b  ist,  be- 
ll^ worden.    Kennt  man  *tiie  natürlichen  Logarithmen  und  den 
Hodiüus  eines  beliebigen  Systems ;  so  ist  es  jederzeit  leicht,  alle 
Logarithmen  dieses  Systems  zu  finden. 

Bemerkenswerth  ist  endlich  auch  noch  die  aus  dem  Obigen 
ädk  unmittelbar  ergebende  Gleichung 

log  e.   j5  =  1. 

E.    Differentiale  der  logarithmischen  Functionen. 

§.  59. 
Die  gegebene  Function  sey 

wobd  wir  X  als  fosiüy  annehmen ;   so  ist  nach  dem  allgemeinen 
Bqmffe  der  Logarithmen 

lud  folglich  nach  dem  in  §.  43.  bewiesenep  Satze 


Aber 


und  nach  §•  57. 


Also 


57  =  * 

t 

t^  -=  bni,  =  rlb. 


/ 
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und  folglich 


oder  nach  §•  58. 

Für  die  Function 

WO  X  ebenfalls  immer  als  positiv  angenommen  wird^  ist  &s=:^ 
Z6  =  1,  und  folglich  nach  1. 

Diese  setir  einfachen  Formdn  werden  im  Folgenden  häufige 
Anwendung  finden« 

F.    Differentiale  der  Kreis-Fanctionen. 

§.60. 

Für  ysssmx  ist  nach  §.  10.  4. 

jy  ;^  2  SI»  I  ^X  C03  (x  »K I  ^x), 

nnd  folglich 

^=2^-X_ep.(x  +  izfx) 

oder 

Lässt  man  nun  Ax  sich  der  NuD  nahem ;  so  nähert  co%  {x  -f-  4-^x)  , 
sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Gränze  oos  x  und  kann 
derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  Jx 
nahe  genug  bei  Null  annimmt  ^  oder  es  ist 

him  cos  (x  +  ^^x)  ^  cot 4*9 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^jt  sich  der  Null  nähert. 
Um  ferner  die  Gränze  zu  finden,  welcher  sich  der  Brucb^ 

iin  ^  Jx 


\  /Ix        * 


wofern  es  nämlich  überhaupt  eine  solche  Gränze  giebt,  immer 
mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn 
Jx  sich  der  Null  nähert,  nehme  man,  welches  offenbar  immer 
möglich  ist,  den  absoluten  Werth  von  Jx  so  klein,  dass 

sin  \  JXf    \  JXy    tang  \  Jx 

deiche  Vorzeichen  haben,  und  dass  für  den  in  Rede  stehenden 
Werth  von  Jx  und  für  alle  ihren  absoluten  Werthen  nach  klei- 


Differ^itiate  ier  Ewutionm  nit  «uter  YaritUeii*^   06 

oere  ^x,  in  Bezog  auf  die  abjMhiteti  Werthe  der  folgenden 
Grossen, 

Hn  \  JjT  <^  Jr  <  tätig  4  ^t 

ist*     Dann  ist 

$in  4  ^x  $in  j  Jjt^  iin  j  J» 

Bin  I  Jr  ^         I  Jt  '  ^    iangi^^  • 

d.  1. 

*>  — f^sr^^'*^*- 

Man  sidii  also^  dasa  für  4ie  in  Rede  stehenden  Werthe  ron  Jx 
der  Brach 

iin  4  J» 

immer  zwischen  1  und  cob^j^x  eüthalten  ist.    Da  onn,  weiin 

^x  sich  d»  Null  nähert,  eo9\Jx  sich  immer  mehr  nnd  inehr 

der  Elinheit  nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden 

kann  ,   wenn  man ,  nor  ^x  der  Null  nahe  genug  kommen  lasst ; 

so  nähert  sich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert^  offlsnbar  andk 

der  obige  Bruch  immer  mehr  nnd  mehr  der  Einheit,  nnd  kann 

derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  Jx  der 

Nnll  nahe  genug  kommen  lässt.    Also  ist 

-  .     »in  ^  ^06   ^^  ^ 
Lim   '   '    ■■  ^  1  » 

^  /Ix 

immer  jinter  der  Voraussetzung,   dass  Jx    sich  der  Null  nä- 
hert.   ' 

Weil  nun  unter  derselben  Voraussetzung,   da    nach  dem 
Obigen 

isl,  offenbar; 

lam -5«:  ss  Um    ■    ,  ^,    "■  •  Lim  cot  («4-4^') 

iit;  80  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

Lim  -f^  8s  cös  #, 

iamer  unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nä« 
bert« 

Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Däfereatial^itotienten  ist 

Lim^  =  3^   • 

j^X  vx 


Also  ist 


ud  folglidi 


^-  = 


"5«    =    ****! 


i,    ^ss  6c$ä  9m* 


I 


ed   .)i'*:  :VV^iäbiitro^m§i^l^^ 


Das  DifferentiaJ  der  Faiictiooj^==ref^x  kann  man  küf  ganz 
ähnliche  Art  finden.'      '  i 

Nach  §.  10.  5.  ist  nämlich   . 

and  folglich 
oder 

also  offenbar 

Lim-^  =  —  jLim    ^*^, ^  ^       ■  .  Lim  $in  («H-^^O?)» 

iqpHier  nater  der  Voraussetzung,  dass  Jx  ^ich  der  Nnll  nahoit.. 
Weä  nim  aber^  wie  sogteieh  erbeUei^ 

ind.nactt  §.  60. 

l  Jx 

*'  ... 


ist;  so  ist 


d.  i. 


Lim  —*■  =  —  sin^ 

Jx 


4    ^y 

1.    -^  =  —  sinXj 


vlvlS  folgfich 

2.    dy  =  *-  smar  dar. 

Man  kann  aber  dieses  Differential  aach  noch  auf  folgende 
Art  finden.     Bekanntlich  ist 

und  folglich,  wenw  fnän  aof  beiden  Seiten  ^eser  GIdchnng  diffe- 
rentiirt, 

2V-Ä^  =s  —  2sina?  — 5 

'  dx  dx 

oder 

WeU  ^oll  naeh  §i  60.    • 

Ssinx  .  '  :  . 

— « =  cosa? 

dx 

ist;  so  ist 

y-j^zsz  —  smx  cosxy  , 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  y=zoo%x  dividirt, 

1*.^  =-.  Binxi  ' 


also  "'^  '.;.:]»  i  ■  ..■        j  iiif;-J.  ." 

2P.  ^{^  =  —  tib»  r^tf. 

Endlich  kano  matf' dieses 'Differ^MlM'aacb  nodi  auf  folgende 
sehr  einfache  Art  finden.    Bekanntlich  ist 

oder,  inrenn  wir 
setzen, 

W&l  nun  nach  §.  43. 
und  nach  §.  60. 


■  ■                                s# 

auch  offenbar 

■■89                 ^'  "*  '-n  ■•' 

^*     -           1 

■  '■■■h.'Jt.   ;•»;;■'.    . 

•  "■  •    . .  .•       ■  . 

ist;  so  ist 

^  =  -   «05«, 

«.  .;- 

1        :■'     1! 
>       VI- 


SIT! X  t    .  .■ 


d.  i.,  weil  cos«  =  «MIX  ist, 

und  folglich  ]" 

2**.    ry  2=  —  sinx  rx. 

§.62. 
Für  y  =  lang'ir  ist  bekanntlicfi 

and  folglich  .        .  , 

^  "^  cos  (a?  +  /ix) :        cos  jr    * 

woraus  leicht  ^ 

'        cos  ar  cos  (jp  +  ^«) 

Odtf 

^y  sin^x     J^l 

i33r  "~"      /Ix     *    cosd?  cos  (x-i'/tx) 

«halten  wird. 

Folglich  ist,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass'z^x  sich 
der  Null  nähert,  offenbar  «.. 

Jx         anw  /ix  cos  (x  +  /fx) 

• 

Aas  §•  60.  geht  aber  hervor,  dass  ''''    "-• 

-.     sik^ÜL': , 


ist.    Folglich  ist»  weil  offenbar 


:.U»;  V'    '■'■  A    ^"*:  c^.ir-h^fr)       .;fW4r, 


•  •  .  »  •  I 


ist. 


JX  C08X^ 

Nach  dem  allgemeinen  Begrife  des  Differentialqaoiienten  ist  abaf 
Also  ist 


^y         ,1  ^  Bx 


I  1 


ox         eosx*  ^       cosx^ 

Dieselben  AusdrScke  ergeben  sich  auch  auf  folgende  Art.    Weil 


iinJt 
9^ 


cosx 

oder,  wenn  wir  , 

iinx  =s  p»    CQSX  ss:  tf 

setzen , 

p 

9 

ist;  so  ist  nach  §.  42. 


Nach  §.  60.  und  §.  61.  ist 


X 


^' 


Aliso  ist 

oGr   "~  cosx^  *  - 

und  folgUch  nach  einem  bekannten  goniometrischen .  Saf ce 

5x  cos**    *    ^  "~  cos**    • 

ganz  fiber^nstimmend  ,mit  dem  Vorhergehenden. 

§.  63* 
Für  yrssteotx  ist 

cos  X 


;  ..    » 


und  folglich 

.  cos  (x  +•  ^x)  cos  «• 

'         4m  (x  4.  ^x)  smdr  . 

woraus  sich  leicht 

^  Bin  /Ix 


•mx  siii  (x-h^) 


DiffereitiälB 


«bo 


^Jf  ^       *    iini  sin  (x+^4r) 


cfgiebt* 

Fol^ch  ist 


.1    :  V\ 


Lön^ÜJ-T 


*.  ■% 


1 

od  hieraus  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  ia  §.  62. 


Lim 


^x 


iL 


-'• 


ix— -L_i_  -;^'  gx 


Dieselben  Aasdroeke  «rgeben  siebk  auch  anf  folgende  Art.    Man 

letze 

p 

€09 s  ^  Pf  $inx  ^5'^  »  y  ^^         • 


10  isl  nach  §•  92. 


r    ^ 


'''-.rS 


•t  -  ^ 


Weil  nun  nach  §.  61«  und  §.  60. 
ist;  so  isl 


57 


^ 


«.;  ^    i 


35 


>■■■>■   ■ 


•in  X' 


d«  i. 


ftf^  "J  j.    '4  3x  . 

ganz  wie  rorhcp. 

Endlich  kann  man  diese  Ausdrfickß  auch  noch  auf  folgende« 
Wege  erhalten»    Weil  ^ 

ist;  so  ist»  wenn  wir  -|  it  — ,xs=i  %  seU^Qt 
Kach  §•  4S.  ist ' t 

Sy  _  Sif        Sz 

w'^  cS".  V  15x' 
irod  nach  f.  62«  ist 

auch  ist  offenbat 


'i     -u  _■  ;•• 


—  1. 


Also  ist  ,,j,|.., 

[     dv ■  *    ^  • ' 

d.  i.5  weil  eo$z  s=:  tmx  ist^  '  .'i'.::-!«! 


Für  y  s=s  uecx  ist 

V.- 1.  r         I ..  . 

COS  Jf     COi   {x  +  '<^4f) 

co»x  CO«  (a:  +  <^ff)  -  *. 

Qod  folglich  >  <  ; 

/fy    _^    »m  4  J/x^        f in  (x  «f  vf  <^ix)  ^ 

/Ix  "^        T  -^^  '  -^    "cpsx'cöf  (x  +  <^ix)     ' 


also 


^x        iosx"       .   ,,    4^  "T  .;cp»  (x  +  ^x) 


i-  ifi    »:'»  ;  • 


Weil  nun  Dach  §.  60. 


iifi 


«  ■ 


•*.  :'\t  •{•  z/x 

and  ofTenbar 


-.     «m(x+4^x)  »      ttinx 

•^  v<p»  (x-pjSr)       '    tfitfx       .     vTV® 


' .  ■» 


ist;  so  ist  .1 ..;   .7    :• 

'      z/x         .  co»x  i:>V/     .n    '    '.i  ' 

rx  co»x  cos;|'.  ■.  ..  ^  cosx  cbsx^ 

Pieselben  Ausdrücke  ergeben  sich  auf  folgdbde.  ^vt»    t^etzen 
wir  eo8x  =  p^  so  ist  ^  ^» 


und  folglich  nach  §.  45. 


y===p~^    > 


•» 


Nach  §.  61.  ist 


•TT-  s=  —  »mx. 


■i: 


'  Xt-    *'»*    _  «f2££.     kj -.SfLAt  .=iEa**  ;)VV'":'> 

wie  Tofher.  ,,;   j^i,   g  j,^-^ 


.   ) 


Für  y  =s  eoMeex  ist  *^i    '  -    '<    -i'^  t>ou 

-Tl.-.    -    ^      t 


4f  = 


»m  (of  +  i^jr)  '  «mjr 


\'i   '.]}llu 


-.    _    23^>  4^  ^J^  cos  (x  + 1  .Yx)  *   ■      'A 

also  '-*^'  '  ' 

Jif  ^^        <m  j  /Ix  cos  (x'f  j-^x)  .i   .6 

^x  smx  I  ^x  sm(x4-^Jf) 

WeQ  nun  nach  §.  60. 


T 

und  offenbar 

_ .     cos  (x  4-  i  ^*)  _ 

ist;  so  isl  '  \  \.'  ,  • . 


/Ix     "T  -    -  ;  I 


cosx 

=  cotx 


^x        *     »fnx 


d.  i.  .  «  -.Vi 

da  cotx  eosx       o  cotx 


CJI  cotx  COSX  Q  cotx    ^  C4>^4C  '     «Ni 

-a^ss  —  — : =  «—  — : r,    rif  = : CX  =  —    -tt-t»»"^***'' 

rx  sm*  »inx'  sma?  $inx* 


s 


Zu  '4ens(A)6tt  'Auflfrfic^eqt  geäugt  «hn  auch  a«if  folgendem 
Wege.    Für  atii  x  =  0  ist  . . 

«nd  folglich  nach  §.  45v: 

^y  —      „-2  ^P  ... 

Nach  §•  60.  ist  aber* 
Also  ist 

fly  COSX  cotx      -  fosx     #,  coix  ,. 

c»*  «FIX*   •    ^  $inx'^    ^  411»«»  finx 


•  ■   .  /* 


7(i  lMHi8ilMk«»Wrti^.    nA^  katnld.      '-^ 

KimUMi  luüui  SM  n  diesen  Forfnel^  «iqcIi  auf  fo%«(eA 


■ 

«5jf        5y       «Ji 
«■iMoti  g.  M.  ist 

.  ~ 

Ateisl 

«7*                      COSS 

- 

i  i                            "v  ■/■'  -  . 

CM« 

fiBZ  wie  Toriier,            ^ 

-  -  ■ 

*§.  66, 

« 

fjir  y  Äfwitrx  ist 

( 

4jf  SS  «Jnv  (x«|«zfa:)  —  sinv^ß 

'  •          •              a 

-  -      )    r, 

also 

,^«, 


glid  fol^ch 

^*^%^  i<m.'Ki^^a    ,tfw<<?>fe  +  i^jr)i 

Aber  pacli  §.60. 

Lim ?-z —  =** 

üim-^Ä?  sin  4P  I  • 
^  xs  iin»  i    9ff  ISS  «injr  Sm- 


Differarfiale  der  FmctioBen  fldC'  einer  TaiiaUeiu    7& 


•* 


;:  ;   rn  : .:« 


1 1  • 

1-4  «I 


iti  o-;/. 


»'11'  7 


Noch  leidiler  ergdwn  sidi  diese  AnsdrScke  iof  -M^eirie 
Art.     BekannlUdi  isl 

f  SS  1  —  eotkf 

«nd  fdf^cb 

fly  \^        3co»» 
^ SST"' 

d«  L^nach  §.  61« 

wie  vorher. 

§.  67. 
FSr  y  =s  cot9x  isl    . 

^Jf  =3   C09V  (ß'^  J^X)  —  C09Wm 

SS  sin»  —  sin  (x-^-^x) 

s=—  2fiit  4  ^»««/(«-h^^jr)  j 

vD^^ch 

abe 

!.<>»»  -^  «  -  ^»^  ^''^/^'^  •  **»«oi  («  +  4^jr). 
Weil  mui  nach  §«  60. 

md  offenbar 

ist;  so  isl  " 

«nd  folj^ch  ;\  '  ' ' 

Dieaelbeii  Fdnnehi  er^beii  sich  auch  |eiclil  ^nf  folj^de  ilrif. 
Weil  *   • 

|St;-Soitf ;••  .-^    •    ' 

nud  tolgBch  nach  8-60,  '  *• 

Ilüdlieh  bl»  woin  Miik  1%  4^'  x  'oa  »  setzt»  aiicli 


f  j 


•        •  >  >    I  f> 


•.  >..•■ 
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Endlic'   .V. 
gelangen,    i^^^  '"  .V^  ^.  J^ 

Nach  §.  .^         •   ^ 


und 


A*0 


aucu  . 


^  SS  »1112  ; 


■^=-»in:. 


•v** 


S.  68. 
k<*«a   iMMi  ferner  y  c=  Are  ttJijr  die  gegebene  Foneiion 

Bw dw  •  .  Sy 


V^< 


V>»^ 


das 


VW  CJCt 


^  "  ""^^  W  ^  75?*^  ^^»y 


cos 


'JF^ -.55  1  -r^ßin^  f?3  I  —  »* 
2.  W'=--^' 


Zu  bemerken  hat  man  aber  hierbei,  dass  man  in  dieSjQn  beiden 
Kornieln  die  Quadratwurzel  i|n  Nenner  positiv  oder  negativ  zu 
iioliiiien  hat,  jenachdem  co«^,  d.  i.  der  Cosinus  des  gegebenen 
IhiKi^iiNf  positiv  oder  negativ  ist,  wie  ^ngenblickiiph  erliefet, 
^oiin  nian  nur  bemerkt,  dass  vorher 

gonetzt  worden  ist.  .Ist  4''c$ifix  der  zu  dj^w  Sinos  ^  geh(M^i)de 
ilogen  9   welcher  den  kleinsten   absoluten   Werth   hat ;  ,  so  ist 


eö$y  positiv,  und  in  diesem  FaUe  also  die  QoadralwQnM|(^;^lf|i 
obigen  Formeln  fofitiv  *zn  nehii|Qiii  Da^ s  x  zwischen  —  i  und 
+  i  liegen  mass^  wenn  ^e  js:  HeK  ^lefileii^  Vormeln  reell 
seyn  und  keine  unendlichen  Werthe  lidiern  sollen ,  j^ftoj^^lSAf 
kaum  noch  einer  besondem  {Erwähnung. 

Für  y  =s  Areeo9x  isl       _   ^'> 
Nach  §•  43.  isi  bau 

Aber  -  .y. 

Jinjf 


Also 


.» 


Weil  nun 

isl;  so  ist  ./.t?  J^    ~   ^  -      *  \lr-  .'-\ 


und  foIgUch 


•*.  •'     ;         #s"»».4n* 


Die  Quadratwurzel^. Igt  inf^ndieQjpQ JPoKiidft^ ')^  oder  negativ 
zu  nehmen,  jenacMem  nny  positiv  oder  negativ  i;|l^,.  r  Wjpnn 
Are  €09  X  der  kleinste  dem  G9S]nus  x  entsprechende  posiufe  d<^[1% 
ist;  so  ist  ttny  positiv,  «;pd,.i^gHcllliif  den  obigen  Formeln  die 
Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen.  Auch  hier  muss  x  zwischen 
—  1  und  +  1  Hegen.  ^  ,  ,  ^^^^  «^^' 

—  •■-     .2 

Für  y  =  i^rc/a«^^4st—  —  v3    - 

*      xr  =  tangy. 

Nach  §.  43.  ist  V ;  .^ 

dx        Sx       Bji  ...- 

Aoer  ■  *    r* '    'i  ,t     « 

Sx      ^    .Bx  \         ,.  ^„  '    •'•  *t;  ^J^'-^ 

Also  \        .  ^c^A 


Nach 


UR 


J\'.rr 


DfeitteB  Kapitel 


1— co«3f* 


*j- 


coay^ 


1  +  a^ 


1 L- 

^    l  +  ar»  » 


i«jr 


•«^WJl  i(A 


§71. 


tp  =  coty« 


>» 


fe  ^^  5a? 


>.  a=t    4^  = r~-  («.  63.). 


^^    *MiU 


^  ii^lvA 


1        Sy      Sy  .    , 

»my»^      dm  *  dw  ^ 

M^  ^  cot  v^  =:  •«  ^        ..    :  ^ 


amy'  SS  *- 


1  +a7*  • 


9ili 


UllJ 


wl 


.    ^ 1 


1%  y  1^  ilrc  MC«  ist 


KuiA  |.  43.  ist 


§.72. 


jr  =s  src  y. 


S»  ^^  Sm       cly    \ 


4Wr 


Diffumtiale  der  FipaptioiieB  mit  eiijAr  .yarj^oL 
Abo 

Wdl  nun 

snd  __«_«_       

ist;  so  ist  n 

und 

2.    ojf  SS  '  • 

N         aTx*  —  1 

Die  Quadratwarzel  ist  in  diesen  Formeln  posidy  oder  mtffldy  „ 
nehmen,  jenachdem  tangy  positiv  oder  negativ  ist.  Bezeichoet 
Are  Becx  den  kleinsten  zn  der  Seeante  x  gehörenden  positiven 
Bogen ;  so  ist  die  Onadratwnrzel  positiv  oder  ne^tiv  zn  nehmen* 
jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist ,  d.  h.  die  Qnadratwnrzii 
ist  in  diesem  Falle  immer  mit  einem  solchen  Vorzeichen  zn 
adunen,  dass  in  den  obigen  Formdn  der  Nenner  xy  #»— -i  posi« 
liv  ist.  Dass  der  absolate' Werth  von  x' grösser  als  die  Einheit 
seyn  mnss,  wenn  die  Formeln  reeU  seyn  ipd  nicht  unendlich 
worden  sollen,  versteht  sich  von  sdbst 

§.73. 
Fiir  g  =  Are  eoBtes  ist 

Nach  §.  43.  ist 

dx        dx   0g^ 

Aber  ■ 

dar  _        w  _         eoty       .^  ^ . 

-K—  =  1  ,  -3—  SS  —      .         ■     W.  OD.  1. 

dx  dy  9my       ^'       ' 

Also 

uny     am   ^   dx  eoty 

Wc3  nnn 


mid 

ist;  so  ist 

and 


^  voaecy  x 

1.  »s  CS  —      *  „i^iaa* 

2.  rifa* jis* ■    . 


Die  Quadratwurzel  ist  in  diesen  Formeln  positiv   oder  nedtfir* 

's 

IjaL 

positiv  oder  negativ  zu  nebmen»  jenä^deiA  *  s  positiv  oder  nega- 
tiv ist,  d.  h.  die  Quadratwurzel  ist  in  diesem  Falle  immer  ipj^ 
einem  solchen  Vorgeic|ipi|  zu  nefaironr^-rdas^  JB^.den  obigen  For- 
meln der  Nenner  sfw^  —  i  positiv  ist.  Auen  liier  muss  der  ab- 
solute Werth  von  s  grösser  als  die  Einheit  seyn.  '  '"   ' 


.  i    /j 


§.74. 
Für  y  =  Are  $inv  s  Ist    . 

Mfcfr'l; ■48.  ik  ■'•■■•■•■■!  •■■'  ■'■'    :  ■  ■  -         ■■  •■'.' 

•■■■■■■■■        ■       ■  ■■■    ••••    •    -'SU'     fiä      *y'.    ' '■'■   •        ■    .      .    ' 

■'■■•;  ■■.Ä?-"^-*^55^'  ••    •• 


I  ;... 


1 


«  f   • 


Äiw 


•I..    -I   ■    ■;!  I!         i 


*=  t^  ^  »a  »«^y  (f  «6.> 

li.t.  r  .  ^.  •.  _ 


Weil  nun 

co$y  =:  t-^iMjji  s=  1 — x 

und  folglich 

ist;  so  ist 

1.    5^  =ä=  ^r^ ^ 

tind 

Sx      . 


2.    c?y  == 


ra7(2— a?) 

Die  Quadratwurzel  im  Nenner  ist  .positiv  oder  negativ  zu  neh- 
men, jenachdem  «tiiy  positiv  oder  ncfgativ  ,ist.  Bezeichnet 
Arcsinvx  den  kleinsten  zu  dem  Sinus  versus  jr  gehören'deii  |^st- 
tiven  Bogen;  so  ist  die  Quadratwurzel  poilitiv  zu  nehmen.'  s 
muss  hier  stets  positiv  und  kleiner  als  Zwei  seyn, 

'■'"'      •      §.  75."-"' 

Für  y  =  Arccoivi  ist 

a  =  cosvff. 
Nach  §.  43.  ist 

fix       Sx    ^jr 
Sx        ^  '  fix  ' 
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Also 

»  t 

I 

Weil  nan 
ond  folglich 

cos 

ist:  so  ist 

vnd 

2.    c?y  =  — 


fmy  =  1  —  cosv  jf  =r  1  —  ar 


!      ../ 


;    .  ■♦ 


rx(2— x) 

Die  QMdrat#arael  im  Nenner  ist  ^cRsitiy  oder  negady  zu  neh- 
'men,  jenachdem  coty  positiv  oder  negativ  ist.  Bezeichnet 
Areeo9vs  den  zu  dem  Cosinas  versus  s  gehoreorden  Bögen, 
welcher  den  kleinsten  äbsohiten  Werth  hat;  so  ist  die  Quadrat- 
worzel  positiv  zu  i^ehmen.  Aach  hier  mnss  ±  stets  positiv  und 
kleiner  als  Zwd  seyii. 

6,     Differentiation  der  zusammengesetzten  tran- 

scendenten  Functionen. 

§.  76, 

Die  Differentation  der  zusammengesetzten  transcendentmi 
Fnnctionen  hat  jetzt  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  mehr,  und 
einige  Beispi^e  werden  zur  Erläuterung  des  Vemhrens,  welches 
man  in  jedem  Falle  zu  befolgen  hat,  völlig  hinreichend  scS^. 

1.  Wenn  y  =  a^  ^  wo  a  und  b  positive  Grössen  sejni 
sollen,  die  gegebene  Function  ist;  ,  so  setze  man  b*=z  und 
foldich  yz=za* ,    .  ^      . 

Nach  §.  43.  M 

tiy       Bi     dz 

Weil  nan  nach  §.  57.  ' 

ist;  so  ist 
und  folglich 
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2.  FSr  y  =3  ««'ist  im  Vorhcargeheiideii  a=bs=se^  hssW 
CS  /a=:  1  za  setzen.    Folglieh  ist  ia  Lesern  Falle 

3.  Ist  ys«*  die  g^ebene  Fiuietioii$  so  setze  man  jr^  =a 

»,  also  y=«*  . 

Nach  §.  43.  ist    ^         ^    ^ 

ry  ^'  djf  dz 
Weil  nun  nach  §.  57.  und  §.44. 

ist;  so  ist 

4.  Wenn  ys=s — iss^r"'«"«  die  g^ebene  Function  ist; 
so  ii^t  nach  §.  40. 

'  8x  Bx      ^  dx 

Für  «X  =  «  ist  nach  §.  43.,  §.  57.  und  §•  37.     . 

S .  e«*  5 .  e*         ßz 

Nach  §.  44.  ist 
Also  ist 
und  folglich 

-  ^  = -9^  (,  _  4.)  a,. 

5.  Wenn  y  =  e**«*  die  gegebene  Function  ist;    so  setze 
man  9wxt=s%^  folglich  y=  «•  .    Nach  §.  43.  ist 

Sy  _di  dz 
5x      az'Sx' 

Weil  nun  nach  §.  57.  und  §.  60. 

ist;  so  ist 

und  folglich 

^jr  5;  «•<•*.  cot  jr  5^. 


j:  Cz  CJ^ 


«, 
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§.77. 

Ist  y  3=  /^a2+jr*  die  gegebene  Fdaction;  so  setze  inan 

und  folglich  y  =  1%.    Nach  §.  43.  ist 

dy  _^dy  d* 

ax      5z' ax 

Weil  nun  nach  §.  59. 

az  z 

und  nach  §.  45. 

dx  Ta^+x^ 

ist;  so  ist 

und  folglich 

^  xBx   .  .  . 

Ist  ferner  

die  gegebene  Function;  so  ist  nach  §.  38.   ^ 


Ferner  ist  nach  §,  40. 
und  folglich  nach  §.  43.  und  §.44. 

d.xTa^+x^   =  4x (a«  +  «»)"*.  2:c5jr  +  Ta^+x\  dx 

Setzen  wir  aber 
80  ist  nach  §.  43.  und  §.  59. 

'\ir       I    V    ,    .        ->%  ^^2  8z     ^  1  Sz     ^ 

dl(x+  r «'  +  ar^j  =.  ^^  .  ^   Or  =  —   .  ^  f^j-. 

Aber  nach  §.  38.,  §.  43.  und  §.  44.       

fi  =  t  +  iia^+x^r^.  2x  ="  +  r"^  +  "'=-=^= 

Also 
Folglich  ist 

^  1  +  «»  4-  2:y*    n 

ry  =   —-!====— w. 
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Wäre  a  =  I9  d.  1.       

SO  wäre  . 

§•  78. 
Ist 


ar* 


smx 


1z 


die  gegebene  Function;  so  setze  man 

3«*—   -f—^  z, 
smx 

und  folglich 

Nach  §.  43.  ist 

dy  ^Sy  dz 

und  nach  §.  44.  ist 

3r«* 

Also  ist  ^  •  fv 

ry  __ .  1 ^     c?s 

l    \  sinx  / 

und  es  kommt  folglich  jetzt  bloss  noch  auf  die  Entwickelung  des 
Differentialquotienten  -g^  an. 

Nach  §.  37.,  §.  38.,  §.  42.,  §,  44.,  §.  57.  und  §.  60- 
erhält  man  aber  leicht 

dz       o  fix  sinx — x^cosx 

ox  smx^ 

—     (3^  sin  X  —  2x)  sin  x  +  x^cos  x 
""  sinx* 

rSe^sinx  —  2x,'\'X^cotx 
smx 

fiy         3e^  sinx — 2x  +-x^cotx 

t    V  smx/ 

^          Be'^sinx'^^x  +  ^»cot  jr      ^ 
f?y  = 5 cxi 

Bsinx  K/3e* ^  ")  * 

'    y  smx  / 


Also  ist 


und  folglich 


Differentiale  der  Functioneii  mit  einer  Yariablai«    83 
Ist  femer 

ä' — ar' 

y=  Are  $in  -=■ 


fl'+ar* 

die  gegebene  Fimciioii;'so  setze  man 

Nach  §.  43.  ist 
und  nach  §•  68*  ist 


die  Quadratwurzel  positiv  oder  negativ  genommen ,  Jenachdem 
co9y  positiv  oder  negativ  ist. 

Femer  ist,  wie  man  leicht  findet, 

dz  __       •    4<i^jf 

Also  ist 

Sy Aa^x  ^ 

die  Quadratwurzel  positiv  oder  negativ  genommen,  jena(;hdem 
cMy  positiv  oder  negativ  ist.  , 

Weil  nun  aber 
ist;  80  ist,  wie  leicht  erhellen  wird, 

5y  _  2a^x 

die  Quadratwurzel  positiv  oder  negativ  genommen,   jenachdem 
eoty  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  nun  zuerst  ax  positiv;  so  ist 

^  —  —      ^^         ;)    —  —   ^g^^ 

und  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  co$i/ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  aber  ax  negativ ;  so  ist 

imd  wieder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen^  zu  nehmen,  je« 
nachdem  co$y  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  also  co»y  positiv;  so  ist 

6* 
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und  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen ,  jenaehdem  ax 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  aber  couy  negativ;  so  ist 

und  das  obere  oder  untere  Zmchen   zu  nehmen,  jenaehdem  ax 
positiv  oder  negativ  ist. 

H.     Differentiale  der  imaginären  Functionen. 

§.79. 

Unter  dem  Differential^otienten  einer  imaginären  Function 
von  der  Form 

wo  u  und  V  reelle  Functionen  vonx  bezeichnen  sollen,  versteht 
man  die  Grösse 

c?y  __  du      Sit  vr— 

Eben  so  verst^t  man  unter  dem  Differential  der  imaginären 
Function  

y  =  u  -|*  V  y —  l  . 

die  Grösse 

cly  =i  0u  +  Su.  Y —  1. 
Weil  bekanntlich 

vu  zz  ^  ax  f  cv  z:z  ^  ax 
und  folglich 

ist;  so  ist  auch  hier  immer 

Ist  überhaupt  von  dem  Differentiaiquotienten  oder  dem  Dif- 
ferential einer  beliebigen  imaginären  Function  von  x  die  Rede; 
so  muss  dieselbe,  bevor  man  zur  wirklichen  Entwickdung 
des  Differentialquotienten  oder  des  Differentials  schreiten  kann, 
eigentlich  immer  zuerst  auf  die  Form  u  +  t?)^— 1  ,  wo  u  und 
V  reelle  Functionen  von  x  bezeichne«,  gebracht  werden,  wenn 
dies  nämlich  überhaupt  möglich  ist.  Nachdem  dies  geschehen, 
unterliefft  die  wirklicne  Entwickelung  des  Differentiahpiotienten 
oder  Differentials  nach  den  obigen  aUgemeinen  Vorschriften  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit  weiter. 

Durch  die  folgenden,  den  in  B.  aufgelösten  entsprechenden 
allgemeinen  Aufgaben  lässt  sich  die  Entwickelang  der  Differen- 
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tiale  der  imagiiiären  Functionen  oft  ^ehr'  abkürzen  und  verein- 
fachen. 

§.80. 
Aufgabe.    Wenn 

y  =  (« + i^rrT)  (u  +  V  r:ri ) 

ist,  wo  a  und  ß  reelle  constante  Grössen,  u  und  v 
reelle  Functionen  von  x  bezeichnen,  das  Differen- 
tial von  y  zu  finden. 

Auflösung.  Es  ist,  wie  man  nach  leichter  Rechnung 
fiiidet,  

y  =3  «u  —  ßv  '\r  (ß^  +  nv)ir — 1, 
und  folglich  nach  §•  79. 

Sy  =  d(ttu^ßv)  -|-  d(ßu  +  äv).  T — 1. 

Aber 

d(au  T-  ßv)  =  adu  —  ßdv ,  d(ßu  +  av)  =  ßdu  +  adu. 

Also  

Sff  =  adu  —  ßdv  +  (ßdu  +  adv).  K—  1. 

Nun  ist  aber  nach  §.  79. 

diu  +  nrUT)  =  ^u  +  dvy^y 
and  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet^ 

(a+ßiT^  c?(u+f;rzT)  =«au--/sß»+o»öu+«öv).rinT 

Folglich  ist 

dy  =  (a+ß  r3"i)  5(M+„rzri) , 

eine  rücksichtlich  ihrer  Form  mit  der  Gleichung  2.  in  §.  37. 
offenbar  ganz  übereinstimmende  Gleichung. 

§.81. 

Aufgabe,  Wenn,  indem  a,  ß  reelle  constante 
Grössen  and  ti,  ti| ,  .  .  »jt ;  v,  Vf ,  .  .  r*  reelle  Fun- 
ctionen von  x  bezeichnen, 

y=«+/5r=r7±(i« + 1;  rirr)  ±  (u,  +  »,  riiT)  ±  ...+(mj^ + v^  r^) 

ist,   das  Differential  von  y  zu  finden. 
Auflösung.    Weil 

y=«+tt±u,  +  .  .  +Mj  4-  (ß±v  ±  v,  ±  . .  +«'*  )•  ^—1 

ist;  80  ist  nach  §.  79. 

dy,=  dia  ±u±u^±..  +  u^  \^d(ß±v±v^±. .  ±  v^  ) .  yZIT  , 

und  folglich,  weil 

d(ß±v±v^±..±vi)=z±dv±dv,±.  .±dvj^ 
ist. 
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oder 

Weil  Qun  nach  §.  79. 

d(u+©rz:i)  *=  du+dv.  T^9 

u.  8.  w. 

ist;  so  ist 

Syzz±8(u  + 11^^)  ±5(m,+ ü.rlTi)  ± , .+  ö(uj  +  v^  1^^), 

eine  rücksichtlich  ihrer  Form  mit  der  Gleichqng  2«  in  §.  38, 
ganz  übereinstimmende. Gleichung. 

y' 

§.82. 

Däss^  wenn  a  und  ß  reelle  constante  Grössen  bezeichnen, 
jederzeit  ' 

d(a+ß  mi)  =  0 

ist,  liesse  sich  eben  so  aus  §,  81.  ableiten,  wie  §.  39.  aus  §.38. 
abgeleitet  worden  ist.  Noch  leichter  gelangt, man  aber  ^a  die- 
sem Resultat  auf  folgende  Art. 

Nach  §.  79.  ist  ,  ' 

d(a  +  /sKUl)  =  da+dß.  ^^^  . 

Nach  §.  39.  ist  aber,  weil  a  und  ß  reelle  CQn$taate  Grössea 
sind,  ^a  =  O9  Sß  s=s  0.    Also  ist  auch 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§'  83, 

Aufgabe.    Wenn,  indem  /»,  q;  ti,  v  reelle  Functio- 
nen von  X  bezeichnen, 

ist,  das  Differential  von  y  zu  finden. 

Auftösung.    Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man 

Also  ist  nach  §.  79. 

By  ==  B{pu  —  qv)  +  dijqu  +pi/).  TT—  i  . 

Aber 

d{pu, —  qv)  =  pSu  +  u5p  -^  qBv-^vdqy 
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Folglich 

Weil  nun  nach  §.  79. 

g(u+„rzri )  =  ßu  +  dv.  rzTi  , 

ist;  so  ist 

=  (p + j  ^^^1)  (3m + 9«.  ^—1) + (u + » r::ii)  (ai>  +  9g.r~i) 

+  udp-^vdq  +  (vdp  +  u59)mi 
=3   pSu  +  u9p  —  y9ü  —  vdq 

+  (yöw  +  udq  +  |>9w  4-  v9p)yilli» 
Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen;    so  ergiebt  sich 

oder 

zwei  Gleichnngen ,  die  mit  den  Gleichungen  2.  und  3*  in  §•  40. 
rücksicbtlich  ihrer  Form  ganz  übereinstimmen. 

§•  84. 
Für  __  _ 

y  =  (p  +  gr— l)(u  +  »r-l)  (r+»r-l), 

^o  p,  qi  Uf  Vi  r,  8  reelle  Functionen  von  x  sind,  ist 
Für  _  _ 

y=(p+7rzT)  (u^ivrTT)  (^  +  sr— I)  (£+">  i^— o> 

wo  /i,  9 ;  tf ,  9 ;  r,  g ;  iy  w  reelle  Functionen  von  x  sind,  ist 

9y_.9(p  +  y  rzT)    {i(u  -f  «  rzT)     Sjr-^^sr'Zi)     S(t4-wr^) 

Das  allgemeine  Gesetz  dieser  Formeln  fallt  sogleich  in  die 
Augen. 

Wegen  des  Beweises  vergleiche  man  §.41. 

§.  85. 

Aufgabe.    Wenn,  indem  /i,  q\  w,  v  reelle  Functio- 
nen von  X  bezeichnen. 
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ist,  das  Differential^voii  y  zu  finden. 
^ußösung.    Man  setze 

und  suche  P,  Q  so  zu  bestimmen,  dass  dieser  Gleichung  genügt 
wird.  Dieser  Gleichung  wird  aber  offenbar  genügt,  wenn  man 
P,  Q  80  bestimmen  kann,  dass 

p+q  r~i  —  (u  +  v  nn)  iP+Q  y^)9 

d.  i. 

p +^  riTi  =  Pu^Qv  +  iPv  4-  Qu)  r^ 

ist.  Dieser  Gleichung  wird  aber  im  Allgemeinen  genügt,  wenn 
man  P,  Q  so  bestimmt,  dass 

.  Pu  —  Qv  =  jp  nnd  P»  +  Qu  =  ^r 

ist.    Da  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  sehr  leicht 

pu-^-qv  __    gu—pv 

"^      u»+v»     '     ^  u»  +©* 

erhält;  so  ist 

Nach  §.  79.  ist 

Sy^SP+dQ.y^l 
und  dui:ch  Differentiation  der  Grössen  P,  Q  findet  man  leicht 

(u'  +  V»)».  dP. 
=  (u*  +  «?»)  (u5p  +  v5g)  —  IK«*»— t;«)  +  29Wö}5u     * 

+   {^(u*— r*)— 2puf;}flü, 

=  (u«  +  ti»)  (u3^  — t5p)  —  {5r(u»  — v^)  — 2/?Mi;}5u 

Setzt  man  ferner 
d.  i.  nach  §.  79. 

(u + „  r—  1)* 

oder 

F4.Qr=i    '  

2-  uBp  —  vBq  —  pf)u  4-  y^t;  +  (i;/?p  +  uf^y  —  qdu^pSv)  T — 1    ^ 

u>  —  r'  +  2uv  r^ 
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so  findet  man,  wenn  man  nur  bemerkt,  dass 

(u*  -^v^y  +  4u»w2 =(u»  +v^y 

ist,  auf  dieselbe  Art,   wie   man   vorher  P,  Q  gefunden  hat, 
leicht 

(u>  +  V»)*.  F  =  (u*  —  v*)  (ui)p  —  vdq  —pSu  +  qdv) 

+  2uv  (vdp  +  udq  —  qdu  —  pdv) , 

(tt'  +  »*)'.  (/  =  (u«  —  v>)  (vdp  +  udg  —  ^öu — p5v) 
^  —  ^uv  (udp  —  vdq  —  pdu'  +  qdv)  ; 

oder 

(u»+i;«)«.  Q' 
=  (ii»+«»)(u5^-.»c?l>)  —  {5r(u'  — »0— 2pffi;}c?u 

Hieraas,  mit  dem  Obigen  verglichen,  ergiebt  sich 

und  folgUch 

also 

Dass  auch  diese  Gleichnng  räcksichtlich  ihrer  Form  mit  der 
Gleichung  2.  in  §.  42.  ganz  übereinstimmt,  fällt  so^eich  in  die 
Augen. 

§.  86. 

Lehrsatz.  Je4e  imaginär^  Grösse  von  der  Form 
o+ßl^^T,  wo  a  und  ß  beliebige  reelle  Grössen  be- 
zeichnen, kann  immer  auf  die  Form 

/  Q  {cos  (p  i,sin (p  V" —  1  )  j 

WO  Q  eine  reelle  positive   Grösse    bezeichnet,   und 
auch  (p  stets  reell  ist,  gebracht  werden. 

Beweis.  Dieser  in  vieler  Beziehung  wichtige  Satz  wird 
bewiesen,  seyn,  wenn  man  zeigen  kann ,  dass  q  und  9  sich  im- 
mer so  bestimmen  lassen,  dass  den  beiden  Gleichungen 

gcoM  (p=:af  Q%in(p^=^ß 

cenügt  wird,  und  q  eine  reelle  positive,  q>  eine  feelle  Grösse 

ist. 

Aus  den  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  folgt 

d.  i. 
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also 

die  Quadratwurzel,  damit  p  positiv  sejr,  positiv  genommen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  9  bestimmt  ist,   muss  nun  9  so 
bestimmt  werden,  dass  den  beiden  Gleichungen 

a  a 

coifp  =r  —  = 


sin(fi  =-!-==   "^ 


oder 


ff  s=  Are  cos ==  Are  cos 


w  =  Aresin  —  =  Aresin  _ 

zugleich  genügt  wird. 

Dass  dies  immer  möglich  ist,  fällt  sogleich  in  die  Augen, 
wenn  man  nur  bedenkt,  dass 


(    "    V  +  (    ^    Y  =  1 


ist. 

Zu  bemerken  hat  man  nur,  dass,  wenn  a  und  ß  beide  po- 
sitiv sind,  der  Bogen  q>  sich  im  ersten  Quadranten  endigen  muss ; 
sind  dagegen  a  und  ß  beide  negativ,  so  muss  der  Bogen  qp  sich 
im  dritten  Quadranten  endigen;  ist  a  positiv  und  ß  nejgativ,  so 
muss  sich  9  im  vierten  Quadranten  endigen;  ist  endhch  a  ne- 
gativ und  ß  positiv,  so  tnuss  sich  tp  im  zweiten  Quadranten 
endigen.  Ue))rigens  kann  <p  positiv  oder  negativ  seyn,  und  kann 
überhaupt  unendlich  viele  verschiedene  Werne  haben. 

§.87. 
Lehrsatz.    Das  Product  der  imaginären  Grössen 

cos q):^sin (pY' — 1  ,  cos </> ^  isintp^^  Y — l  , . . ,  cos  (pm—i  +  **'* y»— 1  l^-^l  9 

WO  9?,  <Pi,  92.9  •  •  .^»-1  beliebige  Wipkel  oder  Bogen 
bezeichnen,  ist  die  Grösse 

cos  («p  -i-  (^  j  4- . .  +  <pn-i)  ±  sm  (y  -I-  y ,  + . .  +  y»-i).  T— T. 
Beweis,    Es  ist,  wie  man  nach  leichter  BechnuQg  findet, 

(costp^sintpy — l)(cas  q)^  +  sin  (^','1^ — 1) 
=       cos(p  cosip^^-rsinip  sin(pi 

+  (sinip  cos(p^  +  cosy  sinip^)  1  — 1. 

Weil  nun  nach  einem  sehr  bekannten  goniometrischen  Satze 

cos{fp  +  q)j)  ==  cos^  cQS(f^ — sin(p  sincp^y 
sin  (jp  +  <f  ji)  =  sintp  cos(f>^  +  cosy  siny^ 

isl;  so  ist 
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(cos  (p ± sin (p  Y — 1)  (qos q>i'tsinq)g  K^) 
=  cos((p  +  y,)+sm(y  4-y,).K — !• 

Folglich  ist 

(cos (p±^sin(p T"— i) Kcos y i  +  smy ^  Y —  1) (cos 9,  ±  sin y , K^IIT) 
=  {cos((p  +  y4)±sin(y4"9>i)»^ — l}(cos  ^8  isi'nyj  1^^^) 

Da  man  nun  auf  diese  Art  offenbar  immer  weiter  gehen  kann; 
so  erhellet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

§.88. 

LehrBotz»    Wenn   n  eine   positive   oder  negative 
ganze  Zahl  ist;   so  ist  jederzeit 

(cos (p  +  sin (p  Y —  1)*=  cos ntpisinnq) .  1^—1. 

Beweis.  1.  Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  so 
folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  §•  87.9  wenn  man  dort,  wie  es 
offenbar  verstattet  ist,  q>  =:  q)^^  =  q)^  =z  q)^  =:•..=  q>m»% 
setzt. 

IL  Ist  femer  n  eine  negative  ganze  Zahl ,  so  ist  bekannte 
lieh 

(coscp±sina)Y'.^^^*==  -7 T"": y rv»  > 

^      ^  ^  (cos(p±sin(pY — U*' 

also,  weil  —  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  nach  I. 

(cot  q>  ±  «in  cp  Ir  — 1)*  =  '         7T~T"7         7"  v-"~T  9 

oder,  weil  bekanntlich 

cos  (— ny)  =  cosTupy  sin  ( — ny)  =  —  sinng> 
ist, 

(cosepistna)V— 1)*=  —   .  y — r-  » 

^       ^  ^  cos  ny  4-  sin  ny .  f  —  1 

und  folglich,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  mit 

cos  71^  ±  sin  nq).  Y — 1 

multiplicirt,  

■1^         „         cos ?ia)+ Sin n ep.  T"—! 

(cotadtsincpt— t )  =s -7— \a  .  /«y vt^    • 

\      f—       ^        ♦/  (cosn^)^  •!•  (sinn^>)^ 

d.  i.,  weil. 

(cos  nq)  '  +  (smn^)*==l. 

ist,  auch  in  diesem  Falle 

(eos^±5tn^  K— 1  )*  SS  cosn^  i  sinnq)X — 1 , 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


02  Differentialrechnung.    Drittes  Kapitel. 

§.  89. 
Wir  wollen  nun  aach  die  Potenz 

{cos  (p  +  sin  q>y —  1 )  *  > 

WO  m  und  n  ganze  Zahlen  bezeichnen  sollen,  einer  genauem 
Untersuehung  unterwerfen,  vorzüglich  diese  Potenz  auf  die 
Form 

p  +  ^riTT, 
oder,  was  nach  §.  86.  dasselbe  ist,  auf  die  Form   , 

p (cos  1/; -f- sm t// K — l),  _  -       .,  • 

WO  Q  eine  reelle  positive  Grosse  und  auch  i{;  reell  ist,  zu  brin- 
gen suchen. 

Die  iGleichung 


m 


{cos(p  ±sin(p  T"— l  )*  =  ^  {costfj  +  sin  ip^ — l) 

Jst  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

{cos (p ±  sin(p  Y —  1  )"*  ^  Q^,(ß^^.  'A  +  sintf^y —  1  /   j 

d.  i.  nach  §.  88.,   weil  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  wenn  die 

Gleichung 

*  «...i..  — ... 

cos  mtp  +  sinmq)  .  K —  1  ==  ^»  (cos n^p  +  sin nxfß  •  K —  1) 

erfüllt  ist.  ^'     . 

Letztere  Gleichung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

^  cos  mtp^^Q*  cos  n}p  ,  •+•  sin  m(p  ==  q^  sin  nip 

erfüllt  sind,  und  wir  müssen  also  jetzt  q  und  i!f  diesen  beiden 
Gleichungen  gemäss  und  zugleich  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
Q  eine  reelle  positive,  t|;  eine^  reelle  Grösse  ist. 

Quadrirt  man  die  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen  und 
addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man 

und  folglich,  weil  q  reell  und  positiv  seyn  soll. 

Nachdem  auf  diese  Weise  q  bestimmt  ist ,  muss  nun  ferner  ip 
so  bestimmt  werden,  dass  den  beiden  Gleichungen 

cos  m(p  =:  cos  nxp  y    +  sin  m<p  =  sin  n\p 

oder 

co'^  (+  mtp)  =  cos  n\fß ,  sin  (  +  m(p)  ^  sin  nijf 

zugleich  genügt  wird. 

Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  erfordert  die  erste 
dieser  beiden  Gleichungen ,  dass ,  indem  k  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 

nipz=  2k7i i,  mtp 

oder  ^ 

ist.  * 
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Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  ^fordert  dag^en, 
dass  entweder 

oder 

n^  =  (2k  + 1)  71  tp  mq) 
ist.  , 

Da  nun  beide  Gleichungen  zugleich  erfüllt  seyn  sollen ;    so 
mnss  offenbar 

nip  =  2^  TT  +  mq) 

oder 

ükn  ±  mu) 
1/;=:  ^ 

n 

seyn,  wo  k  immer  eine  ganz  beliebige  positive  oder  negative  ganze    ' 
Zahl  bezeichnet. 

Nach  dem  Obigen  ist  also  für  jedes  positive  oder  negative 
ganze  k 

m 

(cosojXsmcp  i  —  1  J''  s=  cos  — — 21-  +  sin = — ir— 1  , 

oder  auch,  weil 


2lf  TT  +  mw  i("*<P  i 2h7i)  mrp  "^  2kn 

cos "~    ^  .  =  eos  "^''    t — ^  =s  cos  '   ^  — 

.  n  n  n 


2^71 +mtf)  .    ifma)^  2fc7r)       _l    .    mw'^lkn 

.n  n,  —  » 

ist,  für  jedes  positive  oder  negative  ganze  ^, 

,     .       V ^U^ ^     ma)  +  2fc7r    i.     .     mcr» +;_2Ä.7r  y"~r 

(cosy  +  sinyK— l)"  =  cos-Jtlj=- J!:  zin = r  — 1. 


11  n 


Uebrigens  erhellet  aber  leicht,  dass  man  unbeschadet  dar 
nöthigen  Allgemeinheit  auth  Uoss. 

m 

,  V ^n   ^«.   mff)  +  2fc7r  j.     .    mm  +  2k n^ . 

rco«a)  +  sing)r— l)*   ==  fos  _:f ^l  «n  -X-T rUT 

setzen  kann,  wenn  man  nmr  A;  immer  jede  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnen  lässt. 

Man  sieht  hieraul^,  dasß  die  Potenz 

{cos(f>  ±  sinif  y —  l)  * 

nicht  bloss  einen,  sondern,  weil  k  jede  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  eigentlich  unendlich  viele  Wer- 
the  hat,  wobei  sich  aber  immer  noch  fragen  lässt,  ob  diese  un- 
endlich vielen  Werthe  auch  wirklich  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind,  oder  ob  unter  denselben  nicht  vielleicht  welche 
vorkommen,  die  einander  gl^ch  sind.  In  der  That  lässt  sich, 
wie  jetzt  geschehen  soll,  zeigen,  dass  die  Gleichung 

m 

/           j_   1        V- — T\                 mai+2fe;r   I     .     m(f'^r2knY' — ; 
(cos  y  +  siny  f—i  ^     :=z  cos — ^ Z!"" — i— l 


71  n 
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immer  nur  eine  endliche  völlig  bestimmte  Anzahl  unter  einander 
verschiedener  Werthe  der  Potepz 

{cos  ff  +.  sin  (f  1^—  l)  * 

liefert. 

Wir  nehmen,  was  offenbar  verstattet  ist,  bei  dieser  Unter- 
suchung n  als  positiv  an,  und  unterscheiden  nun  zwei  Fälle, 
jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 

L    Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  sey  n  =3  2d. 

Ueberhaupt  sey  nun 

wo  A  eine  positive  ganze  Zahl  und  6'<C.G  ist;  so  ist 

my  +  2fe7r  _         mtp ±2(6^  +  6)71 
n  •  n  ' 

.    mcp4-2X;7r  .     m<p  +  2(di+dV 

sin  "-^ =5171  — ^  ~'    ^ ! — i — , 

n  n  ' 

d.  i.,  weil  n  =s  26  ist, 

cos  — i =cosf  — -i-= +  Xn  )  « 

n  \         n  —       / 

.    m(i)  +  2^7r         .    (mw^2ffn    .    ,   \ 

Sil*  — -E^ =5171 1 — ^ —  +  Xn)  • 

n  ^         n  —      ^ 

Ist  nun  X  eine  gerade  Zahl;  so  ist 

me»  -f  2^  ;r  m«)  +  2ö'7r 

cos  —-2: =  cos  ■    ' —     —  , 

n  n  ' 

mw^ViTi  m(L'^2ffn 

sm     ^  :=:^sin      ^ —  , 

n  n  ' 


und  folglich 

ma)  +  2fe7r     ,     .     m(/) -f  2Jk  tt 

— ^ +  sm  — i—i: 

•n  n 


cos  -T-|^-->    ^  ,,.„   '"^-r-^--  jr~ 


nup+^ffn  .    ma)  +  2Ö'^,^ 

s=  cos  — 2J= &  ^  sm     ^ —         TTIZT 

m(p±,7$'n        .     m(p±,2(fn 

ZSZ    cos         ^        —  Alfl  ^^— 


n 


Ist  aber  l  eine  ungerade,   also  A  +  1  eine  gerade  Zahl; 
so  kann  man 


mw 

cos    "J- 


sm 


nup 


-j :=,cos^         n  ±(^  +  0^  +  ^}  » 
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oder  _ 

sin  'ÜSLtHiL  ^„.„  jmyT2(ö^6>  +(^^  ^j;^  J 

setzen.    Dann  ist,  weil  l  +  i  eine  gerade  Zahl  ist. 


cos 


cos  — 2—1 =cos  --^ ^ — --^ — 

n  n 


,     m(p  +  2k7t           .     m«)  4-  2(ö— Ö')7r 
m  — -^ =  sin  —2^ i ^~    , 

und  folglich 


5171 

n  n 


mo)  +  27c  71    ,     .    m«)  4*  2ir  tt  __  . 

C08   —2- —  +  Sil»  — i — -i -— 


my  +  2(fl  — 0>  ^  ^^.^  mjHhaC^d) 
n  n 


cos    —2 — ^^ — i^ =-^—  +  sin     ■      I     ^ !^  YZTi 


m(ß^2kn  mcp  +  2Ä;7r  ^:._ 

— i .  —  sm  — ' irn 


cos 

n  n 


=  cos  !ai±m=f)!L  «  ,,v,  mq>+2(a^ff)n 

n  n  »  — 1  5 

WO  0 — ^  nie  grösser 'als  0  ist. 

Aus  dieser  Darstellung  geht  hervor,    dass  man  in   der 
Gleichung  V 

(cosgj  +  smo)! —l)*  —  cos  — x 21«»— s—^- f— i      ^ 

bloss 

fe  =  o,±  1,  ±2,  +  3, ...  ±e 

ZU   setzen  braucht ,  weil  unter  den  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Werthen  von 

(cos  y*^  sin  (p  Y — 1  )  * 

.nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  alle  übrigen  enthalten  sind. 
Die  Werthe  von 


m 


(cos  (p  +  Sin  (p  y^ —  1 )  *  9 

welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  sinde 


cos 

+ 

sin 

m(fi 
n 

_ 

r- 

-1 

9 

\ 

cos 

mtp 

^ 

2n 

+ 

sin 

mq> 

± 

2n 

n  n 


cos      ^-- —  +  sm  -^^"f—  r—  1  , 
n  n  .         ' 
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mw  +  6;r  mcp  +  Gtt    

CO»     ^ — —  +  »in  --£-= ITZT? 

u.  8.  w. 

■ 

mw^njt    ,  ma>+n3r  _ 

n  n       •       *  > 

nod  eben  so  sind  die  Wertbe  von 


(cos  tp —  »in(p  T —  1 )  *•» 

welche  man  auf  die  obige  Weise  erhält,  folgende : 


CO»  — -i-  —  »in   —^irZIT 
n  n    '— 1> 


ICD  +  2;y  .     me»  +  2n  v 

^^-  '      —  »m  —2-=: —  1-— 1  5 


mcp  +  2;y 

cos       '  ""^-  ' 

n  n 

mtp^An  ma>  +*  ^tt  y — - 

CO»  '  'r-r- sin    ■  ^•-        i  —  1  , 

n  n 

mep  +  Ott  .    mtp  +  6;r  v t" 

CO»     ^ — »in  -i-= —  r — 1  9 

n  n 

n«  s.  w* 

CO»  -2-r= — l  —  sm  —2-= —  r  —  1  . 
n  n 

In  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  n  -{-  ^  Werthe 
enthalten,  und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  der  beiden  Reihen 
diese  it  +  1  Werthe  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sind. 
Sollten  aber  zwei  Werthe  in  einer  der  beiden  4teihen  einander 
gleich  seyn;  so  müsste,  indem  weder  26' ,  noch  2&'  grösser  als 
n  ist,  entweder  zugleich 

mq>±2ffn  mq>+  26"  n 

co$  ■   ^ —  =sco»      ^ —    ■ —  , 

.    'm(p±Jiff7t         .    mu>±Zff'n 
»m  ■  zzs»in  -  - 

n  n  * 


oder  zugleich 


CO»     ^  —   sscos     ^  ^    ^ 


.     m(p  +  2$n  ,     mcp  i^  2$  71 

»m  "-^-^S: =sm      ^    — - — 

n  n 

seyn.  .  ^ 

Im  ersten  Falle  müsste,  wenn  k  wieder  eine  beliebige  dosi- 
tive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  ^ 


m»  +  2f/jg        mw  +  2ff*7i 

— = — +  Ukn  f 


n  n 

d.  i. 

±ö'=±d"+)tn  > 

oder 


Differentiale  i^r  FiiMüoiieR  iilt»  oiser  Twiablen.     97 

seyn,  welches/  davwedei^  tf*,  noch  B'[  i^rösser  als  \  n  ist,  offen- 
bar ungereimt  ist. 

Im  zweiten  Falle  miisste 

n  n 

d.  i.  

+  0'==  +  r  +  hn  - 

•     •       • 

seyn.  .Dies  isV  aber,  weil  weder  6V  imm^  d"/  grösser  als-^n  ist, 
nur  dann  möglich,  wenn 

oder 

ist;  und  in  der  That  ist  a^di 

nup  +  iiTT  /nup  j.       \  m«p 

cos   — 2-^= sr  cos  I  — 2.  "T  TP    I  =  —  cos  —21  , 

n    ,  .  V  »  .  ^       /  » 

mo)  #■  ?wr  .    /m(p  j.       \         ^    ^   .     mo) 

sin  — 2-=: — 5 —  =  f in  f  — i  +  7f  )  =  —  sm  -aZi: 

.     ^..  n        -  V  n         •_  Vv»-  n 

so  dass  sich  also  sowohl  die  beiden  Werthe 

cos,  —12--= 1^  «11  .Jt ^Y_^i 

n  n  ' 

ds  auch  die  Mden  'Weitfie    '       *         . ''  •  '"^«1 

ma)+n7r  .      mw'^nn  ^ 

n  n  *  »  . 

auf  einen  Werth  rednciren. 

In  den  beiden  obigen  Reihen  sind  folglich,  mit, Ausnahme 
der  beiden  letzten,  alle  Werthe  unter  einander  ungleich,  und'  die 
erste  Reihe  enthält  also  n  sämmtlich  unter  einander  ungleiche 
Werthe  der  Grösse 

(cos  y  +  si»  y  K*^l)  *  > 

die  zweite  Reihe  dagegen  n  sämmtlich   unter  einander  ungleiche 

Werthe  der  Grösse     ,  . 

.*    '  \       ■>  ■      ■.      . 

{cos(p  —  sinipf — l)*« 

n.    Ist  fefnei^  n  dne  ungerade  Zahl,  so  sey  n  =  26+1 . 
Ueberhaupt  sey 

2Ä:=:±((2Ö  +  I)X  +  ff) 

wo  A  eine  positive  ganze  Zahl  und  ^<^2d-|-l  ist;  so  ist 

mw  +  2k7t  m(i)+((2Ö-f  1)  A  +  ö')7r 

cos       ^  =s cos    *'^-    ^ ' —  » 

n  n 

7 


^ 


I«  »       '.'•■' 


f    r 


98     , .    Differentiidneclbmiivg«    Drittes  Kapitel. 

in       f  SS  sin    -  '     ■  ■   ■ 

»1.  i.  weil  «  =  2Ö  +  i  ist. 


Sin 

n  n  .«   ■         y'. 


C09  —2—! =  cos  f  —2-= nr  Xtj  j  ^ 

Ist  nun  A  eine  gerade  Zahl;  so  ist 

mo)  4-  2^  TT  mw  +  aTtt 

n         ■  n 


m      ^  j^ =  sm      ^7*^    ,-  y 

und  folglich 


sm 

n  n 


n 


cos  —-t— ! +  sin      ^  yiTT 


-—  cos  — 2:^= +  sin i-= T^i  . 

n  .  n  \ — *9 

cos  — 2—: Sin  — ' y 4 


=  cos      -^ — = rsin  — i^rsii— 

n    <  n 

wobei  ZU  bemerken  ist,  dass  in  diesem, Falle,  wegen  der  Glei- 
chung 

2)k  =  ±  ((2Ö+1)  t+"ff), 

6'  eine  gerade  Zahl  und  nicht  gröss^  als/2d  iäi. 

Ist  A  eine  ungerade,  also  A  -f- 1  ^ine.  gerade  Zahl ;  so  kann 
man.  wieder  ... 

....  .^..        ..  ■  ;       ' 

e<fs  --i =  öos  //vf  rn-^   ■  ^-  (^  +1)"^4-  jr  J  , 

in  —21- =3sm^--L- X (A4- 1)71+  TT  j  , 


sin 


oder 


mm 
cos  — ^ 


d.  i.,  weil  A  +  1  eine  gerade  Zahl  ist. 


mtf 
sin  — ^ 


mtp  +  2fe  ;r  mqp  +  (n — f( )  n 

cos  — ' Z=iCOS  — ^      ^        ^   — 

n  n 

V 

mrp  +  2fc  TT  .     m(p  +  (n  —  ö')  ^r 

n  ,^  n 
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setzen,  so  dass  also  in  diesem  Falle  > , 

cos  — i . -I-  sin  -  '  y 1 

n  n         r 


=  cos  ^f-^i^-ff)^  +  sin  ^y-*"('*-^)^n-r , 

n  .  n 

m</>+2fc7r  m(r  +  4fc7r     _ 

cos   — i '^-sin  — 2 Y I 

n  n        ^.  •  * 

^  cos  my  +  (>L~  ö^)7r  _  ^.^    mrfT^n^ff)  n  y.— 


ist. 


Wegen  der  Glcichmig  i'^ '*^.  . 

ist  in  diesem  Falle  0'  uiigeNide,  UBd^feUichy  weil  n  ungerade 
isU  n  —  ff  gerade;  rauch  erhellet  äüToef  "Stidle,  dass  n  —  ff 
nicht  grösser  als  2d  sc|yn  lann.      .  .^..|     |   . 

Aus  dieser  DarsteHwig  geht,  nun  hervta*,;  fiftss  man  im. vor* 
liegenden  Falle  in  d^  .Gleichung  - 


bloss  ^4- 

fc  =  0,  +1»  ±2,  ±3,  .rri  ö 

zu  setzen  braucht,  wejl  auf  die  dadurch  sich  ergebenden  Werthe 
von 

(^cosfp  tb  sin  (p  y —  1  )  ** 

nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  alW  'übrigen  zurückkommen. 
Die  auf  diese  Weise  sich  e^gebendc^  ^^Verlhe  von 


(^cosq)  ^sintpy — I  ) 


m 

n 


sind: 


mrp         .     m(p     .^^^ 
n  n  "^ 

mw  +  2  71     ,      .       mw  +,  2  tt  v- — T 

cos  — i-r= ^  sin   «—2- — .  I  —  1   9 

n  n 

•  .      '      . 

mtf'+47r    ,     .     mw  +  4 ;r%^ — r- 

cos  — 2-= 4-  sm  — 2_=z X  —  1  , 

?i  n 

coa       ^•~ +  sin  — ^^-= 1  —  1  , 

n  n 

u.  s.  w. 


my  j^(n —  1)  tt  .      my  jl  (n "—  1)  /r  y> — --  , 

7* 


cos 

n  n 
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und  eben  so  ergeben  sich  auf  die  obige  Weise  für  • 

(cos  (f  —  sin  (/)  I —  J  ) 

die  folgenden  Werlhe :        '. 

n  n  ' 


m 


m(/)  +  2Ä        '.     mcp  +  2;rv— — 7 
— ^  —  ■     — sin  — 2-== 1-— 1 9 


cos 

m«)  +  4  TT        '  .    mo)  +  4  ^  V* — 7 

cos  ■■    ^  "•= sm  — -i-= f  — 1  9 

n  n 

mtf  "t  6  ;r  mw  +  6  tt  v—- t 

cos  — i- sin  — 1-=— -p.if;-*»l  ^ 

^  uVs.  ^    -    •        ' 

•  •.  ■  ■    'toi'    ;:•  u.-.n  • 

In  jeder  dieser  beiden  Reihen*  sinfl  offenbar  n  Werthe  enU 
halten^  und  es  fragiäeh  nun  nodi,  'ob  üt  ili  jdler  dieser  beiden 
Reihen  enthaltenen  it  Werthe  säja^nitlicbi.Bnljßr  einander  ongleich 
sind.  Sollten  aber  in  einer  der  beiden  Reihen  zwei  Werthe  ein- 
ander gleich  seyn;:^.sg  4iai&sste.y  indem  weder  20',  noch  2cr 
grösser  als  n — 1  ist,  entweder  zugleich 

m(p±^2ffn  m(p+20"7t 

cos       ^  ^ .  . z=:cos*>    ^  -^      ■■         » 

n-  -  n  ' 

•  II .        .  • 

.      m(p  +  2d'7r         .     mrp±2iB'''k     ' 

sin   '   ^  — =  sin       '^       ; 

n  n 


oder  zugleich 


mfp'^2ffn  nuf  A-  2ß  71 

'COS    I  >f  "•"'in  I     li  SS  cos  — i —  ■  .  > 

n  n  -   ' 

m(ß±iffn         .     m(fT2ff'7i 
n  n 

seyn. 

Im  ersten  Falle  erhält  man  wie  in  I. 

im  zweiten  dagegen 

Beides  ist  unmöglich,  weil  wedet  6f  noch  6"  grösser  als  ^  («— 1) 
ist.  Daher  enthält  die  erste  der  beiden  obigen  Reihen  n  sämmt- 
lich  unter  einander  ungleiche  Werthe  der  urösse 


{cos  (p  +  Äin  (p  K — .  l) 


die  zweite  n  sämmtlich  unter   einander  undeiche  Werlhe  der 
Grosse 

{cos(p— siny]r— 7)"  . 
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III.     Fasst  man 'alles  Vorhergehende  zusammen;    so  «rgtebt 
sich,  dass  man>  um  alle ;  ungleichen  Werthe  der  Grösse 

m 

(cos  (p  "^  sin  (p  Y — i)  * 

ZU  eiiialten^  in  der  Gleichung  ^ 

(cosq>  +  jm9)r=D~=  cos  «^^^fc"  +  „„  !ü21±2*£,-37 

n  *        n 

die  Grösse  ^  nicht  grösser  als  +  i  «  und  nicht  kleiner .  als 
— -^  ff  zu  nehmen  braucht,  so  dass  man  also  für  k  immer  bloss 
alle  von  —  \  n  bis  -{-  -^  it  sich  findenden  ganzißn  Zahlen  zu 
setzen  braucht.  Jedoch  hat  man  hierbei  noch  zu  bemeriLen,'  dass, 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  der  erste  und  letzte  der  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Werthe  von 


1» 


(costp  "^  sin  (p  Y" — l)  * 

Jederzeit  einander  gleich  sind ,  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle 
also  immer  der  eine,  der  bSiden  äussersten  Werthe,  etwa  der 
letzte,  d.  i.  der  der  Grösse Är=-f-^ii  entsprechende  Werth,  weg- 
gelassen werden  mnss.  Thut  man  dies;  so  erhält  man  durch 
das  angegebene  Verfahren  immer  n  sämmtlich  unter  einander 
verschiedene  Werthe  der  Grösse 

(cos(p  +  sin  (pY-^l)'*  . 

§.  90. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  Ist,  und  ii,  v  reelle  Functionen  von  :r  bezeicnnen, 
wollen  wir  nun  das  Differential  der  Function 

jr  =  (ü+«m)» 
zu  entwickeln  sjtghen. 

Setzen  wilvwie  dieä  nach  §.^86.  verstaltet  ist,     . 

u  +  vY — 1  =  Q^cosfp  +  sinipY — l)  ; 

so  ist  nach  §.  88. 

y  =  ^  (cos  n(p  +  sin  mp  Y — l). 

Weil  nun,  wie  man  leicht  findet, 

r 

^   P  •  ^*  COS  n(p  r=i  '^  nQ^  sin  mp  S(p  +  n^*~'  cos  mpdQ, 
d .  Q*  sin  mp  =s.       n^»  cos  mp  dtp  +  nq^^^  sin  mp  Bq  ^ 

ist;  Iso  ist  nach  §.  79. 

dy  z=    nQ^^^{cosmpdQ --^  Qsinn(pd(p) 

+  n^«—*  (sin  mpdq  +  q  cos  mp'dtp)  Y — 1  • 

Nach  §.  88.  ist  aber 

(tt  +  V  mi)'-*  5S  ^iM.1  {  cos  (n  —  1 )  y  +  sin  (n— 1 )  rp  .  KZrj } , 
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und  weil 

d.QCos(p  s=:  -^  Qsing)S(jp  +   cosfpdQf 
d.Qsintp  ;=        qcostpSip  +  sintp  dg 

ist;  so  ist  naeh  §.79. 

f?(u  +  rl^— 17  ==    cos(p  Sq  —  Qsin(p  dq> 

+  (sintpdQ  +  Q  CQ8  fp  d(p)  T^ — •!  • 

Folglich  ist,  wie  man  durch  gemeine  Multiplication  leicht 
findet,  r 

SS    ^*— *{co«(re — 1)^  co9(p  —  «ii(n— l)y  <in^}r^ 
—  Q^  {iin(n'^i)(p  C9$(p  +  cot(n — i)(f>  $in(p\d(p 
4-  ^'»— *{»in  (n — 1)  (p  tfof  q>  +  co«  (n — i)(p  8in(p]SQ  •  T — 1 
+  Q^{cos(n — 1)^  coi<p  —  iin(n — l)y  «m<p|5(p»  V'— 1 
=z    (>'»*-* (cot ny 5^  —  Qiinmpd(p) 

Vergleicht  man  dies  nun  mit  dem  Obigen;  so  erhält  man 

und  wird  nun  auch  schleich  die  Uebereinstimmüng  dieser  Formel 
mit  der  Formel  2.  in  §.  45,  erkennen. 

§•  91- 
Ist  ' 


m 

n 


wo  m  und  n  ganze  Zahlen,  u  und  ü  reelle  Functionen  ypn^o? 
bezeichnen;  so  ist,  wenn  wir,  wie  es  nach  §.  86.  verstattet 
ist, 

u  +  vV — 1  =  Q  (cos  (p  +  iin  <p  Y — l) 

setzen. 


n 


y  =  ^  **  (co8  (p  +  sin (p Y — l) 

und  folglich  nach  §.  89.  für  jedes  positive  oder  negative  ganze  k 

y  zsz  Q^t  (cos     ^    +  sm  — z i~l). 

Ist  nun  überhaupt  von  dem  Differential  der  Function  y  die 
Rede;  so  muss  man  dabei  offenbar  immer  irgend  einen  bestimm- 
ten Werth  dieser  Function  in's  Auge  fassen,  und  das  Differential 
dieses  Werthes  entwickeln,  'd.  h.  man  muss  überhaupt  das  Dif- 
ferential des  vorher  für  y  gefundenen  allgemeinen  Ausdrucks 
entwickeln,  indem  man,  was  wohl  zu  merken  ist,  bei  dieser  Ent- 
wickclung  die  Grösse  k  als  constant  betrachtet. 
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Diese^  Eatwickelung  lässt  sich   aber  isiof  eine  ganz  ähnlicbe 
Art  wie  die  Entwlckelung  im  vorigen  Paragraphen  ausführen. 

Weil  nämlich,  wie  man  leicht  findet, 

•  Q  •  cos  — 2_J 


IM 

n 


n 
m 

=  •—   q"   eos 
n 


"  n  n    ^  n 

IM 

n 

ist;  so  ist  nach '§.79. 

f 

t      Femer  ist  wie  in  §.  90. 

diu-i-vY^^)  =    co»(p  Bq  —  Qsin(fd(p 

+  (iin  <f  dQ+QC08(f  S(p)  » — 1  • 

Hulliplicirtfl|^  nun  diese  Grösse  mit  der  Grösse 

SO  erhält  man  als  Prodnct  die  Grösse 

(com  ^ÜLiiJhliflo^QBinin^^ltlL  dtp) 

und   schliesst  nun  hieraus    in  Verbindung  mil   dem  Obigeh  so- 
gleich, dass        ^ 

/?y=  I2:Q^[co$^'^-^^^f'^^^^+sin(^^-''^'f''^^^^^ 

n  \  n       -  n  I 

ist. 

Weil  aber  nach   §.89.  fiir  jedes  positive  oder  negativa 
ganze  k 


Q    *      Icoi 


1    n 


"•-1 


\      (u  +  vr—i)" 

=  e  -     )  coi  ("'-»)y  +  2fc^-^  ün  ('"-")'f  +  ^'"'r—[ 


n 


IM  .       Diffcireiitialrechnuig«    Tiettes  KapiteL 

i8C>(>  sd  kmn  man  auch  ,     i      :  -  ( 

^  =  üL(„  +  „r±i)".   5(u+»r-^i) 

setzen,    weo];i  man    nur  nicht  aus  dem  Auge   verliert,    dass 
diese  Gleichung  bloss  so  viel  sagen  will,  dass  der  analytische 
Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  der  In- 
begriff aller  der  Werthe  iJst^'  welche  das  DiffierehtiaT^  haben, 
kann.         "  ..  i.  -    > 


■k*. 


I   •  ■ 


* 

Viertes    Kapi  teL : 

Ton  den  hohem  Düerentialen  der  Fnnctionän  mit  einer 

veränderliclien  Giüsse. 

§.  92. 

Den  DiCperentialquotienten  der  Fünfctidli  ^^  == /"{ar) ,  nach 
dem  im  vorhergehenden  Kapitel  entwi^elten  allgemeinen  Begriffe, 
wollen  wir  jetzt  den  ersten  Differentialquotienten  dieser  Fun- 
ction nennen. 

Da  dieser  erste  Differentialquotient  |P 

im  Allgemeinen  selbst  eine  Function  von  x  ist;  so  kann  man 
von  demselben  wieder  den  ersten  Differentialquotienten  nehmen. 
Dieser  ctrste  Diffei^ntialquotieni  des*  ersten  Differentialquotienten 
der  Function  y  =  f(x)  heisst  der  zweite  Differenlialquotient 
dieser  Function,  und  wird  durch 

bezeichnet.  '     ^  '        •  - 

Dieser  zweite  Differentialquotient  der  Function  y  =sf(x) 
ist  wieder  im  Allgemeinen  eioe  Function  von  jr,  und  man  kann 
also  yjon  demselben  wieder  den  ersten  Dtfferentialquotienten  neh- 
men. Dieser  erste  Differentialqnotient  des  zweiten  Differential- 
quotienten der  Function  y=f(x)  heisst  der  dritte  Ditftrential- 
qü'oüent  dieser  Function,  und  tnrd  durch     ' 

bezeichnet« 

Wie  man  auf  diese  Art  Leiter  gehen  kann^  ist  klar. 
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Der  «tft  Differentialqaotient  der  Fanctian  y  £=:/(jr)^  wd- 
dicr  durch 

gl.=:y(«)=i/(»)(x) 

bjQxelcluiet  wird,  ist  der  icrste  Qiffereiitialqaotient  des  («Tr<rl)sten 
DiffereAtidklttotienten  der  in  Rede  stehenden  Fonction,  so  dass 
also  überhaupt 


ist. 

Unter  dem  nten  DiffereDÜal  dw  Fanction  y^  welches  durch 
^y  bezeichnet  wird,  versteht  man  das  Product,  welches  man 
erhält,  wenn  man  den  iiten  Differentialqnotienten  mit  Jx*  mul- 
tiplicirt,  so  dass  also 

oder,  wenn  man  auch  hier  wieder  Bx  statt  Jx  schreibt. 


8^y  =s  -TT—  dx* 


ist« 


Eben  so  ist  also  auch 


Nimmt  man  nun,,  9x  als  constant  betrachtend .  nach  §.  37. 
von  d»y  das  erste  Differenti^ ;  so  erhsät  iiiän' 

.      -     5{5.y)=5(|i)^,a^. 

Nun  ist  aber  bekanntlich'  "■      ~" 


oder,  weil  nach  dem  .Obigen 


jm 


-^g? 


— Ä*,  i- 


<    t 


i«, 


Also  ist 


und  folglich,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht. 


\ 
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d.  h.  das  (it-l-l)ste  Differential  der  Function  9  ist  das 
erste  Differential  des  itten  Differentials  dieser  Fun- 
ction, indem  man  bei  der  Differentiation  dx  als 
constant  betrachtet. 

Hiernach  kann  man^also  auch  alle  Differentiale  dner  Fun- 
ction durch  successive  Differentiation  derselben  entwickeln. 

§.  93. 

I.     Wenn,  indem  a  eine  constante. Grösse,  p  eine  Function 
von  X  bezeichnet, 

ist;  so  findet  man  diurch  successive  Differentiation  leicht 

5'y  B'p       a,  3. 


U«  8*  W« 


11.  8.   W« 


Folglich  ist  offenbar  allgemein 


1. 


5"y 


IL    Wenn,  indem  a  eine  constante  Grösse  bezeichnet,  und 
/>,  ^,  s,  .  •  •  tf  Functionen  von  x  sind, 

y  =  a  ±p  ±  q  ±  t  +  .  .  . ±u  • 

ist;    so  ergiebt  sich    durch    suqcessiye  Differentiation   eben  so 
leicht 


a^y 


^  J.  ^'y  J.  ^'» 


u.  8.  w.  n.  s.  w. 

und  es  ist  folglich  offenbar  allgemein 

Mulliplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  ßJ^ ; 
so  erhält  man 
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i.  i.  nach  §.  92. 

2.   5*y  =  ±  S^p  ±  d''q  ±  5«s  ±  .  .  .  ±  f?»tt. 
ni.    Wenn,  indem/»  und  gFnnetionen  von  x  bezeichnen, 

y  =  JP7 
ist ;  so  erhält  man  durch  successive  Differentiation  ebenfalls  ohne 
Schwierigkeit 

Sy        8q    ,  fip 

,    Bp  9q     .    S^p 

+  5i  5i  ^+  5^^ 


U.   8.  17.  U.   8.  W* 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

Erwägt  man  nun,  dass  die  numerischen  Coefficienten  in  den 
vorhergehenden  Gleichungen  offenbar  nach  und  nach  ganz  auf 
dieselbe  Art  entstehen  wie  die  Binomial- Coefficienten  (§.  14. 
IV.  V.);  so  wird  man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  der  fol- 
genden allgemeinen  Formel  überzeugen : 


^'— »p    d^q  C?»-»p  dq    ,  C?»p 

Moltiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  djf  ;  so 
erhält  man  nach  §.92.  .  ' 

2.    fiy  =  pd"q  -J^  n^Bpd'^'^^q  +  njS'pc?»-'^  +  ♦  •  .  • 
.  ,  .  .  +  n»*2Ö«-2jp  32^  ^  „^j  d"**  Jid«  +  nnB'^'pq* 
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IV.  Wenn ,  iodem  wieder  p  und  ^  Functionen  voo  x  be- 
zeichnen, >    .   »  «. 

ist;  so  ist  bekanntlich  , 

Diiferentiirt  man  nun  diese  Gleichung  von  Neuem ;     so  er- 
«giebt  sich  ^       .       ^         ^      ^ 

c/«y  —    — ^^^  ; 

_  y(yf?«j>-"l>f?^y)    —  1(qc^p  —  V^q)dq 

Auf  diese  Art  weiter  zu  gehen  lind  zu  ganz  allgemeinen 
Formeln  zu  gelangen ,  würde  gerade  keine  besondere  Schwierig- 
keit haben.  Indess  fallen  die  Formeln  weitläufig  aus,  und'  finden 
in  dieser  Allgemeinheit  im  Folgenden  keine  Anwendung.  Daher 
mag  die  obige  Andeutung  hier  genügen. 

§.  94. 
Für  y  =  X"  ist  nach  §.  44.  und  §.  37. 

0  =  n(»-l)(n-2)r-S     .  „ 
U  =  „(„-l)(»_2)(n-3V-«, 

Q.  S.  W* 

Folglich  ist  pffenbar  allgemein 

^      1.    ^  =  n(?i— 1)  (n— 2)  . . .  .(n—Jfe  +  1)^'^*, 

und,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  SJ"  mul- 
tiplicirt,  nach  §.92. 

2..  ö*y  =  n(»-l)  (?i— 2)  . .  .  (n-)fe  +  1)^»-*  ^^*, 

wobei  man  aber  die  aus  §•  44.  sich  unmittelbar  ergebende  Be- 
merkung nicht  zu  übersehen  hat,  dass,  wenn  n  ein  in  den  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückter  Bruch  und  der  Nenner  desselben  eine 
gerade  Zahl  ist,  x  positiv  seyn  und  die  Potenz  ar*~*  mit  dem- 
selben. Vorzeichen  genommen  werden  muss,  mit  welchem  man 
y  z=s'S^  genommen  hat. 
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Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist;   so  kann  man  k:=sn 
setzen,  und  erhält  dann 

fin  '      '     '  ■•       i  . 

SO  dass  also,  wennn  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  der  ute 
Differendalqaotient  von  ^  =  x**  eine  constante  Grösse  ist^^  nnd 
alle  hohem  Differentialqaotienten  dieser  Function  folglich  ver- 
schwinden. 

Multiplieirt  man  auf  beiden  Seiten   der  Gleichung  3.    mit 
cJjc";  so  erhält  man  nach  §.92. 

4.    5»y  =  1.2    B.4..1ndx^. 


»■  • ' 


§.   95. 
I.    Wenn 


ine  beliebige   gan^e  ratrotialis    atge^r^sche'  'Function   deis  iften 
;radcs  ist;  so  ist.naph  §,  93.  I,  1I.'\  , 


JT  =  /*(') 


#  •  *  « 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  k  nicht  grösser  als  it  ist;    so 
isl  nadi  §.  94. 

•  •      f-   ■       ■ .    ■ 

und  folglich        , 

Aber  nach  §v  94.  /*"  ^ 

"g^r  —  1  • »  •  3  .^4  . . .  Ä  , 

-j^^  =  «  .  3  .  4.  5  ...  .  (fc  +  1)  i:  ,  il 

-^-j s;=3.4.5.6...(A;  4-2)  a:», 

Q.   S.  W. 

-j5^  =  (n— Ä+ 1)  (n— Ä:-f-2)  ,  .  .  II»«-*. 
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Afew 

0-  =/(*)(x)  s=         1  .  2  .  3  .  4  .   .  .  jfc^^ 

+  2  .3.4.5...  (k+i)jl     X 


.•I-;" 


-f'  3  .  4  .  5  •  6  .  '.  .  (h+2)  A     x^ 

.1    ■  m'Y** 


'  +  (n— k+1)  (i^-H-2)  .  .  »4»  jr*-*. 

Setzt  man  jr  =  0 ;  so  erhält  maa  die  merkwürdige  Glei- 
chung 

/(*)(0)  =  1  .  2  .  3  .  4  .  .  .  iky^» 

oder 

^  h.  man  erhalt  den  Coefficienten  der  A;ten  Potenz  von  x  in 
jeder  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  von  Xy  wenn 
man  in  dem  A;ten  Differentiatqüotienteh  dieser  Function  x=:0  seü:t, 
und  den  diesem  Werthe  von  x  entsprechenden  Werth  des  in 
Rede  stehenden  Differentialquotienten  durch  1  •  2  .  3  .  .  .  it 
dividirt. 

Bemerkt  man  nun  noch,  dass  offenbar  A  =  f(0)  ist;  so 
erhält  man  den  folgenden  höchst  merkwürdigen  Ausdruck  jeder 
ganzen  rationalen  algebraischen  Function  y  =f(x)  des  itten 
Grades: 

y     JK-^J     JWr      j        T^   j  2    "^  ^1.2.3*  ^       ^1.2.3..?i 

Auch  ergiebt  sich  aus  depi  Obigen,  wenn  man  k=:n  setzt, 
^uf  der  Stelle 

so  dass  also  der  »te  Differentialquotient  jeder  ganzen  rationalen 
algebraischen  Function  des  nten  Grades  eine  constante  Grösse  ist^ 
und  alle  hohem  JMfferentialquotienten  einer  solchen  Function 
folglich  verschwinden.  ' 

IL  Man  k^nn  aus  der  vorher  für  ^  =  f(x)  gefundenen 
allgemeinen  Formel  auch  einen  merkwürdigen  Ausdruck  für 
f{x  +  Jx)  herleiten. 

Setzt  man  nämlich  in  dfer  in  Rede  stehenden  allgemeinen 
Formel  x  -|-  Jx  für  x,  und  entwickelt  dann  alle  Potenzen  von 
X  -|-  ^x  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze;  so  erhält  man  ohne 
Schwierigkeit 
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fix  +  Jx)  = 

woraus  sich  ferner  ns^cb  dem  in  I.  iiir/(jr)  gefundenen  dllge- 
meinen Ausdrucke,  wenn  man  denselben  auch  auf  die  Functionen 
/(x),  f\x)^f"{x) , .  •  .  .  anwendet,  unmittelbar  der  folgende 
ebenfal^  sehr  merkwürdige  Ansdrucfccrgiebt: 

/(,+ ^*)=/(*) + /'(*)  ^ + ry)  7^ + /"'(')  i^  +..'..  ' 

yf  ••I»— 1  xf-r* 

Dass /<»>(*)= /<">(0)  ist,  ist  klar,  Vcil/<»)(x)  nach  1. 
eine  constante  Grösse  ist. 

Zu  bemerken  ist  noch,  daäs  man  den  obigen  Ausdruck  auch 
onter  der  Form 

oder,  weil  bekanntlich  y^*  —  y  =  -^y  ist,  auch  unter  der 
Form 

sehreiben  kann. 

>      §.  96. 

Für  yssfa',  wo  a  eine  positive  Grösse  bezeichnen  soll, 
ist  nach  §.  57. 

dx 

Also  ist  I 


■) 
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Folglkh  ist  allgemein 

Für  a  =  e  ist  /a  =  1,  nn^  folglich 

§.97. 

pfir  y  =  fogor,  \^ojp  positiv  sdyn  30II,  iist  nadi  §.  59. 

dy  1         j:-* 

Folglich  ist  Dach  §.93.  L. 

Nach  §.  94.  üi  abfer  \  ;    -  ' 

— n»— *,  ■     ■       > r  ■  . 

Also  ist 

oder  nach  |.'68. 

?jf^,""  ^  >   -^      •  *»         .  » 

und  folglich 

\           i     4\— L     l-2.3...(n— 1)     ^ 
c)-y  =  (-1)»-*.    ^;j^| L.    S^n 

oder  '      ' 

d.     ..      ,     1.2.3...  (n — 1)  löge     ^ 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  auch  unmittelbar 

ö»Zar  •     .     ,.     ,       1.2.3...(n— 1) 

S^  =  (-1)'-*-    j;j > 

Ö«Z*  =a  (-1)'^' .   ^',^'3...(n-l)  ^^^ 


» . , 


ohere  D^eran^e  der /Fmte«,  «riitL.  läilw  VntUUeik  II? 

Blittdst  §.  60.  nnd  §.  61.  erhält  man  lacht:,    i 

öiinx  »   £     %  m    X       '"i" 


'  ( 


•  •  •         •  11  »'    "* 

^^6    ■  =  —  *"»*  =  «n(ar  +  47r)  ,    .      - 
d''tinx  .\r     -  .    x. 

11.  8.   W«     . 


Vlso  ist  aUgemein 

ö^9inx  ■      "  *   *    '\  .  -    *■ 

Auf  ganz  lUinlicbe  ^Art  ist  nacb  §.60^.  \\n^  %.  61. 

•   ^  •''■'■••  ■       '   -  - 
o^coix 
Jh.      =  —  CO«*  =  coi(a:+  Jtt)  , 

'    •      .  .    ■.       ,   --••'    •  ;.    •  =        ■■         i. 

»  ■  ... 

S^cotx 

v^coix 

.  '  ■     ,  .i. ."  »-.     ':  -*    -    r-    ^       ...  •     '. 

ü^cotx 

ß^c>(y$x  r     ,   «   \ 

SUoix,    ,•    ,   ^.-  .'   ,  _-^.  • 

O.  8.   W. 

folglich  ist  aUgemein 

■     2.        Ä"r^  =  cof  (a;  +  f  n  tt)  ,  o»coi «  =*  ,co«  (*  +  f  nn)  ox«  . 

8 
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§.'99* 
Für  die  Eiliicti*nfH  ^    ::::      /     .  ;  !    . 

fftzz  Arctangx 

ist  nach  §.  70.  »(-^  !--)    f  --   - 

^<P         <  1  , 

Differentiirt  man  nun  diese  Gleichung,  bemerkt  dabei  aber, 
dass  9  eine  Function  ypa  x  ist;  $o  ßrhälr  ittan . 

^.  /»••._  ".■  '.''•»^'-  "-■  -      •        '-■■- 
=  '—  eo8q>^ain2q>. 

Durch  Different)S|tij(nL;£esei>  CUdchung  ergiebt  siibh  femer 

■  A  ;■  =  —  2 CO« <»'  cos xw-rr--  +   * co« w sin w sin xw -r-^ 

^       .<(  ■  •  -:-^  )-•  '■-■-  -  y^     ■    -  -  -        ■        «^* 

=  —  2  cos  ^' (cos  (y)  cos2(p  —  8in<psin2(p) 
=  -n  ^  ^<>*  9'  cos  3^  9 

und,  wenn  man  diese  Gleichung  nun  wieder  differentiirt: 

A  y   =2.3  cos  ^3  sin 3<y) -J^  +  2.3  cos(p^  sin (p  eos 3 ^  7p- 

=  2. 3  cos ^^(cos 9  sin 3^  4-  sin^  cos 3^) 
=  2;3cos^^sm4^, 

5-^  =  2.3.  4cos<p^ios4y^ß^—  2.3.4eös^'sin9>  sin4(p  ^^ 

=  2.3.4  cos  lp^-(co«^  6os4^.-*-«i'n:^  5m4^) 
==  2.3«4cos^*cos5y , 

.—jL  =  —  2. 3 .4.5008^*  sinS(p'J^  — «  2.3.4.5 cos ^^  sintpcosSip-^ 

=  —  2 . 3.4 . 5  cos  (p^  (cos q)  siri  6(p  ^sin  (p  cos  b(p) 
=1  ^  2,SA.Scos(p^  sin6(p  j 

;    .  »  ■     .  .    .  '         ' 

Tj-2.  s:  —  2.3.4,5.6  cos  y^,  cos6(p  -^  -|-2'3.4.5.6  C0S9)'  sin(psin6(p  -^ 

=: —  2.3.4.5.6 cos <p'  {cos(p  cos6(p—^sih(p  sin.6(py 
=  —  2.3.4.5.6  cos  ^^  cos7(p  , 

u.  8.  w. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Allgemein  ist 

g~^  =  1.2.3.4. .  (2n— 1)  (— l)"  costp^n  sin2n(p  , 
S5— -ji.  =  1. 2.3.4.. ÄnC—l)«  cosy«»^«  cos(2n+l)^. 
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Es  ist  aber 

8in2n(^n — y)  ra  sin(nji^-2TKp)  ' 

=3  —  eosnn  'sm2n(p  ==  —  (—1)*  «in  2ny, 
«in(2«+l)  ÖÄ— y)  s=  iin{nx^(tn+i)(p  +  i7i] 
=  cos{n7r— (2n+l)y}=cosn7icos(2»+l)y=(— |)^c#«(27i+l)y, 


oder 


1 

sin  2ny  =  —  (_4\m    *''*  2n(4:7r— y)  9 
cos(2n+i)(p:=:     'r_^\^   «in(2n+'l)(47r— y). 


Also  ist 


oder 


i^   =  —  1.2.3 . . .  (2n— 1)  CO»  y?«  sin  2n(4^— y) , 
^-—S  =       1.2.3 . . .  2n  C03  y 2H-I  sin(2n+  l)(i7r— y)  ; 

1^  =  1.2.3...  (2n^l)(— 1)2«-»  cos  9«"  «m2n(4Ä-y), 
^^  =  1.2.3 . . .  2n(-l)a«  cos  y  «H-i  sin  (2n+l)(47r~(p) , 

ond  folglich    offenbar  überhaupt    für    jedes    gerade    oder   un- 
gerade n 

'^''^V^''^'  =  1 .23...(n-.l)(-l)'-icosy »  sin  n(4;r-y) , 

für 

<^  =  Arctangx. 

§.100. 

I 

Weil  nach  §.  71. 

S  Are  cot  X  l 


ist;  80  ist 

d  Are  cot  X  d  Arctangx 

— -^ ■" ;     3i'      * ' 

und  folglich  offenbar  überhaupt 

S'* Are  cot X  _         f)^ Arctangx 

d.  i.  nach  §.  99. 

^%IT'  ==  1-^.3. ..(n-l)(-l)-  costp^  sinni^n^ff), 

für 

tp^  Arctangx. 
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Für  '4f  c=  Arccotx  ist 

und  man  kann  folglich  offenbar  ^n — t^für  9,  ip  für  Xn — tp 
setzen.    Auf  diese  Art  erhält  man  aus  dem  Vorhergehenden 

S** Arccotx         ^  no  '     /       4\  /     *%•     •     •-    • 
— — -_ =  1^.3..  .(n— 1)  (—1)*  sintp*  sinrnj;. 


Fü  n  f  t  e  s  K  a  p  i  t  e  L        "" 

DerMacIanrin'scIie  und  Taylor'sclie  Lehrsatz  für  Functionen 

mit  einer  y^ränderlichen  Grösse. 

Erklärung.  Blan.sagt,  dass  eine'  Grösse  X  eine  Mittel- 
grösse zwischen  zwei  andern  Grössen  ^  und  i?,  oder  zwischen 
diesen  beiden  Grössen  enthalten  sey,  wenn  das  Product 

eine  positive  Grösse  ist,  wobei  wir,  wie  auch  im  Folgenden 
immer  geschehen  wird.  Null  mit  unter  den  positiven  Grössen 
begreifen.       «... 

Bezeichnen  wir  also  eine  Mittelgrösse  zwischen  A  und  B 
überhaupt  durch  M  (A  ,,  B);  so  ist  das  Product 

{A'^M(A,B)}{MiA,B)  —  B] 

jederzeit  eine  positive  Grösse. 

Zu  näherer  Erläuterung  dieser  allgemeinen  Definition  joiöge 
noch  Folgendes  bemerkt  werden. 
Ist  zuerst  das  Product 

{A'-'M(AyB)}lM(AfB)  —  B} 

nicht  Null ;  so  verschwindet«  keiner  seiner  beiden  Factoren,  und 
diese  beiden  Factoren,  haben,  weil  das  Product  positiv  ist,  gleiche 
Vorzeichen.  Daher  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern 
Zeichen  auf  einander 

MiA,B)>4y    MiA,B)<B. 

Verschwindet  das  Product  , 

{il-M(^,B)HM(^,B)-B}; 

80  verschwindet  entweder  nur  einer  seiner  beiden  Factoren,  oder 
diese  Factoren  verschwinden  beide.  Verschwindet  nun  zuerst 
bloss  der  FacloV  J—M(A,B);  so  ist 

M(A,B)=:A,     M(A,B)^B. 


I 
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Verschwindet  dagegen  bloss  der  Factor  M{A^B)  —  J9;  so 
ist 

MiAyB) ^  A  ,      M{A,B)  ==  B. 

Verschwinden  endUoh  beide  Factoren;  so  ist 

MiA.B)  =  A  ,      M(A,B)  =s  B, 

und  fo^Iich  natürlich  A  :^=  B, 

Hieraus  sieht  man,  dass  eine  Mittel^össe  zwischen  zwei 
-  ungfeichen  Grössen  jederzeit  eine  Grösse  ist,  welche  nicht  klei- 
ner als  die  kleinste  und  ifficht  grösser  als  die  grösste  der  beiden^ 
in  Rede  stehenden  Grössen  ist.  Eine  Mittelgrösse  zwischen  zwei 
einander  gleichen.  Grössen  ist  dag^en  diesen  beiden  Grössen 
immer  selbst  gleich. 

§.  102. 

Lehrsatz,  Wenn  die  Function  y  s=s /(x)  in  der 
Nähe  eines  bestimmten  Werthes  der  unabhängigen 
veränderlichen  Grösse,  der  jedoch  hier  der  Ein- 
fachheit wegen  durch  s  selbst  bezeichnet  werden 
mag,  stetig,  und  dei^  entsprechende  Werth  f  (ai)  des 
ersten  Differentialquotienten  dieser  Function  eine 
endliche  bestimmte  Grösse,  aber  nicht  ==  0  ist;  so 
wird,  indem  man  die  unabhängige  veränderliche 
Grösse  sich  von  dem  bestimmten  Wertheo^an  stetig 
Terändern  lässt, 

I.  wenn/'(^)  positiv  ist,  die  gegebene  Function 
?on/'(j?)  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unabhän- 
gige veränderliche  Gi^össe  von'^j:  an  respective  zu* 
oder -abnimmt;  dagegen  wird 

IL  wenn  f'(s)  negativ  ist,  die  gegebene  Fun- 
ction von/(j:)  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  un- 
abhängige veränderlicheGrösse  von  ssrn  respective 
ab-  oder  zunimmt. 

Beweis.  Die  der  beliebigen  Aenderung  ^x  von  x  ent- 
sprechende Aenderun^  von/(j:)  sey  ^v.  Nacä  dem  allgemeinen 
Begriffe  des  Differentialquotienten  ist  /  (j^)  die  Gränze,   welcher 

^sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 

i^ert,  wenn  ^x  sich  der  Null  nähert.    Für  der  Null  unendlich 

nahe  kommende  ^x  hat  also  ~  mit  f'(x)  offenbar  einerlei  Vor- 

zeichen.     Ist  folglich  /'(x)  positiv;   so  ist,  immer  für  der  Null 

nnendlicb  nahe  kopimende  ^jr,  auch  •—  positiv,  und  jjx  und 

Jy  haben  folglich  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  x  und  /(x)  nehmen 
^eichzeitig  zu  und  ab,  wie  behauptet  wurde.  Ist  dagegen  f\x) 
n^ativ;   so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Jx  auch 

-j^  n^ativ ,  und  Jx  und  Jy  haben   folglich  entgescuge.s^\a»Vft 


r 
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Vorzeichen,  d.  i.  /(jt)  Bimmt  ab  oder  zu,  wenn  s  respectire 
zu-  oder  abnimmt,  welches  der  zweite  Theil  der  Behauptung 
war. 

§.  103. 

I 

Wenn  eine  von  x  =  a  bis  jt  c=:  ß  stetige  Fnnfction:  zwi- 
schen diesen  Gränzen  ihr  Zeichen  niemals  ändert^  so  kann  die- 
selbe zwischen  diesen  Gränzen  auch  niemals  verschwinden,  weil 
eine  für  einen  gewissen  Werth  ihrer  ▼eränderlichen  Grösse  ver^ 
schwindende,  in  der  Nähe  dieses  Werths  stetige,  Function  bei 
diesem  Werüie  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  offenbar 
jederzeit  entweder  vom  Negativen  tum  Positiven,  oder  vom 
Positiven  zum  Negativen  übergehen  muss. 

Dies  vorausgesetzt,  lassen  sich  aus  dem  im  vorigen  Para- 
graphen bewiesenen  Satze  unmittelbar  die  folgenden  wichtigen 
Folgerungen  ziehen. 

I.  Wenn  ß>a  und  die  Function  /(x)  sowohl,  als  auch 
ihr  erster  Differentialquotient  f'{x)  von  jc  =  a  bis  x  =  /3  stetig 
ist;  so  wird,  wenn  /'(x)  von  x=a  bis  x=/3  stets  positiv,  ist, 
die  Function  f{x)  von  x=a  bis  x=^  stets  wachsen;  dagegen 
wird,  wenn  /'(x)  von  x  =  a  bis  x  =  /3  stets  negativ  ist,  die 
Function  /(x)  von  x  =  ik  bis  x  =  /3  stets  abnehmen. 

II.  Wenn  j3<Ca,und  die  Function /(x)  sowohl,  als  auch 
ihr  erster  Differentialquotient  f\x)  von  x  =  a  bis  x=  j3  stetig 
ist;  so  wird,  wenn /'(x)  von  x  =  a  bis  x  =  j3  stets  positiv 
ist,  die  Function  /(x)  von  x  :=  cf  bis  x  =  j3  stets  abnehmen ; 
dagegen  wird,  wenn  /'(x)  von  x  =  «  bis  x  =  j3  stets  negativ 
ist,  die  Function  /(x)  von  x  =  a  bis  x  =  j3  stets  wachsen. 

III.  Wie  also  auch  die  Gränzen  a  und  j3  beschaffen  seyn 
mögen;  so  wird,  wenn  »die  Function  /(x)  sowohl,  als  auch  ihr 
erster  Differentialquotient  von  x  =  o;  bis  x  =s  j3  stetig  ist,  und 
letzterer  von  x  i=  a  bis  x  =  ß  sein  Zeichen  niemals  ändert, 
die  Function  /(x)  immer  von  x  =  a  bis  x  =  j3  entweder  stets 
wachsen,  oder  stets  abnehmen.  ^  * 

Auch  ergiebt  sich  aus  1.  und  II.  unmittelbar,  dass,  wenn 
die  Function  'f{x)  von  x  =  a  bis  x  =  |3  stets  zu  -  oder  stets 
abnimmt,  eine  andere  Function  9?(x)  dagegen  von  x  ct=  a  bis 
X  =  ß  respective  stets  ab  -  oder  stets  zunimmt,  die  Difl*eren- 
tialquotienten  /'(x)  und  (pXx)  von  x  =  a  bis  x  =  ß  immer 
einander  entgegengesetzte,  sich  selbst  aber  immer  gleich  blei- 
bende Vorzeichen. haben  werden.  "Stetigkeit  der  Functionen  und 
ihrer  ersten  Differentialquotienten  wird  natürlich  auch  hierbei 
immer  vorausgesetzt. 

§.  104. 

V 

Lehrsatz.  Seien  /(x)  und  F(x)  zwei  Functionen, 
welche  für  x  =  et  beide  verschwinden  und,  so  wie 
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iiixe  ersten  Diffären:tialqaiitienten/r(k).iindi^(jr)  vao. 
X  =3  ff  bis  JT  trp  /}  stetig  sind.  Aendert  njan  ^\*)  YOn 
X  =:;=  a  bis  X  =  /3  ß^in  Zeichen  nicht;  so  ist,  wenn 
A  and  B  den  kleinsten  und  grössten  unter  allen  ^ep 
Werthen  bezeichnen,  welche  der  Bruch 


ypr :  ^  . .. 


.'  f 


i.i;..       .      ■    •'• 


I  ♦ 


erhält,  wenn  man  x  sich  von  x  =  a  bis  x  =  j3  stqtig; 
verändern  lässt,  der  Bruch 

fifü    ^ 

F(ß) 

jederzeit  eine  Hiitelgrdsse  swiscbeu:  il  und  B,  d.  i. 
in  der  oben  eingeführten  Bezeiob^ang 

I  •       I 

Beweis.  Man  lasse  t  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse/ 
die  jedoch  nicht  =.0  ist,  bezeichnen,  iind  setze,  indem  siph. 
die  obem  Zeichen 'auf  den  Fall,  wo  et  K^/^^-die  untern  auf  den. 
Fall,  wo  a  >  /3  ist,  beziehen. 

Der  kleinste  und  grösste   unter  allen  den  Werthen,  welche  derx 
Brach  ■   _^ 

erhält,  wenn  man  x  sich  von  x  =  a  bis  x  =  /^'  stetig  ver- 
ändern lässt,  seyen  respective  A'  und  Bf.  Setzen  wir  nun,  in- 
dem f  seine  obige  Bedeutung  behalt, 

so  ist  offenbar  für  jeden  Werth  von  x  von  x  =  a  bis  x  =  ^^ 

irc^  "^>^'  FW  ^ 

Nach  der  Voraussetzung  ändert  F'(x)  von  x=a  bis  x=ß 
sein  Zeichen  nicht.  Also  ist  Pix)  von  x  =  a  bis  x  =2  p 
offenbar  entweder  stets  >  0  oder  stets  <C  0,  und  es  ist  folg- 
fich  von  X  =  a  bis  Jir  =  ^'  jederzeit  das  eine  der  beiden 
Producte 

Stets  ^0,  das  andere  stets  <C0,  wobeies  übrigens  unbestimmt 
bldbt,  für  welches  dieser  beiden  Producte  das  Erste,  und  für 
welches  das  Zweite  Statt  findet.  Daher  ist  von  x  =z  cc  bis  x 
=  (>  jederzeit  die  eine  der  beiden  Grössen 

fix)  ^  A'F'ix)  ,     fix)  ~  JB"F'(*) 
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stets  >0,  die  andere  stets  <:^0.'  Da  ttnn  diese  beiden  GrösseiL 
offenbar  respeetive  die  Difibrentialquotieltien  der  Functionen . 

/(x)-.i"ft'),,    /(x):-S':j?Xx) 

sind;  so  ei^ebt  sich  aus  §.'103.^  unmittelbar^  dass Jederzeit 
von  X  =  a'  bis  JT  =  ß'  die  eine  dieser  beiden  Functionen  stets 
wachsen,  die  audere  dagegen  stets  abnehmen  wird.  Nach  der 
Voraussetzung  ist  nun  f{a)  s=s  0 ,  F(a)  =  0, -und  folglich 
auch  '  .    M      •,.-. 

Die  Grösse  i  kann  man  beliebig  klein,  also  a  beliebig  nahe 
bei  a,  die  Grössen 

folglich  wegen  der  yoraüsgesetzten  Stetigkeit  der  Functionen  be* 
liebig  nahe  bei  Null  annehmen.  Hieraus,  in  Verbindung  mit 
dem  vorher  Bewiesenen,  geht  unzweideutig  hervor,  dass  von  den 
beiden.  Grössen 

* ' ;. :        /oo  -7  y^'nß^  y  /oo  -  b"  fx^) 

jederzeit  die  dne  >*  0 ,  die  andere  <^  0  ist.  Also  ist  auch 
jederzeit  die  eine  der  bdden  Grössen  *   '. 

>  0 ,  die  andere  <C  0.  Weil  aber  wiegen  der  gemachten  Vor- 
aussetzungen Ä'^  <^tl'  ist;  so  ist  offenbar 

od^r 

ZOT  ^  ^,  fon  ^^^ 

Nach  dem  Obigen  ist  nun 

wo  die  positive  Grösse  %  beliebig  klein  angenommen  werden 
kann.  Sind  also  die  Grössen  A  und  ß  ungleich ,  d.  i.  um 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  von  einander  verschieden  f  so 
ist  otfenbar  auch 

Wäre  aber  Ä^=tl\  so  könnte  zwischen, -4^ =-4' — i  und 
ß''=z  ß^i  offenbar  bloss  Äz=zß  liegen,  und  es  wäre  folglich 
augenscheinlich  in  diesem  Falle 

Da  Ä  der  kleinste,  ß  der  grösste  unter  allen  den  Werthen 
ist,  welche,  der  Bruch   ' 
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> 

arbalt,  wenn  man  sich  x  von  x  =  et'  bis  x  =='  ß'  stetig  ver- 
indem  lässt;  ,  so  muss  in  dem  Falle,  wo  J^  =^  1/  ist,  dieser 
boch  offenbar  so  hesjchaffen  seyn,  .da&s  er  seinen  W.erth  von 
X  =  a  bis  or  rz  ß'  gar  nicht  ändert.  Ob  es  solche  Fonctionen 
sdien  kann,  lassen  wir  dahin  gestellt  seyn;  der  Allgemeinheit 
des  Beweises  wegen  musste  der 'in  Rede  stehende  1^11  vorher 
■it. betrachtet  wejrden^  ... 


I  < 


';Ud>erbaiq>t  geht  nun  aber  aus  demOIiigeii  benror,d«iss.das 
FlroiiiGt 


•  I 


i'ederzeit  eine  positive  Gnbse ,  md  folglich  nach  §.  101.   der 
inich 

:  fSH  ■■^ 

•  .     -.  J^i^y  '  •■■■  ■  '       ■    •  •     v:'! 

jedcsRzeit  eine  l|itlelglrö$s^e  zwischen  Jf  und  fi',  oder 

ist.  * 

Die  Grösse  t  ist, eine  unendlich  kleine  Grösse,  und  nach  den 
gemachten  Voraussetzungen  sind  die  'Functionen  f{x)  ,  't^(xyi 
/'(jr),  F'(x)  von  or  =  a  bis  x  =  ß  stetig.  Daher  kann  man 
statt  der  Grössen  a  ,  jS',  ^ ,  \B'  offenbar  auch  respective  a ,  jJ, 
A,B  setz.en,, so  .das$  folglich  auch 

ist,  wie  bewie3en  werden  sollte.  - 

Besonders  bemeiken  wir  des  Folgenden  wegen  hier  noch, 
iass  in  dem  Fali^  wo  A  und  ß  ungleich  sind,  jederzeit 

in  dem  Falle  dagegen,  wo  ^4  ==  B  ist. 


FW       : 


Ji 


ist    Auch  erglebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden^  dass  im  letz- 
tem Falle  die  Function 

fix)  \  '■!!:.•'-■        .      -  ;  ■    i 
,.,,        ^'  ■■■•i'f 

von  X  =  a  .Ms  jp  =53.ß.  ihren  Werth  g^p  nichi  ändert,  und  je- 
dem dijeser  Wei;die  dieser  Function  die  Grösse 

^ch  ist. . 


m= 
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§.  105. 

Zusatz*  I.  Indem  alle  dem  vorigen:  Satze  znm  Grninde 
Bünden  Voraussetzungen  völlig  ungeändert  l)leiben,  denke  man 
Mcb  jet^t  die  Function 

in  dem  Intervalle  x  :iz  a  ,  x  zz  ß  durch  eine  stetige  Gurve 
dargestellt^  so  erhelle  miiteUt  des  vorigen  Satzes  auf  der  Stelle, 
dass  es  immer  einen  gewissen  Werth  S  von  x  geben  masjB, 
welcher  grösser  als  die  kleinere,  kleiner  als  die  grösserci  der 
beiden  Grössen  a  uad  ßi  und  iiir  weichen 

s)  -   TW 

ist.  ^ 

IL  Setzt  man  nun,  indem  jetzt  %  eine  beliebig  grosse  po- 
sitive oder  negative  Grösse  bezeichnet,  ß  =:  a  +  i;  so  ist 
offenbar  ^  =s  a  +  i^  ,  w^)  f|  eiile  Grösse  bezeichnet,  wekbe 
mit  f  gleiches  Vorzeichen,  aber  einen  kleinern  absoluten  Werth 
wie  t  nat,  und  folglich 

.     ,  F(a+i)   -  ir(a  +  ^)/         . 

indem  auch  hierbei  die  bei  dem  Lehrsatze  in  §.  104.  gemachten 
Voraussetzungen  stets  zum  Grunde  liegen. 

'  Di^s  führt  uns  nun  unmittelbar  zu  dem  folgenden  sehr  wich- 
tigen  Sätze : 

Wenn  f(x)  und  F(x)  zwei  für  x  =  a  verschwili^ 
dende  Functionen  bezeichnen,  welche,  so  wie  ihre 
ersten  Differentialquotienten  /'(x)  und  F^{x)^  von  .r 
z=  a  bis  X  =  a-^i^  wo  %  eine  beliebige  positive  oder 
negative  Grösse  bezeichnet,  stetig  sind,  auch  der 
DiffereBtialquo'tient  F'(x)  von  x  'rz  a  bis  jc  rr  a  4"  « 
sein  Zeichen  nicht  ändert;  so  iist,- indem  t\-  ein«^ 
Grösse  bezeichnet  ,  welche  mit  %  einerlei  Vorzei- 
chen, aber  einen  kleinern  absoluten  Werthe  wie  t 
hat,  jederzeit  ' 

.      '        ■  '  ,        •.    •    •  •       .  •. 

§^106.       .  •  ; 

Lehrsatz.    Wenn  die  Functionen 

/W  .  /'W  ,  rW  ,  rix)  ,  . .  .  /<^0(x) ; 
F(x) ,  F\x) ,  rix),  F'"(x)  , . , .  Fi^%x) 

für  JT  =  a  sämmtlich  verschwinden,  und,  so  wie 
auch  die  Functionen /(«^Cr)  und  F^''\x),  von  x  zz:  a  bis 
jT  =  ce  -)-  t  stetig  sind,  keine  der  Functionen 
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tber  von  x  =  a  bis  x  ziz  a  -^^  i  ihr  Zeichen  ändert; 
80  ist  jederzeit 

/(«  +  0     _  /<")(«  +  In  ) 

WO  u  eine  Grösse  bezeichnet,  welche  mit  $  gleiches 
Vorzeichen 9  aber  einen  l^leinern  absoluten  Wertb 
wie  f  hat. 

Beweis.    Nach  §.  105.  II.  ist 

Fia  +  t)  ■"   FXa  +  i,)    » 
/(»-')(« +in-i)  _   /(»)(«  +  in  ) 

WO  die  Crossen  i  \  t .  9  «2  9  *3  9  •  •  •  *»  sämmtlich  einerlei  Vor- 
zdehen  haben,  ihre  absolaten  Werthe  aber  dne  fortwähr^d  ab- 
nehmende Reihe  bilden.    Also  ist  offenbar  auch 

wo  f  und  t„  Grössen  von  einerlei  Vorzeichen  sind,  und  der 
absolute  Werlh  von  »„  kleiner  wie  der  absolute  Werth  von  » ist, 
welches  der  zu  beweisende  Satz  war. 

§.  107. 

Zusatz.  Weil  t„  mit  i  einerlei  Vorzeichen,  und  einen  klei- 
nem absoluten  Weriji  wie  %  bat;  so  kann  man  offenbar  t,»  =  ^t 
setzen,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  und  der 
voriee  Lehrsatz  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  aus^ 
drücken: 

Wenn  die  Functionen       -»^ 

/W  .fix)  ,  rtx)  ,/'"(*),  .  .  .y(-»)(ar); 
F{x)  ,  F\x)  ,  F'\x)  ,  F'"{x)  ,  .  . .  F(— 0(x) 

für  X  ==  a  sämmtlich  verschwinden,  und,  so  wie 
auch  die  Funictionen  f^*\x)  und  P^^^{x)  ,  von  or  z=  a 
bis  X  ==.  «t  +  <  stetig  sind ,  keine  der  Functionen 

aber  von  jr  =  te»  bis  j?  =  «  4-  t/ihr  Zeichen  ändert; 
so  isty  indem  ^  einen  positiven  echten  Bruch  be- 
zeichnet, jederzeit 

■  /(«  +  0-  /^'^«  +  pO 

F(a4'i)  ""  F(»)(«  +  (?i)  * 
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8.  108. 

WiP  wollen  nun  a  =  0,  F(x)  =  x*  ,  wo  «  äne  positive 
ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  setzen ,  nnd  wollen  untersuchen, 
ob  ,die  Function  F(x)  =  jr"  allen  bei  dem  vorhergehenden 
l^aüse\g^ina.chten  Voraussetzungen  genügt.  -     '    ' 

Entwickeln  wir  zu  dem  Ende  die  Differential^ptienten  der 
Function  F(x)  =:  o;"  ;  so  erhalten  wir 

Fix)  =  :c», 
FXx)  =  n**-«, 
F"(^).=  (ii-.l)nÄ»-2, 
F'"(:r)  =i'  (n — 2)  (n  -  l)iu:»-*. 


F^«-**)(a:)  =  2.3.4.5.6...,  lur,'  , 

F('«)(4:)  CS  1.2.3.4.6.6.....  n. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

Fix)  ,  Fix),  F'Xx)  ,  F'"(*)  ,  .  .  .  .  F<«-"')Or) 

•  #     •     •  . 

£1^^  s=  0  sämmtlich  verschwinden,  und  dass  keine  der  Fun- 
ctionen 

FXx)  ,  F"ix)  y  F"\x)  ,  FiT(^)  ,  .  .  i  .  F(»)(x) 

von  jr  =  0  bis  jr  =  i  ihr  Zeichen  ändert.  Auch  sind  die  Fun- 
ctionen .  •       ' 

Fix)  ,  F\x)\  F:Xx)  ,  F"\x)  , F(«)(*) 

offenbat*  von  jr  =  0  bis  jr.5=  «stetig,  wie  sogleich  in  die  Au- 

?3n  fällt,  wenn  man  nur  festhält,  dass  n  eine  positive  ganze 
ahl  ist.  Also  genügt  die  Function  Fix)  offenbar  den  sämmt- 
lichen  im  vorhergehenden  Paragraphen  geforderten  Bedingungen. 
Weil  nun  ^ 

FO^Xx)  =  1  .2  .  3  .  .  .  n 

ist^.so  ist  natürlich  auch 

FC«)(j7i)  =  1  ,  2  .  3  •  .  .    n 

ZU  setzen,  und  aus  §.  107.  ergiebt  sich  daher  unmittelbar  der 
folgende  Satz: 

\.    Wenn  die  Functionen  . 

/w  >  f\x),rix^.,  rw , . . .  f^^Kx) 

für:irs=0  sämmtlich'verschwinden,  Uiid,  so  wie  die 
Function  /^"^(jr),  von  x /=i  0^  bis  j?  ==  i  stetig  sind; 
so  ist  immer 

wo  ^  einen  positiven  echten  Bruc^  bezeichnet. 

Setzt  man,  welches  offembar  verstattet>  ist,  or  für  t;    so  er- 
hält man  folgenden  Satz^ 
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II.    Wenn  die  Functionen  . 

/(*) ,  /w  *  rw » /'"(*) ;  •  ^ .  f^'^-m    * 

ür  s^=:0  s'ämmtlich  verschwinden,  and»  so  wie  die 
Funötion /^"^Cj:),  von  s  =  0  bis  jr.?=;j:.  stetig  sind;  so 
ist  immer, 

WO  Q  einen  positiven  echten  Bruch , bezeichnet. 


•\*  •  • 


•  I  ■  •      .  I :    I    ' 


•;:       ..  §.109. 

Wir  ^oUen  nun  annehmen^,  dass  di(^. Functionen 

von  X  =3  0  bis  JT  =  jr  sämmtli<^h  stf^'g  «nd.;     Se^en   wir 
dann 

«X)  =  y(x)  -  y(o)  -  -f  v'CO)-  f^"C0)— .-r i^^j^tr'iCQ); 

SO  ergiebt  sich  durch  successive  Differentiation  ohne  alle  Scnwie^ 
rigkeit:    ■  .  -  -l-'   ■'"         .  [•  /\  }•  .  .      .    (^'A 

/"(*>=y'(*)-<p"(0)-  -fy"'(0)- —  T^=Tf^'"KO) , 

« 

.•  •  «  .  *  •  .  •  •  •-•■•.  .k        .   "—  «.T 

•  ■••,,•*■■  ...I-»,, 

/C»-i)(a?)=<^(»-»)(:r)-y(»-»(0) , 

Hieraus  ergiebt.  sich  auf  der  Stelle,  dass  die- Functions    -■ 

für  jT  =  0'  sämmtlich  verschwinden.  •  Au^h  ist,  weil  nach  der 
Voraussetzung 

von  jr  =  0  bis  X  =:  jr  stetig  sind,,  klar,  dass  die  Functionen 

von  j?  =  0  bis  jr  =  j?  stetig  sind.    Weil  ferner 

ist;  so  ist  natürlich  auch    . 

/(»)(^>=:^(i.)(^a7)  ,  .  -    ■,  .  . 

und  folglich  nach  §.  108.  :.     >  . 
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T(-'>^o)--fv>'(o)-&v''(o)-^"'(o)-:..--j^j»c-)(0)      '■    « 

« 

oder 

y(*)=»(0)+  -f  »'(0)+-g;9"(0)+ j53»"'(0)+... 


•  •  •  • 


i  "l  '» ., 


^oa 


Schmbt  man  nan  statt  des  Functionszeicbens  a>  wieder  das 
Fanctionszeicheii  /;  so  erhält  man  den  folgenden 'oöchst  wich- 
tigen und  merkwfirdigen  Satz : 

Wenn  di^  Functionen  V**' 

ronsasO  bis  :r  =3  jr  sämmtlich  stetig  sind;    seist       ^^  ^ 
immer  L 


WO  ^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

,    8.«o.  J«»' 

Aus   diesem    Satze  lassen  sich  zwei  andere  nicht  minder 
wichtige  Sätze  herleiten. 

Man  setze  s  =  a  -^  z  und/(jp)  =«  i^C*);  so  ist,  weil  t^^ 

dx     •  ^ 

ist,  aaeb  §.  43. 

F"'(«)  =  /»^=/'»,  ^^^ 

also  überhaupt  ^^  -^ 

Für  «=  0  ist  X  SS  0.    Also  ist 


,^^ 


W^  ^1L%  ^a^H.  ^»«1%/      % 
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Setzt  man  qz  Guc  z;  so  moss  man  offenbar 

a  '{•  Qz  =:  a  +  q(x — d) 

für  jp  setzen,  und  hat  also  allgemein 

•  •F(»)((»z)  =/(*)(a+(.t^— a)). 

Sind  nun  die  J*^nctionen 

Fiz)  ,  P'(z)VP''(z)  ,  F%y ,  .  . .  FW(z) 
von  ^  =  0  bis  js  =  j( ' sämmtKch  stetig;  so  ist  nach  §.  109. 


z  ^;^^  ,  .    z*    „w^^N  .     2* 


•  tf  ••- 


'  i^,)=*to)+ -^^(0)+ -^  F"(o)+ ^r"(0)+ 

# 

und  man  erbaii  also,  wenn  man  alles  Vorhergehende  zusammen 
nimm^  den  folgenden  Satz  : 

I^    Wenn  die  Functionen 

fiw)  ,  fXwy ,  f\w)  ,  r\m)  ,  -  .  .  fi^Kpß) 

von  X  =s  a  bis  JT  c=a  jr  sämmtlich  stetig  sind;    so  isl 
jederzeit 


•  •  •• 


WO  p  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  > 

Setzt  man  hierin  x —  «es  t ,  jr=  n  «{*  $  •  so  ist,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Functionc^n 

von  ^s=s«bisj7:±sa4'*  sämmtlich  stetig  sind,  jederzeit 

wo  9  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  und  man  hat 
also  jetzt,  wenn  man  nur  wieder  jr  fiir  a  schreibt,  den  folgen- 
den ebenfalls  h^st  wichtigen  Satz.: 

II.    Wenn  die  Functionen 

von  s  =s  s  bis  s  ^=  s  +  $  sämmtlich  stetig  sind;  so 
18t  immer 

wo  Q  einen  positiven  echten  Bi'acb  bezeicbu^U  ^ 
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...     •    .         •    _' 
Erklärung.    Mail  bezeicbtiie^  wenn.  '  .[  . 

*1  >  *1  >  *3  »  '^4  >  's  >  •  •  •  *»  r  •  •  •  « 

eine  beliebige  Reibe  ist,  die  Summe 

*l  +   *2    T.  *3    +  '4  "I"  •  •  •  •  T,  'i»  ,  . 

der  »  a*sten  Glieder  ders^en  durch  <»  •.  Wenn  nun  «»  sieb, 
Wenn  n  wäcbst,  einer  bestimmten  endlicben  Grösse,  die  wir 
durch  9  bezdchnen  wellen,  immer  mehr  und  melm  näb^,  und 
derselben  beliebig  nähe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  n 
gross  genug  nimmt  ^  so  sagt  man,  dass  die  Reihen 

*i  >  *a>  *3  9  *4>  *sj  •••'»>•••  • 

convi^rgire  oder  cronver^ent  sey,  und  die  GrSsse  «  heisst 
dann  die  Summe  derselben,  ein  Verhalten,  welches  man  ge- 
wöhnlich auf  ganz  zweckmässige  Wdse  durch 

s  =  '1  H*  ^t  n^  ^s  Hr  '4  •  •  ,•  "fr"  *«  ■*r'  ^ »  •  • .  •  > 

4der  auch,  wenn  das  Gesetz,  nach  welcbepi  die  Glieder  der  Rjeibe 
fortschreiten,  schon  aus  einigen  ihrer  ersten  Gliedes*; d^iUioh 
genug  erhellet,  mit  W6gkssüng  des  allgemeinen  Gliedes  /»  bloss 
durch  .       .  ^ 


I     , ,«  =^  *i  +  'a   +  '<j  +  *4  +  '5  + 

bezeichnet. 

Dass  cönvergirende  Reihen  zur  annähernden  Berechnupg 
-  der  numerischen  W-erlhe  ibrer.  Summen  gebrainchti  werdet^  .l^nen, 
und  überhaupt  bei  der  Berechnung  'der  numerisdißn  Werkle  der 
Functionen  gewöhnlich  vortreffliche  Dienste  leisten^  ergiebt  sich 
aus  dem«  vorhergehenden  allgeiiieinen  Begriffe  von  seU)st.  Da 
nämlich  «» ,  wenn  »  wäch^,  der  Grösse  s  sich  immcj^  mehr  find 
mehr  nähert,  und  derselben  beliebig  i|ahe  kommen  kann,  wenn 
man  nur  »gross  genug  nimmt;  so  wii^  man  naitiiiiich  den 
Werth  von  %  desto  genauer  erhalten,  je  mehr  Glieder  der 
Rcae  '..' 

vom  Anfange  an  man  mk  einanfler  vereiniff|(,  und  wird  apcb 

i'ederzeit  %  mit  jedem  beliebige^  jG^ade  ^er^  Q^f^m^ke(t  erhalten 
Lönnen ,  wenn  man  nur  eine  hinreichende  Anzahl  von.  Gliedern 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  vom  Anfange  an  mit'dnander  ver- 
einigt. \  . 

Wenn  die  oben  durch  «i,  bezeichnete  Grösse  sich  ,  wenn  n. 
wächst ,  nicht  immer  mehr  und  mehr  bis  zu  jedem  beliebigei^ 
Grade  einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Grösse  nähert;  so 
sagt  man,  dass  die  Reihe 

divergire    oder  divergent   sey.     Von  einer  Summe   einer 
divergeatea  Reihe  kann  gar  nicht  die  R/sde  seyn.  .  . 
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§.  112. 

Eine  Gleichung  von  der  Form 

»  Z=Zt^  -{^  t^  +  t3  +  u  +  ts  '^ 

setzt  immer  voraus  5  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  convergirt.  Wenn  die  Glieder  derselben 
sämmtlich  Functionen  einer  gewissen  veiänderlichen  Grosse»  z.  B. 
Toa  JP  sind;  so  tritt  oft  der  Fall  ein,  dass  die  Convergenz  nicht 
iar  alle 9  sondern  nur  für  gewisse  Werthe  von  s  Statt  findet,* 
wo  denn  natürlich  auch  nur  für  diese  Werthe  von  s  die  obige 
Gleichung  richtig  ist  oder  bestehei^  kann.  In  solchen  Fällen 
wollen  wir  uns  Künftig  der  Kürze  w$gen  der  folgenden  Bezeidi« 
nongen  bedienen« 

Wenn  die  obige  Gleichung  für  jedes  x  gilt,  welches  crosser 
als  a  and-  kleiner  als  6  ist;  so  soll  dies  auf  folgende  Art  be- 
zeichnet werden: 

f  =  t^  4-  t^  +  «3  +  ^4  +  ^s  + 

^  Gilt  die  obi^  Gleichung  dagegen  für  jedes  jr,  welches  grosser 
alaTtf  und  kleiner  als  6  ist,  und  ausserdem  auch  noch  für  Jr=:a; 
so  soll  dies  durch 

•  ^S  tjL  -i-  ta  +  t3  +  *4  +  *5  + 

bezeichnet  werden. 

Gilt  die  obige  Gldchung  für  jedes  s,  welches  grosser  als 
•   a  nnd  Uemer  als  b  ist,  und  ausserdem  auch  noch  für  >  s=s  6; 
so  soll  dies  durch 

s  =  t^  +  ti  +  t^  +  U  +  ts  + 

{a  <,  a  ssz  b} 

bezeichnet  werden. 

Gilt  die  obige  Gleichung  für  jedes  ^,  welches  grösser  als  a 
I     und  kleiner  als  6  ist,  und  ausserdem  auch  noch  für  jr  =3a  und 
s  ess  b  selbst ;  so  soll  dies  durch 

•  S=  t^    4-   t,   +   »3    +    »4    4^   »5    4-   .   .   .   . 

{a  ;=  xp  =  3} 

bezeichnet  werden. 

Gilt  die  obige  Gleichung  für  jedes  x;  so  wird  gar  nichts 
unter  derselben  bemerkt. 

§.  113. 

X 

Aus  §.  109.,  §•  110.  und  §.  111.  ergeben  sich  nun  un- 
mittelbar die  beiden  folgenden  höchst  wichtigen  Sätze^  wobei  q 
immer  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

9 


fiiftea  Kapitel. 


^     ;iacUOB/(jr)  nebst  ihren   sämmt- 
c.^        jL.^aotieatea  von  s  zzO  bis  s  ziz  s 
.«  ^:o  li rosse 


/(-)((>x) 


.1.4  A  wäuhsty    der  N«ll  immer    mehr   and 
u/:crt>  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
^vii  vdua>  wenn  man  nur  n  gross  jgenug  nimmt; 
>.  isuiuor 

,..>-m+  fz-c))*  ■:^r^)+  il5r(o)+ 

\L    Wenn  die  Function /(jt)  nebst  ihren  sämmt* 
uu    Uifferentialquotienten  voii  jt  s=  jr  bis  x  = 
}.  t  äteti^  ist,  und  die  Grösse 

xAch,  wennn  wächst,  der  Null  immer  mehr  und  mehr 
uiihort,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
dcu  It^ki^n»  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt;  so 
lüt  immer 

f  (*+o = fix)  'h^n^)  +  Y:in^  +  rxifw + 

Der  erste  dieser  beiden  höchst  wichtigen  Sätze  heisst  das 
Maolaurin*sche  Theorem,  der  zweite  heisst  das  Tay- 
tur'sohe  Theorem  für  Functionen  einer  reränder- 
Uohen  Grösse.  '  Beide  Sätze  sind'  nach  ihren  berühmten 
leu  Erfindern^  den  Britten  Maclaurin  und  Brook  Taylor, 
benannt, 

§.  114. 
Lehr$atx.    Der  Brach 

•  f  • 


nähert  sich,  was  auch  x  seyn  mag,  wenn  man  n  von 
einem  bestimmten  Werthe  an^  wachsen  lässt,  der 
Mull  fortwährend  immer  mehr  und  mehr,  und  kann 
derselben  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

Beweis.    1.    Wir  wollen  zunächst  x  immer  als  positiv 
aunolimcn,    Ist  dann 

n  >jr  —  1,  n+1  >  x; 

•0  ist 
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und  folglich 


X» 


d.  i. 


-•-^- 


1.2.3..  (n  4-1)         1^.3...»' 

Hieraus  sieht  man ,  dass ,   wenn  man  n  ron  einer  x  —  1 
ibersleigenden  Grösse  an  wachsen  Tässt^  der  Brach 

1.2.3...II 

sieh  fortwährend  immer  mehr  nnd  mehr  der  Noll  nMhert. 

2*     Sey  nnn^  indem  m  nnd  n  immer  positive  ganze.  Zahlen 
hesEeichnen,  m<Cn  und  »t>>l;  so  ist  offenbar 

m(m— 1)  <  n(m — 1). 

Also  ist,  ^enn  man  auf  beiden  Seiten  die  Prodncte  entwickelt, 
irad  folglich 
also  auch 

n  <  mn  — m'  -f-m, 

d.  i. 

n  •<  m(»  —  m  +  1) . 

3.    Ist  nun  "Zuerst  n  =  2jx ,  d.  i.  n  eine  gerade  Zahl,  und 
(1^1;  so  kann  man  im  Vorhergehenden 

nt    S3    2y     O)    4y    Oy     m     m    »    fJt 

setxen,  nnd  eriiält  also 

2^  =  1.  2^y 

2^  <  2.  (2^-1), 

2^  <  4.  (2^-8), 

2^<(^-l)0i  +  2), 
2^  <  lAQ^  +  ty. 

Fol^ch  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seilen  multiplicirt, 

(2fi)f»  <  1  .  2  .  3  .  4  .  .  ,  2^ , 

fnr  jedes  (i,  welches  grösser  als  üe  Einheit  ist.    Also  wird  für 
jedes  gerade  »,  welches  >>2  ist, 

4.    Ist  femer  n  =s  2fi  +  i,  d.  i.  ii  eine  ungerade  Zahl, 
und  fi>i;  so  kann  man  in  1,  wieder 

Hl 'S=S  2  9  3}   ^yOy***^ 

setzen,  und  erhält  also 

2^+tB=  1.(2^+1), 

9* 


132    ü   IMei^ntiabecImi^^^    Fünftes  Kapitel. 

2^ +1<  3.(2^—1), 
2^  +  1  <  4.(2/^-2),- 


k2 


2^4-l<0*-i)(>t  +  S), 

f 

Also  isl 

(2^+!)'*  <  1.2,3r...^()u+2)(^+3)...(2^+:l),    V 

WO  |ti>l  seyn  muss.     Für  fissl  ist  3^  =  1.3.     Also  ist  für 
ft>0  offenbar 

(S^w+lf  ^1.2.5...|tt0«+2)^4-3)...(2^+l), 

Por  (i>0  ist  aber,  weil 

ist,  offenbar 

2^  +  l<(^  +  i)^ 

oder 

(2/*  + 1)*  < /t*  + 1. 
Folglich  ist  für  ft>0  offenbar  ^ 

(2/ii+lf.(2itt+l)*  <1.2.3...^(^  +  l)  0*  +  2)0*  +  3)  .  .  .(2/ii+.|),  : 
d.  i. 

(2^+1)  *    <  1.2.3.M2^+1), 

oder 

n*  <  1. 2.3.4. ..n 

für  jedes  ungerade  n,  welches  >  1  ist. 

5.  Nach  3.  und  4.   ist  folglich  für  jedes  if^  welches  >>2 
ist,     '      '"  ' 

'   n 

n**  <  1.2. 3. 4.. .71, 

lind  folglich  für  jedes  it,  welches  >>2  ist, 

1.2.3.'.ii  ^  V^n/  * 

Nun  ist  aber  klar,  dass  die  Grösse 

(7-y- 

wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  der  Null  beliebig  nahe 
gebracht  werden  kann.    Also  kann  um  so  mehr  auch 

wenn  man   nur  n  gross  genug  nimmt,    der  Null  beliebig  nahe 
gebracht  werden. 

6.  Durch  das  Vorhergehende  ist  der  Satz  für  jedes  positive 
jr  bewiesen.    Dann  ist,  aber,  wie  sogldch  in  die  Augen  fallen 
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wird 5  kein  Zweifel,  dass  derselbe  auch  Sk  jedes  negaUve  x 
gilt.  Daher  ist  der  Satz  dureh  das  Vorhergehende  allgemein 
bewiesen. 

§.  115.  ■ 


::\ 


Aus  §•  113.  nnd  §•  114.  ergeben  sich  nun  unmittelbar  £e 
beiden  folgenden  Sätze,  Wo  q  auch  wieder  immer  einen  positiven 
echten  Brach  bezeichnet. 

'  _        .    •    ^ 

I.  Wenn  der  absolute  We'rt4  von /^'•^(^),  wie 
weit  man  auch  «wachsen  lassen  mag,  doch  niemals 
eine  bestimmte  endliche  positive  Grösse  über- 
steigt, und  die  Function  f{x)  nebst  ihren  sämmt- 
liehen  Differentialquotienten  vön'jr  ^z  0  bis  x  zz  x 
stetig  ist;  so  ist  jederzeit 

f  W  =  f  (0)  +  ^no)  +  ffjr(0) +:j^ 

II.  Wenn  der  absolute  WerCh'von  /^*^Cj?  +  90> 
wie  «weit  man  auch  n  wachsen  lassen  mag,  doch 
niemals  eine  bestimmte  endlich&*"positive  Grösse 
übersteigt,  und  die  Function/(jr)  nebst  ihren  sämmt- 
licben  Differentii|lqiN)tienten  von  xzzx  las  xzzjf/^-i^ 
stetig  ist;  so  ist  jederzeit 

fix+i)^fix)+^fxx)+  Y^  f  w  +  £^3  rw+ 

8.  116. 

Man  kann  die  leiden  in  §.  113.  bewiesenen*Sätze  noch  auf 
einen  dritten  ebenfalls  sehr  bemerketiswertken  Ausdruck'  brul« 
gen,  wozu  aber,  die  folgende  analytische  Betrachtung  vorauszu- 
schicken ist.       /  *  , 

Wena  die  F'anctlonen  ^        , .;       .         , 

fix}^  n*y,  fV),  rx'h .  •  •/<"»(') 

von  X  zz  a  bis  X  zn  X  stetig  sind,  so  ist  nach  §.  110.  I. 

f(,)=f  («) +iz^  fia)  +  fcfi'  r(«)+  ^f» + •••• 

oder,  wenn  vir  der  Kürze  wegen  die  Grösse 

A  •  •  •  •  n 

injkm  wir  dieselbe«  als  eine  Function  von  a  betrachten,  durch 
^(a)  bezeichnen. 
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+fe^f^"-"w+v'W- 

,  Diffe^ntiiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach 
a s,  sp^  ffdjmllen  wir,  ^eil/(j;)  von  a  ganz  unabhängig  ist^ 

l^o  ■  ■     ■  , 

t 

+  V'0»). 
d.  r.j'^ireiiti  asigeBiobai ■Mvd,  was  sich  tafüiebep  ßsst, 

oder 

Hadi  §«  HO«  I«  i3t  aber,  wenn  man  i^  für  das  dortige  / 
seiuniibt,  und  ii  =p  t  aetets 

Also  ist,  weil,  wenn  man  in  dem  vorher  für  y/(a)  gefundenen 
Ausdrucke  a  +  gx  —  a)  für  a  setzt, 

ist. 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

I  t  •  •  n 

ist;  flo  iai,  wenn»  man  4r  für  a  schreibt,  offenbar  ip{x)isBOt  und 
folglich 
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Hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Wenn  die  Functionen 

f(')./X')  .rW,r'(x)\  •  .^./(.)(r) 

von  je  ziz  a  bis  X  zz  x  sämmtlich  stetig  sind;  so  ist  * 

*  ■  •  •  • 

Setzt  man  nun  4;— a:=:t,  x^a-}-*}  so  erhält  man 
wo 

f  (*) .  /'(') ,  r  (*) ,  r '(*) . .  •  •  /<•>(*) 

TOD  xz:abisxs:a*t-*  stetig  seyn  müssen. 
Schreibt  man  j:  für  a ;  so  ergiebt  sieh 

*iz^y-^(^^^r^^f^^' 

wo 

von  X  =  X  bis  JT  =3  JT  4*  *  stetig  seyn  müssen. 

Setzt  man  hierin  x  =  0  und  sdireiibt  zugleich  x  für  •$  so 
^äit  man 

ff 

WO 

von  X  =^  0  bis  X  =  X  stetig  seyn  Inüssen. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  unmittelbar  die  beiden  folgenden 
Salze. 
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h  Wenn  die  Function  f(x)  nebst  ihren  sämmt- 
lichen  Differentialquolienlen  yOn  x  =  0  bis  x  =  x 
stetig  ist»  und  die  Grösse 


•  (1— pVi-ix»  ^, ,,    V 
l...'n-l)    ^'"'(^^ 

sich,  wenn  n  wächst,  der  Null  immer  mehr  und  mehr 
nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
den kann,  wenn,  man  >«r  n  gross  genug  nimmt;  so 
ist  imm^r 

■ 

IL  Wenn  die  Function  f{x)  nebst  ihren  sämmt- 
licben  Diffe^rentialcruotienten  von  x  =  x  bis  x  = 
X  +  i  stetig  i^t,  und  die  Grösse 

sich,  wenn» wächst,  immer  mehr  und  mehr  der  Null 
nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wer- 
den kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt; 
so  ist  jederzeit 


/(x+i) = /(r)  +  4"/ w  +  iJ-  rw + 7^3-  r 'W + 


Sechstes    Kapitel« 

Entwickeliing  der  Fnnctionen  in  Reihen  mittelst  des 

Maclaurin'schen  Satzes. 

§•  117.  - 
Zuerst  wollen  wir  die  Function 

fix)  =  (i  +  xy  . 

betrachten,  bemerken  aber,  dass  in  den  Fällen,  wo  a  ein  Bruch 
mit  geradem  Nenner  ist,  1  -|-  ^  positiv  seyn  muss,  und  dass  in 
diesen  Fällen  die  Potenz  (l-l-«^:)«' immer  mit  positiveqa  Vorzeichen 
genommen  werden  soll. 

Durch  Differentiation  erhält  man  leicht 

f(n)(x}  =  a(a-l) . .  («-«+!)  (1+^)""*, 

und  folglich,  w/eü  wir  nach  §.  94.,  da  (1  +  ar)«  in  den  Fällen, 
wo  a  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner  ist,  positiv  genomnien 
werden  soll ,  in  diesen  Fällen  auch  (1  +  x)«-;»  positiv  nehmen 
müssen, 

fW(p)  s=s  «(«  —  !)•.(«— n  +  1); 
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abo 

/W(0)       _  a(tt— !).,(«  — n+l) 

WOZU  nobh  zu  nehmen  ist,  dass  /(O)  =  .1  ist. 

Ferner  ist  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  Grösse 

wobei  §.  116,  I.  ^n  vergleichen  ist,  durch!  12;,  bezeichnen^    , 
oder 

l...(7i— 1)  ^  ^^  ^        \l+pj:/ 

Nehmen  wir  nun  an,  dass 

d.  fa.  dass  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit 
ist;  so  ist  der  Bruc(i  , 

und  folglich  auch  die  Potenz 

offenbar  stets  positiv  und  nie  grösser  als  .die  Einheit. 

Um  femer  auch  den  Werth,  bis  zu  welchem  die  Grösse 
{i+gs)**^^  höchstens  steigen  kann,  sicher  zu  beurtheilen,  wollen 
wir  folgende  Fälle  unterscheiden. 

1.  Wenn  x  positiv  und  auch  a — 1  positiv  ist;  so  erreicht 
(l+(u:)""*  seinen  grössten  Werth  ,  wenn  g  seinen  grössten 
Werth  erreicht.  Da  nun  q  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist; 
so  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  (l+c^xy^^  immer  kleiner  als 
(l+jr)—»  ist* 

Wenn  feiper  x  positiv  und  a— 1  negativ  ist ;  so  erreicht 

i 

\  (l+pa:)«-»  =  r- — 

"  seinen  grössten  Werth ,  wenn  g  seinen  kleinsten  Werth  er* 
reicht.  Da  nun  g  immer  positiv  ist;  so  ist  klar,  dass  in  diesem 
Falle  (1+(>J?)"~*  nie  grösser  als  die  Einheit  werden  kann. 

2.  Wenn  x  negativ  und  a — 1  positiv  ist;  so  erreicht 
(i+gx)"'^  seinen  grössten  Werth,  wenn  g  seinen  kleinsten 
Werth  erreicht.  Da  nun  g  imiher  positiv  ist;  so  ist  klar,  dass 
in  diesem  Falle  {i+gxY"'^  nie  grösser  als  die  Einheit  werden 
kann. 

Wenn  ferner  x  negativ  und  auch  a —  1  negativ  ist;  so 
erreicht 

(l+^*)-V« 


(t+e-**J 


ir-it 
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seinen  grössten  Werth,  wenn  (>  seinen  grössten  Werth  erreicht. 
Da  nun  q  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist;  so  ist  klar,  dass 
in  diesem  Falle  (i+g^y"^  immer  kleinet*  als 


ist. 

Hieraus,  sieht  man^  dass  die  Grösse  (1  +  (>j7)"^  in  kei- 
nem Faule  eine  besünmite  endliche  Grösse,  wäche  entweder  die 
Potenz  (1  +  s)'^\  o4j9r  die  Einheit  ist,^  übersteigen  kann. 

Da  nun  nach  dem  Vorhergehenden  die  Grösse 

nie  grösser  als  die  Einheit  ist;    so  ist  klar,    dass   auch  die 
Grosse 


o*^)"  (t^- 


nie  eine  bestimmte  endliche  Grösse,  welche  entweder  die  Potenz 
(1+s)*"^^  oder  die  Einheit  ist,  übersteigt. 

Ferner  setze  man  jetzt  der  Kürze  wejgen  " 

_    «reg  — !)..(«— n+l)    ^,\ 
tncs a^; 

SO  ist^  wie  man  ieicht  fiedet. 


Q^  Si  W. 


imd  folglich 


f 


•*-    •■•(«-■f)('--4r)-V 


U.  8.  W. 
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Die  absoluten  Werthe  von  s  und  von 

tmt    <H-l9    ^H^9    <»-H>    *l^9    •    •    •    •   • 

wollen  wir  respective  durch  g  und  durch 

tu  9  Tm^li  tit^2f   Tii4i39  T114JI,   •   •  •   .    • 

bezeichnen,  und  unterscheiden  nun  ^e  beiden  folgenden  Fälle. 

1.    Wenn  a  positiv  ist,  so  wollen  wjr  uns  n  so  gross  ge- 
nommen denken,  ^$s  h'^a  isW  Dann  i§t 

'-  =  •■•(- v)('-i:?f){-^>-. 

'--  =  '-(' -v)(«- 4r)(-Jpr)(-Ä)^. 

U«  8«   W« 

und  folglich  offenbar 

Q«  8«   W« 


Also  näham  sich,  weQ  nach  der  Voraussetzung  S  ^  1  ist,, 
die  Grössen 

wenn  nur  erst  n  grösser  als  a  ist»  offenbar  immer  mehr  und 
mehr,  und  auch,  wenn  man  sich  nur  weit  genug  vom  AnEniige 
der  vorstehenden  Reihe  entfernt ,  bis  zu  jedem  beliebigen  Chradci' 
der  NuU.  

2.    In  dem  Falle,  wo  a  negatir  ist ,  wollen  wir  grösserer' 
Deutlichkdt  Wegen  •— ^  a  für  er,  und  folgUch 

■  *  : 

,^  =  ,..(i+-f-)(t+^)(if^)(i+^),». 


H«  8.  W« 


T« 


.     .) 
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setzen.    Iii  diesem  Falle  ist  offenbar 

Nun  kann  man  aber  n  immer  so  gross  minehmßn^  dass 

i^t,  wie  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen  läs^t« 
"Dies  wird  nämlich  der  Fall  seyn^  wenn 


f  +  -f5<l 


ist,  und  dies  wird  der  Fall  seyn^  wenn  n  so  gross  genommen 
wird»  dass 


n 


d.  h.  dass*  '  d 


^.  •  '  .  '  1— ^ 


iät,  welches  offenbar  immer  möglich  ist. 

Nimmt  man  also  nur  n  dieser  Bedingung  gemäss;  so  ist 


«  •  « «r 


{ '  *  ^) 


5<1, 


lUid  die .  Grössen 

nähern  sich  dann'  nach  dem  Obigen,  offenbar  immer  mehr  und 
mehr,  und  auch>  wenn  man  sich  nur  weit  genug  vom  Anfange 
der  vorstehenden  Reihe  entifiernt ,  bis  zii  jedem'^  beliebigen  Grade 
derNuU. 

Man  sieht  also  jetzt ,  dass  man  in  jedem  Falle  n  so  gross 
annehmen  kann,  dass  sich  die  Grössen 

immer  mehr  und  mehr,  und  auch,  wenn  man  sich  nur  weit  ge- 
nug vom  Anfange  dieser  Reihe  entfernt ,  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  der  Null  nähern.  Nimmt  man  hierzu  nun  noch,  dass 
nadii  dem^igen  die  Grösse 


[i+QX^-'f^l 
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nie  eine  gewisse  endliche  bestimmte  Grösse,  welche  entweder 
die  Potenz  (1-f  jr)""^  oder  die  Einheit  ist,  übersteigt  $  so  ist 
Uatr^  dass  man  die  &b'sse 

l..«(n— 1)  V  -r«r  /        y^A+QWj 

oder 

nnter  der  immer  Statt  findenden  Voranssetzung,  dass 

ist,  jederzdt  der  Null  beliebig  nabe  bringen  kann,  wenn  man 
nur  n  gross  genag  annimmt.    JJaher  ist  nach  §.  116«  I. 

(1+x)  ^t  +  —x+  -y:^"''  + — 17273^''  •^•••• 

{  —  1  <a?<  +  1} 

oder  mittelst  der  aus  §•  14.  IV.  bekannten  Bezeichnung  der 
BinomiaI*Goefficienten 

(1  +  off  7=S  1  •f'C^i^  "f  «2  ^'  +  «3  ^.?  +  •  ••  +  «4^  +  •  ••  • 

Soll  man  aus  einer  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  JT,  aus 
der  sich  die  nte  Wurzel  nicht  genau  ausziehen  lässt,  die 'Wurzel 
dieses  .Grades  näheruo^sweise  ausziehen ;  so  kann  dies  mittelst 
def  vorhergehenden  Reihe  auf  folgende  Art  geschehen.  Es  wer<- 
den  sich  immer  zwei  positive  ganze  Zahlen  a  und  a  -|-  1  von 
solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen,  dass  a*  <C  K^  (a+iy 
ist.  Ist  null  zuerst  K — a*<!a'';  so  setze  man  Kma  +by 
wo  also  b  ^zK — a"  und  folglich  6  ^  a*  ist.    Dann  ist 

i.  JL  JL 

und  man  kann  nun,  weil  — <  1  ist,  (1+  "^J"  »ach  dem 
Vorbeigehenden  in  eine  convergirende  Reihe  entwickeln.  Ist 
aber  K —  «"*  ^  a"  ;  so  muss  man  Ä'  =  (a  +  1)"  —  c  setzen. 


wo  nun  c  =  (a+1)*  —  K  und  folglich  offenbar  c  <  (a  +  l)i 
ist.    Dann  ist 

1'     '  i  '      i 

ä"=  {(a+l)"  -  c}*=  (a+l){l  ~^^^^'*  > 
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nni  man  kann  min  wieder,  weil  7 — ri^  <1 1  ist,  die  aus  dem 

Vorhergehenden  bekannte^  Reihe  anwenden.  Soll  man  z.  B.  ans 
6  die  Quadratwurzel  ausziehen^ .  so  wird  man  6  =  4  -f-  2,  und 

folglich  y"6  =  2(1  •4-  ^)i  setaen.  Soll  dagegen  aus  59  die  Gu* 
bikwiirzel  ausgezogen  Werden;  so  darf  man  nicht  59=27  +  32 

N setzen,   sondern  es  muss  59  =:  64  —  5,   und  folglich    f  59 
=  4(1 — ^:j)*  gesetzt  werdeta. 

§.  118. 

Wir  wollen  uns  nuii  femer  mit  der  Entwickelung  der  wich- 
tigen Function 

/(X)  =   |,^/ 

wo  a  eine  positive  Grösse  bezeichnet,  in  eine  Reihe  beschäftigen. 
Nach  8.  65.  ist 

wo  g>(a)  die  Gränze  bezeichnet,  welcher  die  Grösse 

fl^x  —  1 

sich  nähert,  wenn  ^s  sich  der  Null  nähert;  und  dass  es  äne 
solche  Gränze,  der  auch  die  in  Rede  stehende  Grösse  beliebig 
nahe  gebracht  'werden  kann ,  wenn  man  nur  Js  nahe  genug 
bei  NuQ  annimmt,  in  jedem  Falle  wirklich  ^ebt,  ist  a.  a.  0. 
umständlich  gezeigt  worden^  Entwickeln  wir  nun  die  höhern 
Differentialquotienten  unserer  ^e^eb^juen  Function  auf  bekannte 
Wdse  i   so  egrhailtc^  wir  sehr  (eicht  in  völliger  Allgemeinheit 

imd  folg^ch 

un4 

wozu  noch  zu  nehmen  ist,  dass  /(Q)  ss?  1  ist. 
ALso  ist  nach  §.  109. 

^         '    1  ...(n — 1)    '      1  ...  n 

Nach  §,  114.  nähert  sich,  was  auch  s  und  g)(a)  seyn  mögen, 

,       1  .  •  •  •  71 

jer  Null ,  wenn  n  wächst,  und  kann  derselben  jederzeit  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 
Nun  erhellet  aber,  weil  q  immer  positiv  und  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  dass  die  Grösse  a«',  s  mag  positiv  oder  negativ 
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sera,  nie  einen  gewissen  bestimmten  endlichen  Wer.th|  welcher 
offönbair  entweder  a^  oder  die  Einheit  ist,  fibersteigen  kann. 
Ihiheat  nähert  sich  aacb  die  Grösse 

iec  Nnll,  wenn  n  wScbst,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  g^ 
bracht  w^en,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  .Folglidi 
ist 9  was  auch  s  und  a  seyn  mögen,  wenn  nur^  wie  hier  iln* 
mer  vorausgesetzt  wird^  a  positiv  ist,  jederzeit 

^      1     ^       1.2       ^     1.2.3    ^ 

Setzt  jman  nun,  was  jederzeit  verstattet  ist, 

1 

60  erhalt  man 

woraus,  weil  die  Grösse 

1 

wie  aus  §.  55.  hervorgeht,  eine  völlig  bestimmte  endliche  Grösse 
ist,  zugleich  erhellet,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  convergent  ist.  'Bezeichnen  wir  nun  die 
Sumine  dieser  convergenten  Reihe  durch  E;  so  ist  für  jedes  po- 

ätive  a 

1 

o9C«)  =  E . 

Da  aber  E  offenbar  positiv  ist ;    so  'kann  man  in  dieser 
Gleichung  auch  E  für  a  setzen,  und  erhält  also 

1 

woraus  sich  auf  der  Stelle 

.J-=:l 

oder 

g)(E)  =  l 

ergiebt. 

Hieraus  sieht  man,    dass  die  durch  E  bezeichnete  Summe 
der  convergirenden  Reihe 

111  1 


i.  v^ 


1'   T;2''    1.2.3'     1.2.3.4 

der  Werth  von  a  ist  j  für  welchen  q>(a)  ==  1  ist,  so  dass  es 
also,  welches  in  |.  56.  noch  fraglich  blieb,  einqu  sokhßu  Werth 
von  a  wirklich  giebt.  In  |.  56.  wurde  dieser  Werth  von  a 
durch  •  bezeichnet,  und  es  ist  also  0  =  £  oder 
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«  =  i  +  T  +    4  o    + 


1  ^    1.2     ^    1.2.3    ^    1.2.3.4    ^ 

Dass  man  mittelst  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens den  numerischen  Werth  von  0  mit  jedem^  beliebi- 
gen Grade  der  Genauigkeit  berechnen  kann  5  versteht  sich,  weil 
c&s  in  Rede  stehende  Reihe  convergirt ,  von  selbst.  Betrachtet 
man  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  dieser  Reihe  ^  nämlich  die 
GrSsse  : 

*  +  T  +  T:2'  +  "r273*+  1.2.3.4  +  •••  "^^  i7:T(?iri) 

als  ^elnen  Näherungswerth  von  «,   und  setzt 

*  =  ^  +  T  +  1T2-  +  TXF  +  ••:  +  l...(t-i)  +  ^^ 
so  ist 
_    _i      ,  1  ,   1 .  1  , 

•^""  l...n  "*"   l...{n+l)  ■*'    l...(n  +  2)   ^   l...(ir+3)  +"••" 

der  Fehler,  welchen  man  bei  dieser  Näherung  begeht. 

Die  Grösse  dieses  Fehlers  lässt  sich  auf  folgende  Art  be- 

urlheilen.     Setzt  man  ^ 

1 

X  •  •  •  n 

so  ist'ofienbar 
Weil  nun  offenbar 


\         n4- 1 

ist;  so  ist  nach  §•  117. 
und  folglich 


.*• 


1  n  +  l 


d-  i. 
oder 

Setzt  man  z.  B. 

''  =  *  +  T  +  T2"  +  IT2X+  1:2.3.4  +•••+   i.,.io  ' 
so  ist  der  Fehler 

1....  11  '11* 


1.2.0.  ..71  7t 
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d.  I. 


-     i 


^  36590400  •      . 

Man  sieht  'hieraus , «  dass  der  Feliler  bald  sehr  klein  wird, 
Bnd  dass  also  die  obige  Reihe  ziu^  Berechnimg  von  e  sehr  beqnem 
ist.    6is  ZOT  drei  und  zwanzigsten  Decimalstelle  genau  iat' 

,  9  js^  ^^7|8!^818^84S904523536029  • 

In  §•  57.  Ist  schon  die  Gleichung 

bewiesen  MTordem    Also,  ist  nach  de«i  OMgen 

«»-1+^   +T:2^+ 1.2,3  +T7nf  +  -v* 
nad,  ^renn  man  «at^l  setzt,  ~ 

n  =  i  ±^  j.  ('«>*   X  -ML  i  '  ^'y     J. 
«•=  t  + -y  +  TTir  +  1.2.3  +  1:2:374  +'-^* 

t 

Setzt  man  A  =  « 9  so  ist  Ja  ;=i«  =;?  1 ,  und  folglich    . 

•'=*  +  T  +  T:2+.TXä  +  rfej+— '•■    ' 

§.  iiö. 

Sey  ferner  die  Function 

f(w)z=Z  1(1  +  0!) 

g«Sd)cn.  , 

Setzt  maif  der  Kürze  wegen 

SO  ^ält  man  durch  DifferentiaUon  leicht 


,■  I' 


^  dar»  ""=1;    «' ■  '^'^  l:  **  ' 

u.  ».  w« 
Also  ist  aBgeijieU     ,    .   ;  « 

fW{x)  =  (—  !)•*•*  i ""^ .     ' 

oder 


10 

N 
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und  folglich 

/(»>(0)  =  (— .l)":^.1.2.3.  ..(n  — 1), 

WOZU  noch  zn  nehmen  ist^i  ^ä&s  offenbar 


.V       1 


und  folglich 


,   »     ^  — 


oder                       ■  •    j;_  ''.^»■;  .  ^          ... 

Wenn  der  absolute  l^erth  von  x  kleine^  als  die  Einheit  ist; 

80  ist  die  Grösse      .*        ».:,..  "^  *       ' 

II   P    IM-     .     \-  • 


t+QX    * 

SO  wie  auch  die  Gn^e  .  • 

1,+  ^* 
stets  positiv.    Weil  nun 


■  ;r         I    < ■       IIP    I-  -  X  . ■     /  >         ',    •        '■''•''•''. 


»\,     i     i 


1-g  _.       e(l  +  *)  •  ■'•'''•■'■■  ■  '•'■' 


l+di?'  ^  r        t  +  ox  , 

ist;    so. ist 9  wenn  der  absolute  Werth  von  o;.  Ueiner  ,4s  di^ 
Einheit  ist,  die  Grösse  *'      '  ... 


V. 


.1  — g 

nie  grösser  als  die  Einheit«  .^jDie  Potenz  or*  nähert  sich  unter 
derselben  Voraussetzung  rüoksi^htlieb  des  absduten  Werthes  von 
Xy  wenn  n  wächst,  knmer  mehr  uid  mehr  dei*  Null,  und  kann 
derselben  beliebig  n^hV  gebräcibt'werden,  wenn  man  nur  n  gross 
genug  nimmt.    Also,  qäoert  sic|i  offenbar  auch    . 


wenn  n  wächst,  detNufi,  und  kanti  derselben  ^beliebig  nahe  ge- 
bracht werden,  wenUL'pan  nur  n  gross  genug  mipmt.    Der  Bruch 


kann  aber,  weil  q  bekanntlich  immer  kleiner  als  die  Einheit  Üt^ 
offenbar  eine  gewisse  beMimmte,  endhcbe^  Grösse  niemals  über« 
steigen.    Daher  nähert  sich  auch      '  > 

■    ••■■»; 


%• 
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wenn  n  wächst,  der  Null,  and  kann  derselben  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden,  wenn  mian  nur  n  gro^s  genug  nimmt,  immer 
unter  der  VoraussetzuBg,  dass  der  absolute  Werth  von  x  kleiner 
als. die  Einheit  ist. 

Folglich  ist  nach  §•  116.  I.  ^ 

"  {-i  <x<  +  1} 

Auf  folgende  Art  kann  aber  gezeigt  werden,  dass  diese  Gleichung 
auch  noch  für  j;  =  -|-  1  gilt.    Es  ist  nämlich  '     , 

und  folglich  für  jt  =3  4.  1 

Da  nun  der  Bruch 
und  folglich  auch 

U+Qi  1 

nteraals  grösser  als  die  Einheit  ist,  der  Bruch  —  sich  aber,  wenn 

n  ^chst,  immer  mehr  und  mehr  der  Null  nähert,  und  derselben 
beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  n  gross 
genug  nimmt;  so  ist  klar,  dass  sich  auch 

wenn  n  wächst,  der  Null  nähert,  und  derselben  beliebig  nahe 
«bracht  werden  kann ,  Wenn  m^a.  Aur  n  gross  geniq;  nimmt. 
Folg^ch  ist  nach  §.  113.  I. 

Z(i+il)  =s  Z2  =  1  —  4  +  f  ^  i  +  t 

und  daher,  wie  sich  nun  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  Obigen 
ergiebt^ 

Nach  §.  58.  ist 

log  (ifx)  z^  MliiA-r),     ' 

wo  die  durch  feg  b^eichneten  Logarithmen  sich  auf  die  Basfo  i& 
bezieben.    Nach  demselben  Paragraphen  ist  aber  aucb 

1 


•  • 


.'  • 


<  Ms: 


Ib 


10* 
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Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

§.120. 

Nach  S*,lld.  ist 9  wenn  der  absokte  .Wertb  von  x  Udner 
als  die  Einheit  ist, 

Also  ist 

Setzt  man  je|zt  \ 


.... 


•    • 


jr  SS 


2+1'  ., 

SO  ist  fiir  jedes  positive  z,  welches  nnr  nicht  =3  0  kt,  offenbar 

—  1  <  ^  <  +  1. 

Also  ist  für  jedes  positive  z,  welches  nicht  =  0  ist^  nach  lem 
Vorhergehenden 

*■."■     ""Mmf  (=fl)'*.(S)V-| 

Setzt  man  z^  (ur  s;  so  erhält  man     ^ 

Da  die  Basis  6  der  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  Ibrer 
Natur  nach  grösser  als  Null  seyn  mnss,  und 

ist;  9o  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  der  folp;ende  Ana- 
dmck  für  den  Modulns  des  Systems,  dessen  Basis  k  latt 


.  •  • 


üf  SS 


»(m+»(4fi)v.(m)'+- ••} 


/ 
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oder 

T"    •   •   •    • 


i*+l 


*»(i^:y+f(^): 


FSr  den  Modulas  des  bri^schen  Systemff  erhSit  man  aad  diesen 
Fonndn  y  .    ^ 

1 


M 


m^msf**w**w*i" 


90 
— + 


♦•©■«•Q'^-t-©>-- 


=3  0,4342944819032518276511289 « 

Nodi  eine  andere  Art  >  den  Modahis  zn  borechnen ,  ist  fol- 

ßnde.      Bezeichnet  cd  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl;    so 
nn  man ,  wenn  man  nur  cd  gross  g;enag  annimmt ,  den  Bruch 

—  der  Null »   die  Potenz  6  «*  =  yb  folglich  der  Einheit  beliebig 
nahe  bringen. '  Setzen  wir  nun  voraus ,  dass  o  mindestens  so 

gross  angenommen  worden  ist,  dass  y~h  —  1  <<  1  ist;    so  ist 
nach  §.  119. 

» 

und  folglich»  weil  logY^  =  —  iogb  s=  i-  ist, 

wo  die  eingeklammerte  Reihe,  da  nach   dem  Obigen  y^b  der 
Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  mit  jedem  beliebigen 

Grade  convergeut  gemacht  werden  kann.      Hat  man  aber  •^, 

80  hat  man  natürlich  ai^ch  M. 

Setzt  man 

z 


2iffz 


uid  nimmt  an,  dass  z  und  n  beide  positiv  sind,  und  wenigstens 
'  «nicht  =  O'ist;    so  ist  x  offenbar  positiv  und  kleiner  als  die 
Einheit    Also  ist,  weil 

i-\-x       n<\'Z 
1— a?  "^  '  n 

ist,  nach  dem  Obigen 
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oder 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  z  und  n  beide  positiv  sind, 
und  H  nicht  =  0  ist.  Mittelst  dieser  Reibe  lässt  sich  vorzüglich 
dann,  wenn  n  gegen  z  gross  ist,  l(n+z)  sebr  leicht  berechnlßn, 
wenn  man  In  schon  kennt.      So  ist  z.  B.  für  ii  =  100  und 


l 


ioi=:zioo+^}^  +  i-(^^y+i.(jijy+...j 


wo  die  angeklammerte  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens sehr  schnell  convergirt. 

§.121. 

Die  g^ebene  in  eine  Reihe  zä  eiitwickelnde  Eanotion  sey 
jetzt  '         ■ 

Nach  §.  98.  ist  ^ 

und 

Hieraus  erhellet ,  dass  der  absolute  Werth  von  /^*\fji)  die 
Einheit  niemals  übersteigen  kann.    Weil  nun 

/(O)     «0. 

f(Q)  =  sinin  =  +  1, 

/"(O)  =a  sinn     =0, 

f^^O)  =  «nf;r  =3—  1,^ 

/iT(0)  =  sin2n  =  0, 

/T(0)  ==  sinin  =  +  1, 

/vi(0)  =5m37r=0, 

/Tu(0)  =  sinin  =  —  1, 

ist ;  so  ergiebt  sich  aus  §.  115.  L  unmittelbar  die  für  jedes  s 
geltende,  höchst  merkwürmge  und  wichtige  Reihe         *    * 


•  •  •  • 


l»2«o         l*«»d         ls**7         1«.*9 

'      '  .  §.122. 

In  eine  ähnliche  nicht  minder  merkwürdige  Reibe  lässt  sich 
auch  die  Function 

.   ,     ,  /(*)  =  COSJf 

entwickeln. 
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Nach  §•  98.  ist  .;i  ' 

also 
und 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  absolute  Weirth  von  /^*\qx)  di^ 
Einheit  nie  übersteigen  küno.'  Weil  nun" 

/(O)     =1,       "     . 


■  •  >  % 


f(0),=icosin=:Ojf 

r(Ö)     ==:cos^  =  -iV       '      '         ;,    ^    , 

/'"(O)    =  cos}^  =  0, 

/v(0)     ;=   COS|7l==0,       . 

/Ti(0)    ==  cösijt  i=  -p.  iV        ' 
/>rii(0)  =  cos^n  =  0, 
u.  s',  w,-    — 

4 

ist;  so  ergiebt  sich  aus,^. :115...I*  onmittelj^ar ntie  fijr  Jedes  x 
^Itende  höchst  merkwürdige. Aeibe..        „  .  '  ,    ., ./!  *' 


cos  X  =5  1    —  r— jr-  + 


ar*     .       X^  x^      .       x^ 


1.2  ^  1...4      i...6^i...a 


,     §•  123.       ^ 

Ferner  wollen  wir  nun  auch  die  Ftfnctioii 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln  suchen. 

Zuerst  ist  zu  bemerken,  dass,  weim  7e  eine  beliebige  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 

ist. 

Femer  ist  nach  §.  70. 

/'(0)  =  l; 
Ueberhaupt  ist,  wenn  man, 

/   Arctangwzzicp 

setzt,  nach  §.  99. 

/('•)(a?)  =  1.?.3 . . .  (n— 1)(— l)"""*  co*9»  8in  n  (4?r— y) . 
Für  or  =  0  ist  9?  =  A:;r,  also  ^0*9  =2  (—1)*»  und  folglich 

cos  9»  sin  n  (4  tt— y)  =  (—!)*•  sm  T-r-  jr'^  nfar  ^ 
=  (•— l)*'?J«in  -^ncosnhjf^a^s -^nsinhkn  >      . 
=  (—!)*«(— I)*»am—-;j  =  (— 1)2*»  sin -j- ti  =  am  y  ?r. 


fsm^^(.=^»in^„. 
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Also  bt 

/(»){0)  =1.2.3..,  (n— IX— I)""*  «m  -j- « t 

I 

und  folglicb 

Ferner  ist^  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

Arctangqw  =0  * 

setzen^ 
und  folglich 


1  •  ••ti        ^^  n 

Hieraus  folgt  auf  der  SteUe,  dass  für  jedes  x,  dessen  absoluter 
Werth  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  die  Grösse 

1.  •  •  •  f> 

sich,  wenn  n  wächst,  der  Null  nähert j;  und  dersdben  beGebig 
nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nor  n  <^ross  genug 
nimmt.  ' 

Also  ist,  wie  isich  nun,  wenn  man  alles  Vorhergehende  zu- 
sammen nimmt,  aus  §.  113.  1.  leicht  ergiebt, 

Arctangx  =  hn  +  J* — f  a?'  +  3"*''---f  *'  +  iÄ*— .  ••• 

{-.l  =  x  =  +l} 

Dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  die  Grösse  kn,  wel- 
che in  so  fern  völlig  unbestimmt  ist,  als  man,  nur  weiss,  dass 
k  eine  positive  oder  nie^ative  ganze  Zahl  ist,  vorkommt,  darf 
nicht  Wunder  ndbmen,  da  j^Arctangx  eine  Grösse  ist,  welche 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe  haben  kann.  Die  Grösse  k 
muss  nun  aber  näher  bestimmt  werden. 

§.  124- 

Zu  dem  ISnde  wollen  wir  \eizi  Are  tangx  den  der  Tangente 
X  entsprechenden  Bogen  bezeichnen  lassen,  welcher  den  klein- 
sten absoluten  Werth  hat,  so  dass  also,  weU  der  absolute  Werth 
von  X  die  Einl)|eit  nicht  übersteigen  darf,  der  absolute  Werth 
von  Jrctangx  nicbt  grösser  als  -j^^  ist. 

Ist  zuerst  x  positiv,-  so  ist  auch  i^rc/angjr.  positiv.  Ware 
nun  die  ganze  Zahl  k  j>  0;  so  wäre,  weil  nach  §.  123. 

Und  X  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  offenbar 

Arttangx  ^  ?r, 
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da  doch 

Arctangs  ^  i^ 

ist  9  und  es  ^aon  also  nicht  Xr  >>  0  seyn.     Wäre   ferner  die 
ganze  Zahl  Xr  <;  0;  so  wäre,  weil  nach  §.123. 

und  X  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  offSenbar 

Arctartgx  ~I'fc;r+x 


oder 


und  folglich 


oder 


*  -*  Arctangx  ^  —  hn^ 


a  —  Arctangx  „^  n 


j;  ^  ;t  +  Are  lang  x , 

also  anch  x  "^  n.     Weil  nun  aber,  wie  die  Geometrie  lehrt, 

die  Seite  des  in  einen  Kreis  beschriebenen  re^Iären  Sechsecks 
dem  Radius^des  Kreises,  d«  i.  der  Einheit  gleich  isti  so  ist  2»>6, 
»>3.  Folglich  wäre  ar>3,  da  doch  jr  nach  der  Voraussetzung 
die  Einheit  sieht  übersteigt.  Also  kaon  auch  nicht  k<cO  seyn, 
-  und  es  mnss  folglich ,  weil  weder  A;  >•  0 ,  noch  k  <^0  styn 
kann,  k  tss  Q  styMu  Ist  also  x  positiv  und  übersteigt  die  Ein* 
beit  nicht;  so.  ist 

immer  miter  Aer  ^Voraussetzung,  dass  i^rofan;^  der  kleinste  zu 
der  Tangrate  x  gehörende  Bogen  ist. 

Ist  ferner  x  n^ativ,  so  ist  —  x  positir.  Also  ist  nach 
dm  yorh^ehenden ,  wenn  nur  der  absolute  Werth  von  x  die 
Einheil  nicht  üb^steigt^ 

Weil  nun  aber  tekannllich 

Arctangx  s=s  —  Are  lang  (— «) 

ist;  so  ist  auch  in  diesem  Falle 

Aretßngx  =s  a?  — ^»'  +  i»'  — «f »'  +i«'  —  ••••  • 

Nimmt  man  jetzt  das  Vorhergehende  zusammen ;  so  ergiebt 
sich,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  Arctangx  der  zu  der 
Tangente  x  gehörende  Bogen  ist^  welcher  den  kleinsten  abso- 
,  hten  Werth  hat ,  die  folgende  in  jeder  Beziehung  höchst  merti- 
würdige  und  wichtige  Gleichung :       ' 

{ ,^  1  =  or  =3  +  1  } 
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§.  125. 

Mittelst  der  im  vorhergehenden  Panagraphen  bewiesenen 
Gleichung  kann  man  auf  verschiedene  Arten  die  Zahl  n  be- 
reehnen; 

Setzt  man  nämlich  in  dieser  Gleichung  zuerst  jr  es  1^  so 
erhält  man 

1^„^4 L4.J J^+  J Lu. 

^n^x       ^^.^         7^9        11^  » 


•  •  •/  • 


eine  Reihe,  welche  man,  wie  leicht  erhellen  wird,  auch  unter 
folgender  Form  darstellen  kann : 

T"''^^  {0  +  577+  9T1T+  13I6  +  •'••  1    ^ 
oder 

Ferner  ist,  wie  leicht  gezeigt  -werden  kann, 

,     ^      1     '        ■ 

tang  iTtzs    ^, 

und  felglich  nach  der  in  §.  124.  bewiesenen  Gleichung 

6  ^  ""  r^  t       3.3  ■*■  0.3»     7p  "*"  9.3* 

Durch  einen  sehr  merkwiirdigenr  Kunstgriff  hat  Eni  er  Aus- 
drücke gefunden ,  welche  zur  Berechnung  von  n  vorzüglich  be* 
Juem  sind.  Dieser  Kunstgriff'  besteht  im  Allgemeinen  darin, 
ass  Euler  einen  Bösen,  dessen  Verhältniss  zur  Peripherie 
rational  ist,  in  zwei  oder  mehrere  andere  Bogen  z^erlegt,  deren 
Tangenten  rational  sind.  Entwickelt  man  dann  diese  Bogen 
nach  §.  124.  in  Reihen,  so  wird  man  durch  deren  Vereinigung 
mit  einander  für  den  zerlegten  Bogen  einen  Ausdriack  erhalten, 
der  zwar  aus  mehrern  unendlichen  Reihen  zusammengesetzt  ist; 
diese  Reihen  werden  aber  oft  sehr  stark  convergiren,  und  auch 
sonst  eine  leichte  numerische  Rechnung  gestatten. 

Einige  der  hierher  gehörendea  Formeln  sind  folgende. 

I.     Arctang  \  •{'  Arctang  ^  =;  .jTr» 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  zu  beweisen,  setze  man 

Arctang^=(py  Are  tang  ^=si}^; 

SO  ist 

tangq)  ziz  i,  tangip=:z  i. 

Weil  nun  bekanntlich 

'        1 — tang  (f  tang  i}J 


__L±J_'^i 


i  —  ±  ± 


\  

Entwickelang'  der  Functionen  in  Reihen«        155 
ist;  80  ist 

tang((p+tp) 

and  folglich 

y  +  V  =  i^f 

im     U 

Arctang  4  +   Arctang  ^  s=s  ^n  ^ 

wie  belesen  werden' sollte. 

2,    2Arc1ang  {•  —  Arctang  4.  =  ^;r. 

Um  diese  Gleichung  zn  beweisen,  setze  man 

Arctang  ^  =s  ^^  Arctang  ^  sss  %p; 

so  ist 

tangq>  i=s  iftang^zs  ^. 

Weil  nun  ^ 

tang2<p  =       tangtp      _ 
^         1 — tangtp^        * 

ist;  60  ist 

und  folglich 
d.  1. 

2 Arctang  ^  —  Arctang  ^  t^\7i^ 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  kann  man  sich  von  der  Richtigkeit    , 
der  Gleichung 

3*    2 Arctang  ^  +  Arctang  ^  :=z.\n 

fiberzengen. 

'  Die  Gleichung 

4.    A Arctang  \  —  Arctang  ^1^';=  i^ 

kann  auf  folgende  Art  bewiesen  werden. . 
Man  setze 

Arctang  f  =  ^y  Arctang  yj-^  ^z  tp; 

80  ist 

tang^  =:  |,  tang\p  =  7J7. 

Bekanntlich  ist  nun 

tang2q)  s=  ^    ^^^JB^  ^    s 

Folglich  ist 

tang(4^^)  ,,^;ng4y-^tangV. 

*  V  l'— vy  —  1  4. gang4<p  tangy^  * 
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und  iahet 
d.  1. 

AArctang  \  —  Arctang  ^^  ^  ^n^ 

wie  bewiesen,  werden  sollte.  . 

Ans  der  Gleichung  1.  and  §•  124.  ergiebt  sich 
1  _     1      .  _i_  1      .  .  1 

,      1.2       3.2*  "^  6.2«        77F"*'9.2»        •••• 
■*'l.3""  3.3»    "*"   6.3*        7.3'  "*"   9.3« 

Ans  der  Gleichong  3.  l|9d  §•  124.  ergiebt  sich 


_  1.7       3.7*  T  577^       7.7'^  9.7« 

*^  ""    .  o/Jl-:    ^        JJ L.4.  _! \ 

■*'*\1.3       3.3*-       6.3»         7.3'  ■*"  9.3*       ••*/ 

Ans  der  Gleichung  4.  und  §.  124.  ergiebt  sich      >       ^ 

Vri       3.6»  ^   6.5*        7.5?^  9.5»       ''V 


*^  = 


-.rJL- 


\239       3.239» 


^   6.239»         7.239'       "V 


—           -L         1      .  _             4^       1 

"*           1.6'"233   '  ""           1.6       239 

/  4          1,  \  /  a.4          1     \ 

""13.5»  ^'  3.239*/  "^  ^  V  8.5»         2.^9.239»/ 

,  /  4            1     \  \'  .  /Q'4^            '^     Ä 

"*"l5.5»        073»/  '***Vd.4.5»       239.239V 

/_i 1_\  .V8.4»                1       Y 

V7.6'        7.239' 7  ■"  ^  V8.4'.6'  "^239.239**/ 

/_4 1_\  ■       /  8:4*               1       \ 

■*■  19.69       9.239V  "*■  *  U.4».69      239.239*/ 

_  4 1_ 

^""        T73        239 

*VlOOO  239.67121/ 

_,    ,/8.4»  1          \ 

'*'*VlO00OO  239.67121^  / 

'^                ^VlOOOOOOO  239.67121»/ 

/      8.4^ 1         \      . 

+'^  \  lOOOOOOOüü         239.67121^/ 
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Diese   Reibe  ist  paa  vorziEgiich  beqaeia  zur  Benchmnig 
Tön  n. 

§.  126.    '     - 

Mittelst  der  in  §•  121.  und  §.  122*  gefandenen  Entwicke- 
Inngen  lässt  sich  leicht  ze^en,.  dasa  ^.  ioK^f^päre  Jteihe 


arrUT       (arrHi)!     (gir^i)^    (arrH?)» 
*'  ~r~'        1.2       '      1.2.Ö  '    1,2.3.4  ''  — 

fSt  jedes  s  eine  bestimmle  Summe  hat,  und  daher  fiir  jedes  x 
converart. 

Die  Clieder  dieser  Reihe  sind  näoodidi    i> 


» 

und  ihre  Summe  ist  folglich 

^ ""  rs  +  1 — 3  "^  i — §  + 


•.  •  •    • 


+  i  *  -1:25  +  iT3 ""  uTTJ  ■»•••••  I  ""^ * 
d.  i.  nach  §.  12t  und  §.  122.  die  Grösse 

cosx  +  «ma:V — 1  • 

Weil  nun  die  stets  conyergirende  imaginäre  Reihe 

\    wTZj      (arrUT)»    (a?rZ4r)s    (arrHj)^          ' 
*»  ""T~  *       1.2       '    1.2.3    '1.2.3.4' 

ans  der  stets  convergirenden  reellen  Reihe 


X       X*       ar'  «♦ 


l.~, 


T  *  p'lXS'    1.2.3.4?  ••*•' 

doren  Summe  ^jachg*.  118.  bekauiitEch  e^ist,  eitialtea  wird, 
wenn  mah orriTi  für  s  setzt;  so  versteht  man  unter  der  Potenz 

«*' ""^  mit  dem  ima^nären  Exponenten  xlT— i  die  Summe  der 
stets  eonvergirendea  miaginären  ntihe 

.    arrZl  -  (arr=T)»     (a?r^?)3     (^»n=l)* 

^•"T~'    1.2   • 't;2:3"m.2.3.4? •••• 

nnd  setzt  also 

*       . 

Setzt  man  in  dieser  (Jleichung,  wie  dies  veipstattet  ist»  —  s  ^ 
s;  Bo  eriialt  man  \ 


und  es  ist  folglich  - 


^sY-^X  ^cosm±  sinäY^. 
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Addition  und  Subtraction  der  beiden  Gleichungen 


e  s=  cosof  +  sinrnT — 1  > 

'•  •      •     ' ':£:  cosar  —  sMtfi — 1 

^  erhalt  mlui  die  merk^f£j^n  Formeln 


t  ■  •  ■  . .  •  •  •    •   } 


Wi  —1  — WM  — i 

und  aus  .diesen  Formeln  folgi  leicht-durch  IKvision 

oder 
oder  auch 

tön^r«  =  -v—^  y^i,     cot«  a=  • — r:= f—l . 

•       l  +  e^^ra,         /  e«^l^^_l 

....  f      .     . . 

.     §.  127. 

Wir  woHea  nüu  ndpS  die  Grösse  /(a+^y'pT)  auf  die  Form 
|»-^jfir-*l  9  wo  a,ß,p^g  relle  Grössen  bezeichnend  zu  bringen 

Aus  d^r  Gleichung 

«(«+^rrr)  =  p'+^r-5 

ergiebt  sich  unmittelbar,  die  Gleichung 
Na<?h  §.  126,  ist  aber 

Also  müssen  die  Grössen  p  und  jr  so  bestimmt  werden^  dass 
d.  i.  dass 
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ist.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber,   wenn  man  dieselben 
qoadrirt  und  dann  zu  einander  addirt;,  auf  der  Stelle 

foIgBc*  ^ 

Weil  nun  ferner 

ist  9^  wo  diie  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist^    da  e?  immer 
positiv  ist^  so  mtiss  *gr 'so*  bestimmt  werden ^  dass  zugleich 

oder 

ä 
cosq  = 

oder  dass  zugleich 

ß 


.      _        ß 


7  =  Are  COS. 


=  Ar€9in 


ist 9  welches,' weil  • 

ist,   offenbar  immer  mpglich  ist.     Uebrigens  kann  man  auch  q 
df^^  der  Gleichung . 


■  I     r 


bestimmen ,  bat  dann  aber  zu  bemerken ,  dass  sich  q ,  wenn  a 
Bnd  P  beide  positiv  sind,  im  ersten;  wenn  a  und  ß  beide  ne- 
^atrr'suid,  im  dritten;  wenn  a  posÜiv  und  ß  negativ  ist,  im 
ylerlieii;  (wenft  ä  Aegativ  und  ß  positiv  Ist,  im  zweiten  Qua* 
dranten  endigen  muss,  weil  nur,  wenn  diese  Bedingungen  er- 
füllt sind,  zugleich 

^  «  1  ■  -'        ß 

q  s=:  Arccos  _  =  Arciin'rz===r 

,  seyn  kann,   wie  es  erfordert  wird. 

'Ist  nun  f  gehörfg  bestimmt;  sd  ei^ebtsich  aus  dem  Obigen 

i(a^ßr=rt)^ii(a^+ß^)  ^  qr:zt, 

•  ■■"''' 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Modulus  der  durch 
log  bezeichneten  Logarithmen  multiplicirt, ' 

iog(a  +>^=^)  =  iiog(a^+ß')  +  M^rzri : 

Da  q  offenbar  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  haben 
kann;  so  hat  auch  '  log{a  +  ßY^ZIJ)  jederzeit  unendlich  viele 
Tnrsehiedene  Weltiie; 

FüT'  a  &=3  +  i  u^^  /?  =3  0  muss  q  so  bestimmt  werden,  dass 

q  '==3  Are  COM  (+  1)  =  Are  sin  0 


',..  1 


/     > 
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hu    Dies  giebt 

WO  k  jede  positive  oder  negative  ganze  ZaU  seyn  kann* 

Für  a  =  —  1  nnd  /?  ==:  0  mnss  g  so  bestimmt  werden^  j^ss 

q  c3  Are  eos  ( —  1)  ca  Are  $inO 

ist.    Dies  giebt 

g={2k  +  i)n, 

wo  is  wieder  jede  positive  oder  negative  ganze  ZaU  seyn  kann. 
Dies  vorausgesetzt,   erhält  man  aus  ider  Gleichung : 

auf  der  Stelle 

und  ,         _^ 

für  jedes  positive  oder  negative  k,  wobei  ipan  nur  ^u  bemerken 
hat,  dass  man  in  obiger  Gleichung  für  die  Grösse  log(a^  +  ß^) 
immer  ihren  reellen  Werth  zu  setzen  hat,  wqldber  für*  ntssz^X 
und  ß.=0  bekanntlich  =s  0  ist.  *" 

'     UeberhsCupt  erhält  man  au9  obiger  Gleiplung  für  ^  =  0 

wo  logia^)  den  reellen  Werth  bezeichnet,    welchen  diei^  Ui^ 

Sarithmus,  weil  a^  positiv  ist,  jederzeit  nothwendig  haben  muss. 
LUch  wird  leicht  erhellen ,   dass  in  diesem  Falle 

g  =:  Arcco%{^i  1)  =  ArcsifiÜ  '. 

und  das  obere  odßr  untere  Zeichen  zu  nebmn  ist,  jenac^^ 
0  positiv  oder  negativ  i»t ,  welches  4aber  kownvt^  weS  i^t  ^ 
allgemeinen  Gleichung 

q  =  Are  cos  ^ —      -^r  =  if rc  stn  r-:=sssqi^  -  .:'  -'-^   liL\ 

^die  Quadratwurzel   in  den  Nennern  jederzeit    positiv  zu  neh- 
men ist.  '    i.  •       '[■■   .    .. .'  ','  ..' 
bt  also  o  positiv,  i^  ist  ^  :m92far;  isl.  dagegen  ol  a^tiv, 
so  ist  9  =(2 ^  +  1)^9  WQ  k  immer  eifie  EeUebi^p,  positive  oder  ^ 
negative  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Ist  folgfich  a  positiv,  so  ist  ,  /    *    '   \       ^  ^  ^ 

loga  =  iTog(a'^)  +  2kM2{f^',  * 

dagegen  ist,  wenn  a  negativ  ist, 

Bieraus  sieht  man ,  dass  der  Logarithmus  jeder  reeUen  Groate 
anendlich  viele  verschiedene  Werthe  hat;,  Ist  ^q  iiv  B.ede  ste- 
hende reelle  Grösse  negativ,  so  sind  alle  diese  Werthe  ihres 
Logäriümius  imaginär,    dagegen  findet  sich  unter  den  unendlich 


\j 


litlitn  Ys^mM^mpA  WeeAeä  'Ms  rLoigaritliniip  «iner  poakiven 
Gfösie  jisderzeit.  eia  reeUeir  Wertti^  w^iloheft  umn  erklM,  wenn 
■an  in  ier  (rIeiohaDg:  .     « 

kznO  setzt.         .  .  .  \  .  . 

Ist  ß  niobt  3=0«   so  jLaoA  wegw 

oiE^ilNur  oie  ir  SS  0  s^A,  iiii4;  919s  di^  (SN^bupg 

^1  9I6O  4iervar<i.  dass  £e  uaendBch  \ielcin  Tjerschiedffiepj  Wectbe,. 
wdcbe  der  Logariihmas  ^er  Jeden  kt^'a^O:  Giyibe  bei^^ 
jederzeit  sämmtuch  imaginär  sina. 


Siebentes    K  ft  p  1  ti^  I, 

Von  der  Biffereiitiatioa  4er  FmtctjMpien  qnt  mehrem  ?oii 


.  ■  i  > 


§.128. 

Wenn  man  bloss  eine  ^räbderiishe  Gl^se  einer  beliebigen 
Rmetion 

u  =y{j^,  r,  zt  V, . . . .) 

der-  von  dnander  völlig^  niiabbän^gen  v^rluiderlichen  Grössen 
s»  y,  X,  Vf  .  .  ..  als' veFädderhcb^  alle  übrigen  in  der  Fun» 
ctiofi  f orkoflww^den  irei$p4^cben  G^ös^c^  ^asegen  ajs  eopsIMt 
iMriMßbtet»  ^ai  mim  dies^  Vor4asf#biniijg  das  «te  Di0BJ?e^tj^I 
im  Bwciioii  naob  ,4^  W$^.4w  Voi?h^i;0l^daa  bekaantepi  Ikh 
nitt  «ntmi^kßlM  <O!J^sl;^i^^])i0BreMial  iaa  nie  pairiieU;e 
DjfforenUAl  dep/^^g^iJ^ett^e^t  F^^qtio»  in;  Bf9^g  auf 
die* als  veränderlich  betraebtete  Grqsvseu 

Im  Folgenden  sollen^ die.  in  Bezug  ajat.Xyjy^  z,  v,  .  .  ,  . 
ab  veränderacbe  G]fös§e  ^o^mpieBfn  nten  pisir^Ilw  Differentiale 
der  Function  u  respective'  duteb 

y^^'  K^^  ^L^^  J^..^^  ••.••»  . 

'  ■  # 

4ie  trslfjn  pactiellen.Differen^alQ  in  Bez^g  auf  dieselben  veräu" 
teOdien  Grössen  wie  ge^öhnficb  mit  We^ssqyig  i^ts  E^po-> 
n^n  1  b^c^ijs  ^bDupbh 

kexdchnet  werden. 

U 


102        DiffereEtialrechiitiig«  .Siebentes  KapiteL 

Die  Uten  partiellen  Differentialqnotienten  der 
Fttnction  u  in  Bezug  auf  x^  y^  z^  v,  .  .  *  .  als  rer- 
änderliche  Grösse  erhält  man,  wenn  man  die  nten  partielien 
Differentiale  nach  der  Reihe  durch 

dx^f  5y»,  öz*,  5»", , 

d.  i.,  wobei  §.  36.  zu  vergleichen,  eigentlich  durch. 

wo  Jxy  Jy  j  Jz^  Jv^  ....  wie  immer  ganz  beliebige,  stets 
als  constant  zu  betrachtende  Veräi^erungen  der  nnabnängigen 
veränderlichen  Grössen  or^y,  z^  v,  .  ,  .  bezeichnen,  dividirt. 
Daher  würden  die  itten  partieUen  Differentialquotienten  der  Fun- 
ction tt  in  Bezug  auf  ^5  JK>  «»  »,  .  .  •  .  als  veränderliche 
Grösse  eigentlich  respective  durch. 

u       v  u       o  u      d  u 

■^'   "^'  ^S^'  ■^•' ' 

die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  dieselben 
veränderlichen  Gröbsten  idiiröh       :..'■. 

dxU        dyU       SxU       doU 

zu  bezeichneii  seVn.  |n  den  meisteii  Fällen  konüen  iaber  statt 
dieser  etwas  weitläufigen  Bezeichnung  ohne  alle  Zweideutigkeit  die 
einfachem  Symbole 

S»  u'      .  S^U         B^U  S^U    ■:       .   ' 

t 

und 

■  dui,'    du'  du      du-      '\\. 

gebraucht  werden,  weil  schoii  die^  Nentler  dieser  Bruche  mft  tin^ 
reichender  Deutlichkeit 'und  BesümMheit  anzogen,  dassbloiss 
die  in  denselben  enthaltenen  ver9ofd6lrli(^ien  Grössen  ^bei  der 
Differentiation  als  Veränderlich  betradbtef  Verden  sollen. 

Euler  bezeichnet  in  seinen  Schriften  die  partiellen  Differen- 
tialquotienten durch  ■   . . 

/fl»u\^/5»u\     /  d*u\     /d^u\ 

und 


'\dxj*\dx/     \dz/     \dvj 


I  •  •  • 


eine  Bezeichnung^  die  wir  Im  Folgeiiiden,  wenn  ies  die  Deutlichkeit 
fordert,  auch  zuweilen  gebrauchen  werden.  Will  man  sich  des 
Functionszeichens  /  bedienen;  so  werden  die  itten  partiellen 
Differentialquotienten  der  Function 

u  =/(*,  r»  «•  V, .  . .  .) 


Dilfferentiatiaii  der  Fnnet.  mit  melireren  Yariablen.    163 
in  Bezag  auf  x,  y,  «>»,....  durch 

/^  (■«•»  r»  5,  », . .  .)> 

r 

(») 
/     i^y  y,  z,  v,  .  .  .)> 

/    («>  r>  »»»>••  •)» 

n.  s.  w. 

die  iiten  partiellen  Differentiale  in  Bezug  auf  dieselben  veränder- 
lichen Grössen  also  durch 

bezeichnet. 

Dm  die  obigen  aUgemdnen  B^riffe  aoi  ein  Pliiar  jSdspielen 
za  eriäutem;  so  sey  zuerst  ^    ■    ..  , 

I  ;?«  +  Jir-    .    •    •;.  .  r       ...    ,  ;  .„ 

Betrachtet  man  nun  bloifts  x  sds  verüiiderlich,«  und  ent* 
wickelt  unter  dieser  Voraussetzung  den  DiflR^rentialfuotient^n-vön 
«;  so  erhalt  man  '  * 

SmU   _  (2ar+y)(2^— 3r')--2(ar»y-T3Ay»)     \ 

Ketrachtet  man  aber  bloss  y  als  veränderlich  und  entwickelf  dett 
Dilferentialquotiehten ;  so  erhält  man  ^ 

gj^  — 8xy  (4jf  4-  y)  . 

T  (2s +y)« 

Fo^ch  ist  1;  . 

'^'"-  (2s  +V)»  ' 

^  2^»— 8sr(4s4-V)     ^ 

^^"^   (2xTV-^^^^' 

11*. 


I 

Ist  ferner 

II  r=  Arctang ; 

SO  setze  man 

Dann  ist  nach  §.43. 

dr«  du         dxP         dyU  du        SyV 

also 


und  folglich 


^'»  =  1^^*>  ^^-^--  :^^^- 


§.  129. 

Vorzüglich  kommt  qs.  nuu  daFauf  ao,  recht  deutlich  zu  ent- 
wickeln,  was  man  unter  dem  vollständigen  Differential  einer 
Function  mit  mehrem  von  einändier  unabhäUigigen  veränderlichen 
Grössen  zu  verstehen  hat. 

]^fe|;egd^«:i^iMtiM^^ 

u^zssfixt  y,  z,  V,  .  •  .  V^t) 

und  X,  yj  z,  V9  .  .  .,  i>  f^^ejAeit  Milchige  von  einander  ganz 
unabhängige  veränderliche  6r(i5^.  Ferner  seyen  dx,  dy,  dz, 
dVfr  •  A  i  •.dr.»  9l;b«iKeUige  eonsiante  ßsöss»,  u*d  a  Mif  eine 
Mißbi^i  4W.  ymänderiißk  :za  >elvaichltBde  OrSsse.  iassft  äaa 
nun  die  Grössen,  jr,  y»  z,Vy  .  .  .  a,  /  sick  jreapectiire  .np\ 
.  adx,  ady,  oBz,  aSt^y  .  .  •  (^a»  ad<  veräjidem;  Sdi  geht  die 
gegebene  Fnncttoir  in 

über,  und  man  kann  nun  diese  6rö$a^i  offenbar  als  eine  Function 
viNi  a  beiti^^i^eip^  1:  die  li^i|^  d^civ  /^(a):  bofEeidiAW  woüoaj^  s» 
dass  also 

folglich 

F(0)  =»  /(',  r>  »>•>*..••  »^  0 
ist 

Dies  vorausgesetzt»  versteht  man  unter  dem  vollständi- 

Sen  Differential  der  Fonotioa  k  die  Gränze»  welcher  sidi 
er  Bruch 


» 

bis  m  jeAm  küeibigmi  ^räit  Kabelt,  Trenn,'  inikfu  ^  €r8käMI 

jp*  ^y*  ^9  ^9  •  •  *  •>  '>  ^-"^j  ^j^>  f^^9  ^«> ,  .  .  •  ^»5  ^  vdiiig 

nngrändert  bleiben,  die  Grösse, a  sich  der  Null  nähert,  in  so 
fem  es  nämlich'  überhaupt  eine  soldÜe  Gränze  giebt.  Bezeichnen 
wir  also  diese  Glänze  durch  :,.     .< 

Ltnr  "(")  -"i'^  ;     ■■ 

•  ■  '    tt  ■  '  ... 

»  ■,-•.• 

,     .  ,   ■  ...•.,.  t 

4a9  vplLst^ndige  Diffi^ntial  der  Ftmctio«  i<  «her.^  wie  im  JM- 
genden  immer  gescheh^en  soll,  durch  du ;  s^  ImH  «aicb  jkm  Dbigen 
aUgemeinen  Bc^riffiß  ,        .'. 

I  '  ■      t .   Ä 


.:Sl1v^  fK«  ^bm^eAl^  dalss  ;di«  (kösee  J^De) «r^i^Q)  «iBa* 
bar  die  durch  die  V(tsk<deriingen-  «rdtr^  or^j^,  oAy,.ado»  .  •  .# 
o^»  «df  4er  .iuiabM4g^^i.v«rändeH&db«A  Gi^ssea  vr»  ,y,  z, 
9^s'^  .4,  /.  .h^e%^ührte  .Veränderung  der  FVi6ttioo  t^ :  ittf 
80  ist  Unr^  «dafta.^  w^f^  W-P  ^^^^^  Veränderonff  durch  ^ui  ke*^ 


v-^H 


du  =s  LzVn 


dargestellt  werden  kann«  imm^r  unter  der  Voraussetziuii^^  dass  a 
ach  der  Null  nähert.  „       .  4.  ' 

Betrachtet  man,' die'GrSssen  ^ir,  df ,  dz,'8vy  .  .  .  da^  dt 
immer  als  constant  amf6bfedl,  iu  als  eine  n^ue  Function  von  x, 
y,  z,  fs  i  .>.'a,^rHnd  himiBt  von  derselben  Meh  ^em  obigen 
al||emeinen.Be|^iffe  4as  vollfttäifi^ge  DiffereaMfilji  «e  erjb^  mw 
das  .zweite  vollständige  Differential  dS| 


ge^  Differential  ^'1«  der 
s,  und  es  ist  folglich  immer 

5*1*  =3  dSu,  . 

Betradbitet  m^n  nup  wieder,  Ss^  vj,  dz,  Sv^  >  .  •  Sa,  di 
immer  als' con^nt  ansehend,  S^u  als  eine  Function  von  x,  y, 
s,  «,  •  •  .  t,  /  und^  dimmt  von  derselb^i^  inädh  dem  obigen  idl- 

Ceiain  Se^Hfb  dflfs  votlistöttdig)^  fK!lb*entiäl^    s^  laimt  nmn 
4ritU.V^ll)&t«ndig^  Biffclrtetial  da«  von  ti,  und  es 
iü  Metioh  imoier . 

Wie  man  aiif  diese  Art  Weiter  gehen  kann,  ist  klar,  üeberhauni 
ist,  wenn  0*^4«  und  fl*ii  das  (« — l)ste  uftd  «te  vollständige  Du- 
ferential  der  Function  u  bezeicbil^n,    '' 

wobei  man  nur  nie  aus  den  Augen  vc^lier^ii  darf, .  dä^s  bf^i  der 
Differentiation  jederistit  f^jf,*%,  dis,  S&,  ;  V.  I^a,  fli  hb  con- 
siante  Grössen  teÄ  betrachten  -sind. 

Der  folgende  Lelursätz  ist  für  die  Entwickelung  der  voll- 
ständigen  thSereiiüale  d^r  Fuhctioiien  miit  m^liietii  N^\i  ^itL* 


|6tt     ,  .Pjfeiniitialm]^  Siebentes.  K^i|j4..-:r^: 

ander  pnabhäAgigen   yeränderlichen  Grössen  von;  der  grpftisten 

Wicbägkeit. 

■•I  ...  .  . 

§130. 

Lehrsatz.    Wenn 

u  =/(*,/,  z,  t>,  .  •  .  s,  t) 

eine  beliebige  Function  der  von  einander  unabbän- 
^igen  veränderlicben  Grössen  x,  y»  z,  Vy  .  .  «  s,  t 
ist;   so  ist  immer 

d.  b.  das  vollständige  Differential  der  Function  u 
ist  immer  der  Summe  aller  ibrer  partiellen  Diffe- 
rentiale in  Bezug -auf  jede  ibrer  veränderlioben 
Grössen  einzeln  genommen  gleicL 

Beweis.  Die  AwEaU  der  von  einander  unabbän^gen  ver- 
änderlicben  Grösson-x^-y^:  s,  «>  .  •  •  s,  t  aey  n,  Bezeiebnen 
dann  ^^^  q^,  g^y  0O  '*  *  -  9»-i>  (».gewisse  positive  ecbte 
Bräobe;  so  ist  nach  §•  110.  II.,  wenn  wir  die  Functionen 

f(x+adxy  7,  2,  V,  ...  s,  t) 
'      /(*  +  «54P,'y+'ag^,  i,  vi  .  .  .  »,  t)  .      '    ' 


I  -.  •     I  •  . ' 


u*.s.  ¥(•.''  a*  8^.  w«       -  .  > 


der  Kürz«  wegeli' i^eetiv^  durob'«>  »i ,  tej'f','**« *  •. *  •  ^n bc- 

Zißicbnen, '   ■•  <  i  ':..»■•.:...■••■''•'  ■ 


I     ■     .    • 


Uj-iiia=/',  (x+adör,  r+a^r>  2+^3a32,  v }•••*>  0 •^5*»'    .' 

"  .  .    ■  •     ,      ■      '  .  )    ■  ' ■-         '  • »    - 

U.  8«  W.  ■  ■  U.  8. ,  W. 

■.»#»',.        .  ■':••  ,  .  .;...       t.         .•..1 

und  folglich,  wenn  nian'auf  beiden  SeiteÄ  der  Gleiobheitszeicben 
addirt,  zugleich  aber  erwägt,  dass  in  der  in  §.  129.  gebrauchten 
Bezeichnung 

.    ii»='Fl(a),    uzs  F(P)  . 
a 


•..■-; 


4'/V(«+«d4f,  y+ußT",  z+oc^z,...  s+ädsj  t+Qnfxdff.du 
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IsM  man  mta  tc  sicb^^cr  NaUbähenii'jor  nähern,  weil  f^i 
^s'  ^3»  ?49  •  •  *  P)«-i9  füpo^tive  echte  Bräche  sinA,:  die 
Gröss^ 

/'«  (*+«5d?,  ^+ary,  2+^3a5z,  ii,...s,  i), 

sich  offenbar  respeetive  den  Grössen  v    . 

IL  8»  W. 

ab  ihren  Gränzen  im^ner  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  be- 
liebigen Grade,,  und  es  ist  folglich 


«   ■ 

i  ■• 

V 

+  /'«(■«•,  ^,  z,  t»,...»,  «).flz 

.  ■        •                  ■                                  N                       • 

,    1 

t        '  «i 

.■■:  i:';-.:('.    ir  !)   f.;:..    r,'.:i    •+./',(*,/,  Kj  i»,...f,  t).fti" 

•  « 

;  ■   t .»  i I       1 

j^^m-m^s^ 

tf 


Also  ist 


du  =   "/'» (j^,  >^,  z ,  v , . . . » ,  '<) •  djr 


^/tC^;,  r»  2»  t^,..'.,«,  0-ö<> 


i»  ; 


C?*U    Q         .      SyU    m^.       ,      SmU    r^'     .      ...    StU'ei'   /'■■     -^\     .'^. 


d.  i. 

folglich 

du  =s  Sjpu  4^  dyU  +  dx  u  4-  ^t/ m  +  ...  +  8 tu. 

wie  bewiesen  werden  sollte.  ,    ^ 

§.  131. 

Mittelst  des  vorhergehenden  wichtigeor  Theorems  lassen  sich 
die  vollständigen  Differentiale  sdler  Ordnungen  jeder  Functioii  toaX 


•  •  f  t 


^«eüMi^Wgeh JjmU  rtm  jeuiltnier  .dhaMifagiger  ^KiiaierMiM 

(iitossto!«1iiä  Sciwiliristeit  entmokeliu 

'—     ..  •        •  *  ■ 

Für  .  .. 

ist  nach  §.  128.  t 

also  ist  nach  §.  130. 

Für  * 

ist  nach  >§.  128., 

'  •    -  -  .  • .    .  • 

also  Ist  nadh  §•  130. 

<•  -  . 
Die  höhern  yoUständigen  Differentiale  erhält  man  ganz  nach  dem 
selben  Verfiihren»  b^t  aber  dab]^  nvr  nie   aus  den  Angen  zi 
verlieren,  dass  djr,  dy^  Sz,  dv,  .  .  .  .  immeif  fda  eonstaiit  aj 
betrachten  sind. 

Für  u  =  yjr.f^y  erhält  man  au  B.        ^ 

g^^  _.      3yW      ^ar'gy        gsgy»  lOx^gy» 

•  §.  132. 

•  •    • 

Die  Symbok  P,  42^  J^t  •  < «  T^  T  ^llen  ietzt  Jmmelr  Fi» 
ctionen  der  von  einander  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
Sf  y,  Xf  Vf  ...  •  9f  t  bezeichnen. 

I.    Ist  nun,   indem  a  dne  consüttite  Grösse  Weichnet, 

u  =  cP; 

60  ist  nach  §•  37. 
und  folglich 
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Nadi  §.  130.  ist  aber 

-  / 

IL    Wenn  ferner ,  indem  «  ^ed^  dtae  Constanze  Grösse 
bezdehnety  ..  .      .  >,  . 

.    ist;  80  ist  nach  §.  38. 

dyU=Z±dyP±dy^±SyR±...±dyV, 

ß,M  =  ±5*P±3,04a,A±...±5,  r, 

Au  ==±A  p±a,/e±atÄ±...±A  r^ 

und  fdglieh 

«±  (ö,P+c!yP+5;P  +  .-+ AP) 


i-.i  ■  =  .   ;;    ,i 


d.  i.  nach'  §•  130. 


•  -     •  •      • 


;i  ; 


du^±dP  ±  SQ.±  5ä +.,.±  dV.     .  .. 
llll.     Sey  jetzt»  =  PQ;  so  ist  nach  *|V?^.  '.  .'      j       . : 

5,  u  =  P«j»  QrHK.  Q^*  P, 

a,ttiiPAie +^<?AP, 

nnd  fol^ch  .    -  l-  • 

a    P(5xQ  +  cVQ  HI:Ä<l:+.-+ A  Q) 
+  Qida^P  +  '^r  P  +  A  l^;^*»  v^-h  A  P) , 

d*  W:  WH*  5.  A3ft.  ..:■  .:..*.;       -.   ^v   .      ^I. .!;;::. 

oder  .  ■      N  •  ■'•     /      :'i!-' ,  ""--rMu 

IV.    F&t'  n  ^  fQR  ^i^ebc  sioL  Meraäs''l0ict» 

5u  _  öP       r>«       5k  » 


l!70  .!rJ)SffiHrelitiali€di^^    Siebeites  KiipitdL 

und  fiir  ai  SS  PQRS  folgt  hieraus  ferner 

,    5i*-_  dp      Sq      öÄ      5£. 

Aach  ist  klar,  wie  man  auf  diese  Art  immer   weiter  gehen 
kann« 


lA  ^  1  _  


V/  Fiir  M  s=  I-  iät'nach  §.  41 

5,»  _  -r—^, _, 


V*  .  » 


dz  M  == 


"i  !.-'  1.'         -11 

Qdt  P  ^  PdtQ 

V««  ==  — : ^2     ,    .'■  >:.  y 

und  folglich  •?-.  ,   *      :         '    ' 

■  "5*  u  «ü-P^  v  HP  5«  u  + .  • .  +  öt.  "tf 

—  — .    ,    .    ,Q>       "  ^        * 

d.  i.  nach  &.  13(K     •}     *  i 

^         Q5P  -  PdQ 

VI.    Wir  wollen  Jetzt  jannebmen^  dass,  indem  n  eiiie.Gon- 

stante  Grösse  bezeidinet,' 

.uiciP", 

und  dass  in  den  Fällen^  wo  it  ein  in  den  kleinsten  Zahlet 
ausgedrückter  Bruch  mit'  ein^m  geraden  Nenner  ist^  P  positiv 
sey;  so  ist  nach  §.  45. 

ö,u=3nP»-'5*P, 
<Vu  =  nP'»-^dyPy 

diu  :ss  nP'^^Sz Pj 
— -«.."s.  w.-  ••     '      ■ 

wo  in  allen  den  Fällen,  wo  n  ein  Bruch  mit  einem  seraden  Nen- 
ner ist,  P**^  mit  demselben  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  mit  dem 
man  P*  genommen  hat. 

Also  ist 

(^  nP»-^dxP  +  dyP+dz  P  +  ...  +  ögP), 

d.  i.  nach*§.  130. 

dussnP^idP. 
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VII.  Wenn  u  =  «^,  ist;.is0^  ist,  v  v  : :  i     .1/ 

und  folglich  •.  •  •  ;     i    " 

5*u  4-  <Vu  -i-  d«u  +  .  .  .  +  dtu  ':!}"■■  i»---' 

==e^(5,P  +  cVP  +  a,  P+  .  .  .  +  ftP), 

d.  i.  nach  §.  130.  v 

VIII.  Wenn  u  =  IP  und  P  positiv  ist,'  so  ist 

\a       _  5*P      n  5,P     n  ÄP  n  BtP 

dsu=:  -p-,  ^j.u=  -i^,  ^,tt  =  -p-,  ...  Am  =5-jp-f 

und  foighcn 


d«  u  4-'  d^  u  *|«  d«  u  +  •  •  .  'h  dtu 

8^P  +  SyP  +  dxP  -¥  .  .  .  +  5, P 
= p 


.M-.'.   .'.j     :  iU 


d.  i.  nach  §•  130.   ' 

n      ap   ' 

IX.    Für  »=  «tJiPist 


>      r 


f >'     .ii 


dytf    ^    COSPdyP,, 


I  ■> 


.il  jJr.» ,,! 


il    \     )       .    *  i':\t.    V.     V.  i 


dßU  =  cosPd»  Py 

n.  8«  w. 
d«  u  ä=  eosPdt  P» 

und  folglich 

i.  i.  iijich§.^130;,*;^  '  ^i.     '  ■     •   -,^';    •"   ^   "     •    ■  ^'^  -; 

/,..         :     .du;=2  cosPdK   .      i  .  >  ;  •   i    "wi '  , 

X.    Für  u  =i  couP  isi     » 

ö.  8«  W.  • 

und  folglich  -^ 

ö»:»  +  ^r**  +  d«  "  +  •  •  •  +  5#  u 
=  ~  iinPidxP  +  8yP  +  d»  P  +  .  .  .  +  ÄP), 

d.  i.  uach  §.  130.        '• 

5h  =.— dnP&P.' 


. ' ' 


**-»!^i   .'   -.    -       V.   i'-, ,  . .       •«4.1 


XL     Pur  »  =  Areiak%j^^ 

ond  folglich      y   ;  j-  .  .  .   j.  :.       ;  v 

.   •.  .«^f* +.f'jr «*:-+;  &.w;.+^,^,  . -Kj^jä. 

^      —  •;  V'4+P»  »  » ' 

d.  i.  nach  §•  130«  .  •  .^•,•     .  ^^  ■  ,    ,,  .  -.        t-v 

XII*    Für  u  =  Are  cot  P  ist  eben  so 


f  ■ »  I  •»  t 


und  folglich    ,    '  •  *  /  .  >  1 — 

c?*  P  +  rV  ^ '+  **  ^  +  •  •  •  +  ^«  P 

—                                              1+P»  * 

i.  i.  nach  §.  130.                         ^1  .;,  ,,_,  ,   .,-[     ^yj 


lassen. 


Die  obigen  Bemerktin^i^  worden  sich  leicht  vervielfältigen 


§..13$.     ,^ 


Lehrsal«.    Wenn  ^  ;'.  \i -lui  in:.. 


v» 


...«♦»  /(^  y)  » •,.">  +  ••.  :r) 


1       .  I  — — ««  •,  *f       4  •     «     . 


etion  betrachtet  wird;    j^tnsrt'jederzeit 

Beweis.  Die  Veräfadertm;^)  w^i^he^Ae^ Function  u  erleidet» 
wenn,  indem  y  ungeän^irddeiMr  bbsss^^»  sich  nm  Jx  ändert, 
bezeichne  man  durch  ^^i  ap  ist__  .  . 

1.    -^*  u  =  fiaoi^'.vHm,  y)  —  /(ar,  y) , 

und  folglich ,  wenn  man  4)loi^  ki-iBesQ;  imf  y  als  veränderliche 
Grösse  differentiirt  9  ^  i  .;  '.1  luiii 

2.  <V4»w  ==.<?y/(^+^^llJ^)-^^/l(^r)• 
Setze|l  wir  nup    .;.       , ,   ;  -;-  \  ..;;•. 

« 

so  ist,  weil  diese  Gieichiteg-ßr  jedes  ir^gilt. 


W  •  r 


0     * .     »      •    t . 


.*  «'       « k    Nif» 


Difierestii^ra  idr  F  wd.  mit  mak^^  1731 

und  folglich  nach  2.  ,  * 

Ans  äev  Gleichung  3.,  die  man  auch  kurzer 

schreiben  kann,  folgt,  wenn  man  x  in  j;  4**^^  Qbciioehealjiflstij 
auf  derSteUe  "  ^^   "'^^" 

Folglich  ist  nach  5.  und  7.  ^     ,  . 

alsoi  anob. '  ,  f.-.        ,.; 

r 

I  ' 

oder 

Da  diese  jCIeich^ng  füi;:  J^de^  ^x  gittj[  sio  gilt  dieselbe,  offi^nbar 
a«qh  fdr  die  C^äÄ,;  dfciieA  :/      .     '  .  ^ 

/Ix  Jx , 

sich  nähern,  wenn  Jx  sich^  dt^  Null'  ii^ert ,  und  es  ist  folglich 
N91A1  dwn ^«m^iQfEHi,  Q9gviffil)d0ä  IKftB<alialq^  isfcaftee 

Aisp  ist     .         ,    ;      .^  ^.  *';;.     ;'.; 

and  fddglich  anch 

Nach  dem  Begriffe  des  Differentials  ist  aber 

15.     d*;Öy ÄVSX-       V^,     g^  , 

und  femer  ist,  weil  djr  eine  constante  Grösse ist^ 

Also  ist  nach  14. . 

wie  bewiesen  werden  sollte«  , 


i ..  V 


•        .  ,     .  -  » i' 


w»'.t 


lOtt  .?t!tti>wBfcüriiwflüiMiig«  t  am»»t<a  feiyi<!rt> 


•        « ' 


XI.  Für  u  =  ^ro/flh|rP^Ä-  '  -  ^  *    

und  folglich       .     ,  j.  .  .  .  f  :. 

—   c^^P  +  cV  P  +  a>  P  +  .  .  ,  4-  .e^P  .  ^   1,:    .[ 
d.  i.  nach  &.  130.  .  •  .^!,•     .  n  •  ..,  .    „  .  :.        v  7 

-   •'-  ■  ^^'*^=j^.v:: .-- .  •  /. ■  ^. ... 

XII.  Für  u  =  Are  cot  B  ist  eben  so 


» .  •  I 


und  folglich    .    •  -      .^ -   -- 

dxu  +  dyu  +  dxu  +  .  .  .  +  (Lu         ,.    ^^ 

^,  P  4.  a^  P  .f  9,  P  +  .  .  .  4.  ß,  P 
—  1  +  p»  ^     » 

d.  i.  nach  §.130.  ;       a^  ,        .    j      >  j 

Die  obigen  Bemerbin^ei^  würben  sich  leicht  vervielfSltigen 
lassen.'^ 


^ ,  .    .^  -•■..-  11    > 


,§  .13$.      . 
Lehrsaiz.    Wenn  ^  i'.  [\  .{u'l  U-., 

V» 

eine  Ftt9CtUn;.  der  -|»6id%n  t\e^4|4<iBljHib«4i>:Grossen 
s,  jy  ist,  oder  wenigsten^  als  eine  blcmit  v^n'Jiefej 
beiden  veränderlichen.  Grössen  abHangetide  F^nn- 
etion  betrachtet  wird;    ]it)~isrt' jederzeit 

Beweis.  Die  Veräfaderting^  w^i^he  v&e^  Function  u  erleidet, 
wenn,  indem  y  ungeän^irt  JdeiMr  bbsai^^i  sich  um  Jx  ändert, 
bezeichne  man  durch  ^^|  ap  ist_. 

und'  folglich,  wenn  man  Uo^k  n-iBesug  i6if  y  als  veränderiiche 
Grösse  differentiirt,  '  ;  ,\  \,:\  [i,,» 

Setzen  wir  nup    .;.  ;.  ..;.  \  j  y  :  , 

3.    Syfix,  y)  s=  (p(w,  y)  .  Sy ,-      J 

SO  ist^  weil  diese  GleichitegJar  jedes  »gilt. 


■  •      •  i 


ond  folglich  nach  2.  .  ' 

Aas  dar  Gleichung  3.,  die  man  auch  kurzer  '  ^' 

gehreiben  kann,  folgt,  wenn  man  x  in  x  '^./Iä  äbciqx;l(ea.lä 
auf  der  SteUe  •  > » 

Fol^ch  ist  nach  5.  und  7. 

aUa  anob.  -  .     .  i 

'  ,0.  'i^;=  a^t^^"^' 


■  ■  I 


*  *       .  ' . 


Da  diese  jG^eichvitg  füic  jedes  Jx  gUtj^  aio  giU  dieselbe,  offi^nbar 
Mit  fSt  dii&  ftlitte*,,  *eHe*  ,'  ' 

I  ■'■■ilPCt     ■ « 11 

/Ix  Ax . 

sich  nähern,  wenn  Jx  sich^  d!^  Null  iiiyi^ert ,  und  es  ist  folglich 

,-«./..  .  • . ' .  .....      .    •       .  ■■.       ^  ,     ■ 

Nadi  dwn  ^Jlg^m^Qmi.  Qegiifb  d^t  IKfl»ealial<iwt^nteii  ist:  jAer 

Alsg  ist  .  .   .'     V  •  '  .  *'- •  -K  .  •*. 

and  fdglich  auch 

Nadi  dem  Begriffe  des  Differentials  ist  aber 

15.    dxd^Ä'Sx-     \^^    Sx  , 

und  ferner  ist,  weil  djr  eine  constante  Grösse  ijst. 

Also  ist  nach  14. . 

17.    Sxdyu  if^.d^d^Uf, 

wie  bewiesen  werdea  sollte«  . 


I7V      .INfeiemtiakMluiiiiig«^^  Sielieiite»  KapiteL    :    - 


PSr  die  Fimctioii' 


»   .     • » 


u  =  Arctang  — 

ist  z.  B.  nach  §.  128..     t    ■  . 

Hieran^  cxf^t  mao  ferner'  "    " 

90  dass  also  wirklich  in  diesem  Falle 

dxcByU  S3  dydx'u 

ist  9  wie  es  nach  dem  bewiesenen  aUgfmieinen  Satze  seyn  mnss. 

Bemerkung.     Man  kann  die  vorher  bewiesene  Gleichung 
auch  unter  der  Form 

WO  alle  Differentialquotienten  partielle  Differentialqnotieiiten  sind^ 
oder,  wenn  man  sich  einer  leicht  verständlichen  abkürzenden  Be- 
zeichnung bedient,   unter  der  Form 

darstellen,  d.  h.  man ,  erluSt  jederz^t  einerlei  Resultat,  wenn 
man  zuerst  den  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  u 
in  Bezug  auf  y  i^  verändeHiche  Grösse^  und  von  diesem  IKffe- 
rentialquotienten  dann  den  partiellen  Differentialquotienten  in  Be- 
zug auf  jp  als  v^iauderlich^'Grö'sseentwickdt,  oder  die  Ordnung 
dieser  Differentiationen  umkehrt. 

Dies  lässt  sich  se^r  ij^ht  auf  folgende  ^t  aus  dem  vorher 
bewiesenen  Lehrsatze  berljsifen.  .  ,  '    ^  * 

Es  ist 

Su 

W 

und  folglich,  wenn  man. nach  s  difierenliirt. 


Syu=.£dy, 


t>j.r)yu;=:—^SxBr. 


*  fl 

Ganz  eben  so  findet  itiiti 

Weil  nun  nach  dem  vorher  bewiesenen  Lehrsatze 

SxÖyXL   SS  dySiU 


Differentiation  der  Fnnct»mit  mehremVaiiAUIen« 

ist;    so  ist 


dx  ''  dr. 


und  folglich 


oder 


.  ( . 


()xdx  ""'  dydjr  * 

wie  bewiesen  werden  sollte* 

•  •  • 

%.  134; 

Zusatz.  Wenn  M=/(jr,  y)  eine  Function  der 
beiden  veränderlichen  Grössen  jr,  y  ist,  und  a,'  ß 
zwei  beliebige  positive  ganze  Zahlen  sind;  so  ist 
immer 

Dieser  Satz  lässt  sieb  auf  folgende  Art  leicht  beweiseai'.i ,;  I>firi 
I.    Nach  §.  133.  ist 

und  folglich  auch 
Aber 

und  nach  §.133.  -  ^   ''- 

4.    dxSySgU  sä  dydxdx^  =  ^y^iw  . 

Also  ist    »  ■   i 

•...  O.    Ö-p%i*  =i.dydxU.,     .  ,.  . 

Folglich  ist  auch 

Aber 

und  nach  §•  133* 

8.    dxSydxU  =3  dydx^x^  =z^dydxu  . 

Also  ist 

und  folglich  auch  . 

10.       Ö^5i5y  tt  =S: 'S^ÖyÖ^tt  . 

A>er- 

11.    dx^xByv-  =  dxdyu 


I   .    > 


1/      ./ 


t»    .  IMinentiUMiii^^ 

und  nach  §.  133. 
Abo  ist 

13.    Öi^^yurs^y^^^. 

\^e  man  anf  diese  Art  i^ff5|:  g^hfp  kfnn,  ist  klar»  und  e 
folglich  offenbar  allgemein  ' 

II.    Daher  ist  nun  ferner 

1.    dyd^dyir  c=  dyd'yS^u  • 
Aber  nach  I. 

2.  SySggdyU     =S     5^ßyflyU      =     B  ^ß y     U 


♦. 


Also  ist 

4;    5^5  y"^  S'^dx^t 


» ,   11  • 


unjl  folgliisk 

>^5.    SySxö  y  =  dySyd^u 

Aber  nach  I. 

6.        Syd^dyU  SS  BjpdfdyU  Z=Z  dg^ByÜ 

und  *- 

Also  ist 

•*     •'^Vy,»         *y'\r     ' 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  sehea  k^n ,  eriiellet  hie 
schon  deutlich  genug,  und  es  ist  fblglkA  offenbar  allgemein 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Bemerkung.    Die  in  dfesem  Zusätze  bewiesene  Gleicb 
lässt  sich  auch  unter  der  Form 

WO  alle  Differentialquotienten  partielte  fiifiere^tialquotienten  s 
oder  mittelst  einer ,  der  in  der  Bemerkung  zum  vorigen  L< 
Satze  gebrauchten  ähnlichen^  leicht  verständlichen  abkürzen 
Bezeicnnung,  unter  de)*  E^ian 
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darstellen,   wie  auf ' folgende \Act  leicht  bomesefi'  werden  kann. 

Es  ist  ■•,  r^    .-, .     ,i,-:     . 

imd  folglich»  Weniiman  onnal  nadi  -.ä  diffiBreutürt^ 


•      P     m  .     J         4 


dr^ 


■«  « . . 


Ganz'  auf  dieselbe  Art  erhält  tAiii 


i    ■'  : 


"^«»  = 


V  dx"/ 


'--^•'(5/r 


I      ■  ■  . 

Weil  non  nach  dem  vorher' Bewiesreifeff''-' 


...  j       ' 


ist;  so  ist 


t\  ■  '. 


) 


Kl?) 


i  •       1    '  » 


■ä^ 


uadfol^icb   ..;[...,-,.        ..,,,    ,  :.,iü.„.;:..-;  iv;v,.:y,   ^,u   ;,i,    ... 
oder 


j  ' 


H      J  • 


^- .Z'     ,i:'^V 


'/t  V.« 


'  r 


\i:  !    J !.' 


}> 


* » 

wie  bewiesen  werden:  solte.^i.  m!    l  >  ;  <     i< 

Lehrsatz.     Wenn  / 

eine  Function  der  beliebig  rieJei^  verätfdeirl76hen 
Crossen  x»  y,  x,  v,  ...  a,  t  ist.  oder  wenigstens  als 
eine  bloss  von  diesen  veränderlichen  Grössen  ab- 
k&igende  Function  betrachtet  wird;    so  bleiibt  der 

12 
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völlig  nngeänderty'j^i^^maii  ä:acli.4ie  Symbole 

unter  einander  versetzen  vidg. 

Beweis.    Für  Functiöneii  mit  zwei  veränderlichen  Grössen 
ist  der  Satz  schon  in  §.  133.  iNswiesen  worden. 

Wir  wolleii.nandie^'Aiaziihl  dor  veräaderlichen  Grössen  ;r, 
'    y,  «,  V,  ...  «,  t,'  von  denen  «wei  beliebige  darch  p  und  q  be- 
zeichnet werden  mögen,  =^  n -^  t  $elzen9  nnd  nehmen  den  zu 
beweisenden  Satz  bl5  zu  Fijli^tic»(^n  mit  n  veränderlichen  Grössen 
als  gültig  oder  schon  b^eseä  än.'^  ~        *  . 

Zwei  beliebige  Permut^on^n  deir  -Symbole 

^*»   ^y  ^j^r  ^v^  •••  ^s'    ^tr 

wenn  man   das   eine  Mal  \d;is  Gflieä^p ,    das  andere  Mal  das 
Glied  Bq  ans  dieser  R4Utie.-wegß[sst,  sollen  ri^spective  durch  Pp 
und  Pq  bezeichnet  werden.  '  Dann   kann  man  zwei  beliebige 
vPermutationen  der  sämmt^i^u,  Syiabole  ,.  /       .,    [. 

' ..  ••  •  •  -  ■ .. 
durch  Ppdp  und  PqSq  bezeichnen,  und  soll  nun  beweisen,  dass 

ist.  V  ^',  , )  \  / 

Weil  nach  der  Voraussetzung  der  SaüE  für  Tunctionen  mit 
n  veränderlichen  Gröbsen^'^ilt;  so  kann  man,  indem  man  jetzt 
SpU  als  die  Function  betrachtet,  von  welcher  die  Differentiale 
zu  nehmen  sind,  die  ffletente  der-  Permutation  Pp  so  unter 
einander  versetzen  ,•  dass  ias  Elemtot  ^^n  die  letzte  Stelle 
kommt,  d.  h.  man  kann-  — 

V  P  P  9  9  P  , 

setzen,   wo  Hp^g  eine  beliebige  Permutation  der  Elemente 

^x'    ^y*  ^»'•'  ^t;'  •'^^5>  ^t 

nach  Weglassung  der  beid^^n  Elemente  dp  And  d^  bezeichnet; 
und  ganz  auf  ähnliche  Art  kan^.man 

9   9^.        P  9   P   Mh  .  , 

setzen. 

Weil  Dun:  aber  nai^hJr  133. 

9  P  P  9  ; 

ist,    weil  ferner  dici.liietden  PermutaUonen'  J]^,^    und  JT^j^,^ 
ganz  dieselben  Elemente  enthalten,    und  weil  nach  der  Voraus- 
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s^zong  der  zu  beweisende  Satz  für  FuDctionen  mit  n^—  1  ver- 
änderlichen Grössen  gilt;  so  ist  offenbar 

P  9  /f  P ,  ?  f  P  1 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden  ,/ 

P  P  9  9 

wie  bewiesen  werden  sollte.  '- 

Man  sieht  also ,  dass  der  Satz  für  Functionen  mit  ii  4- 1 
yeründeriichen  Grössen  gilt»  wenn  er  bis  zu  Functionen  mit  n 
yeiünderlichen  Grössen  ^t.      '  '^ 

» 

Hieraus  folgt  die  all^meine  IGchtigkeit  des  Satzes  nach  ei« 
ner  bekannten  Schlüssweise  mitteilet  §.  133. 

§.136. 
Zusatz.     ^Vena 

w  =/(*>  y>  «f  ^f  •••  *»  0 

eine  Function  der  beliebig  vielen  veränderlichen 
Grössen  x,  yy  z,  v,  ...  «,  t  ist,  oder  wenigstens  als 
eine  bloss  von  diesen  veränderlichen  Grössen  ab- 
hängende Function  betrachtet  wird;  so  bleibt  der 
Ausdruck 

WO  a,  /3,  y,  J,  •  .  .  X,  l  beliebige  positive  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  völlig  ungeändert,  wie  man 
anch  in  demselben  die  Symoole    '    -^ 

ö^  ^.  5^  5f,...  5j,  <5*  ;    , 

unter  einander  versetzen  iQag.  ^ 

Dieser  Sa)z  wird  ganz  eben  s<>  ans  §.  134.  hergeleitet,  wie 
der  in  §.  135.  bewiesene  Satz  au^  §.  133.  hergeleitet  worden  ist. 

§.  137.:  , 

Wir  wellen  nun  annehmen,   dass 

u  =f(p,  qf  »,  t,  ...  Vf  tv) 

rine  beliebige  Function  der  veränderlichen  Grössen  p,  g,  «,' 
f,  ...  Vy'w  sey,  dass  aber  diese  veränderlichen  Grössen  keine 
unabhängigen  veränderlichen  Grössen  seven,  sondern  dass  jede 
ierselben  eine  Function  der  von  einander  unabhängigen  veräu- 
ieriichen  Grössen  x,  y,  z,  ...  sey,  und  wollen  nun  das  voU- 
>^dige  Differential  von  u  zu  entwickeln  suchen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns,  dais  die  unabhängi^a  v«ec^ 
iuiderlichen  Grössen  x,  y,  z,  ..*  die  Aenienmeen  adx,  ct9^^ 
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'txdx}  .  >.  ,  WO  Bx,  djfy  dz^  . . .  wie  immer  beliebige  censtante 
Grössen  bezeichnen,  erieiden»  ond  bezeichnen  die  dadurch  her- 
beigeführten Aenderangen  der  Functionen  p^  g,  8,  t,  ...  v,  w 
respective  dnrch  //p ,  //q.  Ja,  Ju  •  •  •  Jv,  Jw,  den  yeränder- 
ten  Werth  der  Function  u  also  dnrch 

Ferner  wollen  wir,  unter  der  Vorauwetzung,   da$s  n  die 
Anzahl. der  Grössen^,  q,  9,  t^  ...  Vy  w  ist,  die  Functionen 

,      ..     .      /(Pi«i  »vt,  ...  w,  w)  , 

a.  s.  w« 
/(p  +  zip ,    7  +  -i^y  >    s.+  /^s,    t  +  /^l,  ...u;  +  ^u;) 

der  Kürze  wegen  respective  durch  ti,  ti^^  i»,^  ti^^  ...   m.  be- 
'    zeichnen;  so  ist,  wenn  jetzt  wieder  ^, ,  ^2,  ?3  >  949  •••  9»-i> 
^«  gewisse  positive  echte  Bruche  bezeichnen,  nach  §.  110.  II. 

u,  s.  w. 
wd. folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt, 
=  /pCp  +  Cj-^p»  7>  »f  «>  •••  »>  w).4» 

+/'g(P+'4>>  fl'+^a-^j  »>  *>  •••  »f  u)).Jq 

+  /'s(P  +  -^P>  7  +  -^^»  «  +  Qi'^^i  *j  •••  v>  uf).^s 


detzen  wir  nun  wie  in  §.  129.  tr«  =  F(cc) ;   so  ist  offenbar  u 
—  F(0),  und  folglich 

F(a)  -  F(0) 

CK 

+ /»(P  +  '^Pi  V4^ea^y»  «>  *»  •••  Vy  w).^ 

.  +  /sCp  +  '^^j  q+^f  «+P3'^«>  *>  •••  »>  w).— 


Stellen  wir  uns  jetzt  vor,    dass  «^  sich  der  Null  nähert,    und 
gdwD  zu  den  Gränzen  über;   so  ist  nach  §•  129. 
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imd  gaaz  eben  so 

Lim^^—  ==  dp ,    Lim  -^  =5  dg ,  Ldm  — —  =  5s ,  ...  Lim —  =  dw , 

WO  dtf,  dp 9  dq,  dsy  ...  Sw  die  vollständigen  DiiSerentiale  der 
Fjondionen  Uy  p,  q,  8,  ...  w  sind.    Die  Dijferenzen 

^Pf   ^(/t   /iSj   ^t^   ...  dv^.^Wf 

and  folglich,  weil  Qi^  Q^i  Qz»  9^9  -••  Qm^i»  Qm  po^tive  echte 
Brache  sind^  auch  die  Prodacte 

Qi^Pt    9^^qy    Qs^s*    Qa^*>  '•'  Qt^uhfyfm^iWf 

nähern  sich,  wenn  a  sich  der  Null  nähert,  offenbar  sämmtlich 
der  Null  als  ihrer  Grätize.    Daher  nähern  die  Grössen 

fp(P+'Qt^Py  9>  «» *>  •••  Vf  w), 

fw(p  -¥  ^Pf    V  +  ^y>    s  +  ^Sy  ...  i>+  /^i;,   lü  +  ^« ^/ü;) 

sich,  wenn  a  sich  der  Null  nähert,  offenbar  respective  den 
Grössen 

ACP»    ^>    «.    t,    ...    17,    U/), 
/ « (P>    ^>    «J    t>    •  • .    »,    I«)   J 

U.   8.   W. 

als  ihren  Gränzen,  und  aus  der  obigen  Gleichung  ergiebt  sich 
folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Gränzen  nimmt,  auf 
der  Stelle  die  Gleichung  ^ 

+  fqipy  g,  s,  t, ...  Vy  wy.dg   ^ 

'hf'tiPfgySyt,:..VfWy.B3 


+  fto(pj  9,'t,  «I  ...  V,  itf).div, 


oder,  weil 


fipU  :=:fp{p,  g,  s,  f,  ...  i; ,  w)^f?/J, 
dqU  =zfq{j)^  y,   s,   «,    ...   II,   w).Sgj 
daU  =f'^(p^  g,  s,  t,  ...  i;,  w}.ds  , 
Ur  8.    W. 

cfu,u=zfw(p,  gt  s,  t,  ...  Vy  iu).dw- 
ist,  die  Gleichung  ' 

du  =  dp  U   +   Öy  M  +  dtU   +   . . ..  5»  u  ♦ 
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Dass  diese  Gleichung,  der  in  §,  130.  gefundenen  Gleichung 
völlig  ähnlich  ist,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen.  Nur  findet 
der  wohl  zu  beachtende  Unterschied  Statt,  dass  die  in  du  ent- 
haltenen Grössen  dp»  dq,  d«,  ...  Sw  nicht,  wie  in  §.  1,30.  die 
Grössen  Bx^  By ^  Sz,  ...  St,  willkührliche  constante  Grössien, 
sondern  Functionen  der  unabhängige^  veränderlichen  Grössen 
^9  y9  ^y  •  •  •  nnd  der  willkührlichen  constanten  Grössen  Bx,  By, 
Bz,  ...  sindi  Will  man  also  das  zweite  und  die  hohem  Diffe- 
rentiale der  Function  u  entwickeln;  so  kann  man  allerdings  im- 
mer nach  der  in  der  Gleichung 

du  ==  dp  u  4-   Ög  u  +   d*  U  +   ...   +  ditU  • 

enthaltenen  Regel  rerfahren,  darf  aber^  wenn  man  z.  B.  von 
Bu  XVL  B^u  übergeht,  die  Differentiale  Bp9  d^»  Bsy  ...  Bw  nicht 
als  constante  Grössen  betrachten,  sondern muss  dieselben  als  neue 
veränderliche  Grössen  behandeln.  Eben  so  muss  man,  wenn  man 
von  B^u  zu  B^u  tibergeht,  die  Grossen  Bp,  Bg,  Ba,  ...  Bw; 
B^Pf  B^q,  B^9.,  ../B^w  sämmtlich  als  neue  veränderliche  Grössen  ^ 
behandeln,  u.  s.  w.  .    ^ 

Die  partiellen  Differentiale  der  Funölion  u  =pq  in  Bezug 
auf  j9  und  q  sin4  z.  B.  respective 

^Bp  und  pBq  • 

Die  partiellen  Diflerentiale  von  du  in  Bezug  auf  j»,  q,  Bp, 
8q  sind  ferner  respective 

BpBq^    BqBpi  qB^p,  pB^q. 

Also  ist 

d»u  =  pB^q  +  2BpBq  +   qB^p. 

Eben  so  sind  die  partiellen  Differentiale  von  B^u  in  Bezug  auf 
P9  q9  Bpt  Bq,  8^P9  B^q  respective 

BpB-qy   BqB^Pt    ^B^pBq,  ZBpB^q,  qB^p,  pB^q . 

Also  ist 

5»us=  pB^q    +  SB^pBq  +  BBpB^q  +  qB^p, 

und  man  wird  nun  schon  sehen ,  wie  man  auf  diese  Art  weiter 
gehen  kann. 

Hat  man  die  beliebige  Function 

w  ==  /(•*•!  y) 
der  beiden  veränderlichen  Grössen  x,  y,  und  betrachtet  y  als 
von  s  abhängig;    so  ist  zuerst 

xj        Bu  ^      ,    Bu  ^ 

du  =  ^dx  +  ^flS , 

und  hieraus  ergiebt  sich  ferner  leicht  nach  der  oben  bewiesenen 
allgemeinen  Regel 
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Aber  '•.;••  -:;''?:*•:•      "  ■'•     •:  ;•     .' 

Also  ist 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  g|e6eDk.ka|iri, ' 'ist  üatv..  Die 
Diflerentialquotienten  sind  hier  natiärlicli  sammtlich  Darlielle  Dif- 
fenmtialiiaotienteii.  . 


r  • 


Achtes   Kapital. 


»  .       .1 


Der  Taylofsche  and  Maclanrkt'sclito  Säte  ffir  Fni&ctionen 
mit  mehrern  yeränderlichen  Grossen. 


i 


Wir  nehmen  jetzt  wieder  an^  dass  - . 

# 

eine  Function   der    von    einander  *  unabhängigen   veränderEcheii 
Grössen  s,  y^  z^  .  .  .  ist,  und  setzen  ,  - 

F(a)  =/(x+«5ar,  y+(*dy,  x-^adzt  .,.?), 
oder,  indem  wir  der  Kürze  wegen  r       ,     .  f 

setzen,  ^ 

Betrachten  wir  üun  Jr^,  y,,  «/,  •  .  .  als  Fanctionen  von  o; 
so  ist 

Sx^  =a  dcoSxf  5yj.==  dody^  5^1=  dad«i  .  .  .  • 

Nach  §.  137.  ist  aber,  wenn  immer  bloss  a  als  unabhängige 
veränderliche  Grösse  betracbtet  wird, 

wo  ...--... 

JPfX«)      aF(«)      j9Kj) 
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ff 

die  partiellen  Dlfferentialquotieiiteii,  von  F(cc)  in  Bezug  auf  jp'i; 
y^,  z,9  .  .  •  als  yffiK^derlicIie  Grössen  sind.  Also  ist  nach 
dem  Obigen  .  ,,    ,   *  ' 

und  folglich  '  ^ 

oder       ^     ^  '  >  • 

'''\  -11!  »ifv;  I^W^,:  =..-1  n-.'i^lTi.:,    f.       •  OTi 

Ueberlegt  man  nun,  dass 

S^^-^Sx^^Sy  +^ö«  +  .... 

ist 9  und  dass  F{a^  aus  u  hervorgeht,  wenn  man  in  u  für  jr, 
y,  ip,  .  •  .  respective  £t »  ^i »  «i ,  •  •  •  setzt;  so  erhellet  divl 
der  Stelle,  dass  ^\^^)0i{(ci^v&xjß,  Btf\  orbpl^n.  wird ,  wenn  man 
in  du  für  JT,  ^,  2r,  •  •  •  .  respective  J^i ,  y^ ,  2^ ,  .  .  .  setzt. 

v»  :«PfS|^  ?1?^^  W<5l>  •§*  !iä^r  v^  Bezug. auf  a  als  unabhän- 
gige veraiiderhche  Grösse 


••  > 


d.  i.  nach  dem  Obigen 

^F  («)  =  — ,.-i-^  ^a:5«  +  — 5-^^  ^y^«  +      js      ^  rza«  .... 

ax,  cUt  cfZi 

fm.=  ^öx  4i'«^^5i,  •+  »iö.  +  . . . . 

oder 

Ueberlegt  man  nun  wieder,  dass 

ist,  und  dass  ^(a)  aus  ^i*  hervorgeht ,  wenn  man  in  du  für  x, 
y,  5f,  .  .  •  resiJeclire  J?! ,  y^,  a\,  .  .  ^  setzt;  so  erhellet  sehr 
leicht^' dasi»:  aaefa  F?.{c^\  aus  ^^u  ehalten  wird^  wenn  »an  in 
S^u  für  ar,  y,  Ä,  .  .  .  respedure  .»i,  2fi»  «u  •  •  •  setzt. 

Wie  man  auf  dJöBe  ß^ri  weiter  gehen  kann,  bedarf  keiner 
Erläuterung  mehr.  .  im  Allgemeiuen  erhellet ,  dass  überhaupt 
F^'^a)  aus  ^"w  erhalten  wird,  wenn  man  in  d^u  für  x,  y,  », 
....  respective  x, ,  yi*,  «i,  .  .  .  d.  i.  x  +  «3x,  y  +  «%> 
a  +  üdz,  .  .  .  setzt.        ,    " 
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§.  139. 

Mach  §«  109.  ist  nun,   unter  der  Voraussetzung»  das's  die 
Functionen 

F(«),  F-C«),  F»,  F'»,  .  .  .  F(»)(«) 
von  a  c=s  0  bis  a  =  a,  stetig  sind, 

F(a)  =  F(0)  +  f  F'(0)  +  j^2^"(0)  +  j^  F'"(0)  +  .  .  .  . 

WO  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 
Nach  §.  138.  werden  die  Grössen. 

Fia),  F'(«),  F"(«),  F'»,  .  .  .  F(— 1)(«) 

respectire  aus 

♦  Uf  duf  d^Uf  ö*u,  .  •  •  ö»— *tt 

erhalten  9  wenn  man  in  diesen  Functionen  Cor  x,  y,  s»  .  .  . 
respeetive  jr-^(Kd.r,  y+o^,  «-f*^'»  •  •  •  setzt. 

Also  ist  offenbar 

F(0)  =  u,  F'(0)  =  5u,  F"(0)  =  ö*u,  .  .  •  F(»-«)(0)  s=5  5«-i|* 

und  folglich 

F(«)  =  u  +  f  5a  +  iil5«a  +ji!L  5»u  + 

oder 

+  r-^T— n*^*«*  +   T^^  F(»)(oo)  ,: 

1 . . .  (n— 1)  1 . . .  n  vv  /  > 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen 

F(«),  F'(«),  F"(«),  F'^C«),  .  • .  FC»)(«), 

welche  aus 

u,  5tt,   5*1*,  5'u,  .  . .  ö»  u 

erhalten  werden«  wenn  man  für  jr,  y,  2,  .^ «  respective  x-|-^jr» 

*  y  +  a5y ,  «  +  aSz^  .  .  .  setzt,  von  a  =  0  bis  a  =  o  stetig 

•und,    jP<">(()a)  geht  aus  d»u  hervor,  wenn  man  in  d"«  fiur  x^ 

y,  2,  •  .  •  respective  x  4"  ^o5jr,  y  +  gadj/y  %'\^Qadz^  .... 

setzt5  und  q  bezeichnet  immer  einen  positiven  echten  Bruch. 

Für  a  =  1  ergiebt  sich 

fix-hdx,  y+8y,  z  +  &Zj  . .  .  . ) 
—       ,    5u       5«tt   .      d^u  d^-'^u    .  F(»)(g) 
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wo  g  ein  positiver  echter  Brach  ist,  ^^"^0)  ans  dem  Differential 
d'^u  hervorgeht,  wenn  man  für  s,  y,  x, .  .  .  respective  x-f-^d-r, 
V'hQfiyf  .^"V-ffdas,  •  .  •  .  setzt,  und  immer  die  Vorauss^zang 
festzuhalten  ist,  dass  die  Functionen 

IX«),  F'(a),  F»,  J?'"(«),  . .  .  F(»)(«), 

welche  aus 

erhalten  werden,  wenn  man  für  x,  y,  2,  •  •  •  respective  x+cedJtf 
y  +  ady ,  Z'^-aßz,  .  •  •  setzt,  von  a  e=3  0  bis  a  =  1  stetig 
seyn  müssen. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  ferner  die  folgenden  Sätze. 

I.    Nähert  sich  die  Grösse 

""     FC)(^), 


t' 


wo  Q  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  jP^'^(pa) 
aus  d^uernalten  wird,  wenn  man  für  x,  y^  2;,  •  .  . 
respective.  x  + ^aßx,  y  +  gaSy,  z  +  gaSz,  •••  setzt, 
der  Null,  wenn  man  n  wachsen  lässt,  und  kann  der 
Null  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
II  gross  genug  nimmt ;  so  ist  immer 

S        '  S       ■  4 

[edoch    bloss    unter    der   Voraussetzung,    dass    die 
unctionen 

F(«),  rc«),  F"(«),  F'»,  FiT(«),  .  1 .  .  , 
welche  aus 

tt,   ÖU,   5'U,    5*M,    f5*U,    .    .    •    • 

erhalten  werden,  wenn  man  für  x,  y,  2,  ...  respe- 
ctive x4-öc?J^>  y  +  «%>  2f4"«^^5  ....  setzt,  von  a=0 
bis  a  =  a  sämmtlich  stetig  sind. 

IL    Nähert  sich  die  Grösse 

FW(g) 
1 . .  • .  n 

WO  p  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  F^*\q)  ans 
3»ti  erhalten  wird,  wenn  man  für  x,  y,  sr,  .  »  .  re- 
sj^€Ctive  X  4- ^öx^  Jf  4"  C^y»  «+ ^ÖÄ,  .  .  .  setzt,  der 
Null,  wenn  man  »  wachsen  lässt,  und  kann  dersel- 
ben beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt;  so  ist 

/(*+5x,  y+^y,  «  +  5x, .  .  .  .) 

-  i*  +  -T-  +  t:^  +  1723  ^-  rx3r4  +  •  •  • » 
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jedoeh  nur  unter  der  Voraussetzang,  dass  die  Fu^ 
ctionen 

F(«),  f  •(«)  ,  F-'i«),  ^"'(«) ,  P"i«) 

welche  aas 

u,  duf  5'u,  S^Uy  <5*u,  •  .  •  • 

erhalten  werden,  wenn  man  für  jr,  y,  z,^  .  .  re- 
spective  x  +  aSxy  y  +  ac?y ,  a  +  Of)«,  ....  setzt,  von 
a  =  0  bis  a  =  1  sämm'tlich   stetig  sind. 

Letzterji  Satz  nennt  man  den  Taylor'schen  Lehrsatz 
für  Functionen  mit  mebrern  veränderiichen  Grössen, 

§.  140. 

Eine  Grösse,  welche  überhaupt  ans  dem  Differential  S^n 
entsteht ,  wenn  man  in  demselben  für  or,  y^  2;,  .  .,  .  respective 
^'^y  ^9  «27,  •  .  •  .  ,  und  for.djT,  V^y,  Sz^  ....  respective 
^9  y»  ^9  '  •  •  .setzt,  wollen  wir  jetzt  durch  (pnio)  bezeich- 
nen, so  dass  also  ^«(0)  eine  Grösse  bezeichnet,  welche  ans  S*u 
entsteht,  wenn  man  die  Grössen  x,  y,  z,  *  .  .  .  sämmtlich 
===  0,  und  für  ds,  %,  fe,  .  .  .  respective  x,  y,  ä,  .  ...  . 
setzt. .  qPo(a)  bezeichnet  hiernach  die  Grösse,'  welche  aus'  ü  ent- 
steht, wenn  man  für  x,  ^,  is,  '.  .  .  .  respective  äx,  ay^  uz^ 
.  •  .  .  setzt,  und  ^^^(O)  bezeichnet  die  Grösse,  welche  aus  u 
entsteht,  wenn  man  die  Grössen  x,  ^,  2,  .  .  .  sämmtlich  zsO. 
setzt. 

Es  ist  leicht  zu  fibersehen,  dass  die  Function  F^''\a) ,  wenn 
man  in  derselben  die  Grössen  jt,  y»  z,  ....  sämmtlich  =  0 
und  für  ^o:,  %,  ^a,  .  .  .  .  respective  x,  y,  2;,  .  .  .  setzt,  in 
9»(a)  übergebt.     Setzt  man  n'ämlich 

o»u  =  i)5f(x,  y>  2>  . .  .  ;    5x,  5y,  dz,  .  .  . )  ; 

so  ist  bekanntlich 

F(«)(«)  =  yj(x+adx,  jf+ody,  «+«5«,...;    5x,  5y,  <5z,...), 

und  J^^'^^ia)  geht  folglich,  wenn  man  die  Grössen  or,  y,  j?,  ....  ^ 
sämmtlich  =  0  und  für  Ss^  %,  Sz,  .  .  .  respective  jt,  ^,  2, 
.  •  •  setzt,  in 

ipiaXy  ay,  aSy  .  .  •  ;    x,  y,  s,  .  .  •  ) 

Über.  «  In  dieselbe  Grösse  geht  aber  S'*u  über,  wenn  man  für 
X,  y,  27,  .  .  .  respective  ax,  äy,  02,  .  •  •  9  und  Jur  ^x,  ^y, 
^27,...  respective  x,  y,  2;,  .  .  .  setzt.  Da  nun  die  Grösse, 
in  welche  auf  diese  Weise  8'^u  übergeht,  (^»(a)  ist;  so  erhellet 
die  Richtigkeit  der  oben  ausgesp^chenen  Behauptung. 

Denkt  man  sich  also  in  der  in.§.  139.  bewiesenen  Glei« 
chung 

/(x+5x,  y+c?y,  s4»5«,  .  .  .  ) 


■* 
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die  &Ö8i5eii  J7,  y,  s,  .  ^  .  gämmtlich  =  0  und  fiSr  dar,  Sy^  dz, 
•  •  •  .  respective  s,  y,  z,  .  .  .  gesetzt,  so  ergiebt  sieb,  dass 
immer 

/(jf.  y»  «>  .  •  • ) 

wo  p  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  ist,  weon  nur 
die  Voraussetzung  erfüllt  ist,  dass  die  Functionen 

jf  ^  V>o(«)5  yi(«)»  y«(«)»  ys(«)>  •  •  •  y»(«) 

von  a  =  0  bis  a  =  1  sämmtlich  stetig  sind,  und  hierauis  er« 
giebt  sich  ferner  unmittelbar  der  folgende  Satz. 

Wenn  die  Grösse 

1..,»  » 

wo  p  einen  DoiHtiven  echten  Bruch  bezeichnet,  sich, 
wenn  n  wäcnst,  der  Null  nähert,  und  derselben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur 
ii  gross'.. g^nug  nimmt,  und  wenn  die  Grössen 

'■.'■.    Vo(«)>  VaC«)»  ^aWf  y3(«)>  ^«C«)»  •  •  •  •     X 

v«n' «  las  &  bis  a  S33  1  sämmtlich  stetig  sind;  so  ist 
im-Meir 

Diesen  Satz  könnte  man  dei^  Maclaurin'schen  Lehrsatz 
für  Functionen  mit  mehrem  veränderlichen  Grössen  nennen. 


Neuntes    Kapitel. 

Ton  der  Differentiation  der  unentwickelten  FnnetioneB 

oder  der  Gleichungen« 

§.  141. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Gleichung 

u  s=/(a:,  y*  «,...)=  C, 

wo  C  eine  cohstante  Grösse  bezeichnet,  eine  identische,   d.  li. 
eine  für  jedes  x,  y^  z,  .  .  .  geltende  Gleichung  sey ,  so  dass 
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also  auch  für  jedes  a  und  jedes  jr,  y>  «,...;:  dx^   df, 
dx^  •  •   •   •  - 

/(a:  +  «5jp,  y  +  ße?y,  «  +  «Äs,  .  .  .  )  =r  C 

ist. .  Setzen  wir.  folglich  wieder    -  \   .  ■ , 

also  "  ■■;  ■■■ 

^(o)Ä/(jr,  sf>  «j .  wi) ;    .      .:>; 

so  ist  für  jede^  a  und  natürlich  auch  für  jedes  x;  f;  z'^'\' .  . ; 

3*>  ^»  ^*>  •  •  •  f 

!*(«)  —  l?'(0)  =  c  —  c  =  ö.  ' 

Also  ist  auch,  wie  nahe  man  auch  a  bd  Null  iannehmenmag, 
für  jedes  jr,  y,  2,".  .  .  ;    dxySy/dzy  ....  ^ 


I  •  »-^ 


F(«)  w  y(o)    _  .      .  .   ., 

■  •  •  •   ■  0  *   ■   ■  '       '.••  '■■■•' 

'  •  .  • .       *  »   " .       ■      ■ 

•  .  ■...-;. I.  .11 

Wdl  nmi  Badi  §.  129«  unter  der  Voraussetzung^  das!  man  siok 
jDi  jder  NoU  nahem  lässl,  :   '        ^        .  . 

f,u=Lun?!^^L±m     '  .:■■■. 

.-.      «  m  ■■■/      .i.'.. 

ist;    flo  ist  offenbar  auch  für  jedfes  jv>  y^  »,  .  .  .  ^    dJr,  dy, 
tns  •  ••  •  . 

und  fplgiieh  auch  ganz  auf  dieselbe  Wejse 

3^tt  =  o^5»u  =  ö,  5«tt  =  0, .  .  .  a»u  =  6^  .  • .  .;' 

Dass  dies  auch  dann  noch  gät,  wenn  die  Gonstante  C  s=3  0  ist, 
.Temteht  sich  von  sc^si. 


§.  142. 


.  \  Man  bflbe  non  ferner  zwischen  den  terKndertieh^  Gnisse;! 
x»  jb ^i  •i*  •  t)»9.«  ^  .'die  ganz  beliebige. Gleichung  .j., 

tt  t=r/(dp,:y,  tr.  /,  V  tf«  •  « '•  •  )  3s  0;  .v.: 

so  kann  offeübar  j[ede  der  Gi&sen  jr,  y,  ^s,  .  •  .  r,  .  •  •  .  ab 
eine'  Function  aller  flbrigen  betrachtet  we^en.  BejMchiKii.wir 
nun  z.  B.'  9  als  eine  Ptinction  von  r,  j^,  s;,  .  .  • .  ,  tiid  siteen 
zu  dem  Epde  ^ 

v  =  ^{x\  y,  ar,  .  .  .  .  )  ; 

»o'ist 

u  ^ss  f{xy  y,-  «,  4  .  •  ^(or,  y,  r,  .  •  *  >   •  .  •  )  =  0 

eine  identische,  d.  i.  f&r  jedes  jr,  y,  «,  .  .  .  gellende  Gleichung, 
und  folglich  nach  §.  141. 

du  =  0,  5*u  SS  0,  fi^u  =  0,  .  .\.  fl'tt  SS  0}  .  .  .  . 
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Weil  nun  aber  nadi  §.137. 

du  =  -g^dx  +  ^Syf-g^S.  +....+  ^5,  + 


•  •  •  • 


ist;  so  hat  man»  wenn  zwischen  den  GrösMn  j?,  y 9'  sa  •  •  • 
V9 die  Gleiehangr       ^  : 

.  cegeben  ist,  zwischen.  dei|  Grössen  j?^  ir»  ^s,  •  •  •  r,  .  •  .  ; 

cxy  dy^  djB,  ....  •  '^f9-*,\  •  •  •jederzeit  die  Gleichung 

Cm  die  Gleichungen 

a»u  =  ö '>ü  =  0, 5*M  =s  0,  ..•  a»M  =  0,.... 

weiter  zu  entwickeln,  müsste  man  nach  den  aus  dem  Obigen 
bekannten  Regeln  die  Differentiale  c^^ii,  S^u,  B^u,  .  . .  entwickeln, 
und  hätte  dabei  nur  vorzüglich  zu  bemerken»  dass  die  hohem 
Differentiale  Tonx^sr,  js,  •  •  •  sämmtlich  s=s  0  zu  setzen  sind, 
welches  aber  von  den  höhern  Differentiaien  der  Grösse  4^ >mcht 
gilt»  da  diese  Grösse  Jb^ipe  unabhängige  veränderliche  Grösse, 
sondern  als  eine  Function  vop  x ,  y,  ^,  .  .  i  xvl  betrachten  ist. 

.  .  Da  e|S  völlig  willkührlicll  ist,  welche  der  ver^nderlicheifi 
Grössen,  z witschen  denen  die  Gleichung  »=0  gegeben  ist,  man 
als  Function  der  übrigen  betfachten  will;  so  ergiebt  sich  aus 
dem  Vorhergehenden  imerhau'pt. Folgendes: 

Wenn  zwischen  mehrem  veränderlichen  Grossen  iii  beliebi- 
ger Anzahl  eine  Gfeidhtiög 

gegeben  ist;  so  folgen  aus  dieser  Gleichung  jederzeit  die  Gtn- 
chungen 

du  =s  0,^«u  =  0,  5»u  ==  0,  .  •  .  5»u  =  0,  .  .  .  .  , 

wclhn  ttan  nur  bei;  Aei^  ßntwickelnn^d^  Differentiale  der  Fun- 
ction 11  eine,  übrigens  beliebige,  der  veränderiichen-  Grösseo, 
zwischen  denen  die  Gleichqng  u  z^  0  .gegeben  ist»,  als  Function 
der  übrigen  betrachtet ,  >  also  die  höhern  Differeptiale  dieser  ver- 
änderlichen GrÖsise  nicht ,  die  hohem  Differentiale  d^r  übriKen 
veränderlichen  Grossen  dagegen  sämmtUch  =^  0  setzt  , 

Man  habe,  um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  zwischen 
den  beiden  veränderlicheA.  ^i^össen  jr,  y  die  Gleichung 

y'  —  Saxy  +  x'  =  0/    "^ 

so  ist 

tt  =:  y'  —  Saxy  +  «' ,' 
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ttodfolgUcli 

also 

Betcaeblen  wir.  nun  ^  ab  Fattction  von  x;.  so  ist   . 

S^u  =  3(y»  —  <ur)5*y  +  Gy  ßy»  ^6atVÖ^  +  ^«Äc*   - 
and  folglich  ..{..!! 

Stellt' man  die  beiden  gefundenen  Gleichungen  unter  der  Form  > 


(y*  —ax)  ^  —  fly  +  x»  «  0, 


+  2^  =  0 


dar;  so  ü))ersieht  man  am  leichtesten,  dass  sich  mittelst  d^- 
selben  die  DifPerentialquolienten 

Sy      .  S^y 
,,Sx^    dx* 

durch  X  und  y  ausdrücken  lassen.  Aus  der  ersten  ^Ueser  beiden 
Gleichungen  ergiebt  sich  nämlich  auf  der  Stelle 

Sy ?y_ZLfl 

and,  wenn  man  diesen  Werth  des  ersteu  Differentialquotienten 
nun  ferner  in  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  einfuhrt, 
nach  einigen  leichten  Reductionea 

Wollte  man  aber  ^ie  beiden  Differentialquotienten 


i,».. 


tn^d^'y- 


ß SS,  durch  s  ausdruQkenf    so  würdß  dies  nur  durch  Auflösup^ 
•  giegebenen  Gleichiihg'   > 

y '  —  'daxy  +  x'  =  0  ,       '    - 

in  Bezug  auf  y  als  unbekannte  Grosse  möglich  seyn,  indem  man 
nämlich  mittelst  dieser  Gleichung  y  durch  jf  zu  bestimmen  und 
den  gefundenen  -Werth  dfinn  Jfiir  y  in  die  beiden  obcai  fuT'      ^   • 

->r^  and  TT^ 

ax         ax^  . 

gefundenen  Ausdrücke  einzuführen  hätte. 

§•  !¥• 

Wir  woüen  nun  noch  einige  besondere  Fälle  etwa$  aus- 
fSbrlicI^r  betrachten«    ;    ;   / 
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Ist  zuerst  zwischen  den  zwei  veränderlichen  Grössen  j^' y 
die  Gleichung  ti  &=  0  gegeben  $  so  ist  nach  §«  142. 

oder  auch,  wenn  wir  y.  ab  Function  von  x  betrachten^  wie  aiidi 
nachher  inuner  geschehen  soti, 

flu   ,    du  dy  __  Q^ 

Das  Differential  von  flu  in  Bezug  auf  jt  als  unabhängige  verän- 
dediche  Grösse  ist  '  •  '*  .... 

Das  Differential  von  flu  in  Bezug  auf  y  als  unabhängige  verän- 
d|N;liQbe  Grösse  ist     . 

fl«U     n     ;j        .       9^U\    .  ';     ^1      / 

^^ySxdy+    ^fly«. 

Das  Differential  von  du  in  Bezug  auf  Sy  als  unabhängige  ver- 
biiderlicbe  Grösse  ist 

•  ■•.'        fltf 
Das 'Vollständige  zweite  Differeatiale  too  h  ist  also 

und  folglich  nach  §.  142. 

oder  *•      .  I        .        . 

fl«u     •  _  fl«u   Sy  .  fl»u  /flyV  j.  ^^  ^*y  ^t\ 


5»y. 


Aiis^' dieser  Gleichung  findet  man   x^^,  flachdem  man  aus  der 
Gleichung 

flu  .    fl"  fly  ^  A 

w        oy  öx 

'   fl»  ■ 

den  erslen  Difierentialqttoftienten  njZ.  gefunden  hat. 

.Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  und  auch  die  hohem 
Differentialquotienten  von  y  finden  kann,  wird  hieraus  schon 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  erhellen. 

§.  145. 

Wenn  zwischen  den  drei  veränderiichen  Grössen  s,  g,  z 
die  eine  GJeicbung  u  es  0  gegeben  ist;    So  kann  man  z  als 
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Fanctiott  yon  s  und  y  betrachten;.  Dana  üki  aber  t^y^  und 
auch  Bsy  %5  völlig  wiUkührliche  von  einander  unabhängige 
Grössen.    Nach  §.  1424  ist  nun 

Weil  aber  bekanntlich,  da  z  eine  Function. von  jt  und  y  ist, 

ist;  so  ist  auch 

und  diese  Gleichung  gilt  für  jedes  ganz  beliebige  Sjp  und  dy^ 
zerföllt  also  in  die  beiden  abgesondert  bestehenden  Glei- 
chungen 

du  ^     Su  fhi    '  \.      du    .     du  dz 

mittelst  welcher  die  beiden  Differentialgtfoti^ten 

dz       ,    Sz 

ffx         €fy 

gefunden  werden  können. 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  nun 
^mz  auf  dieselbe  Weise,  wie  diösre  Gleichungen  selbst  aus  der 
Gleichung  u  =  0  al^eleitet  worden  sini^  die  teideu  Gleichtingen 

d^u         d^u  dz       du  d^ 

,   /  d'^u     ,    d^udz\  dz 

d*u  d^u  dz         du    d^z 

f^x  dy        dydz  'Sx       75«"  dxdy    

,  /  d^u  ^  d^u  dz\dz\'^    ' 

+  V75JS;"*"  ^^J'^ 
d.  i.  ' 

d*u  d'ü    dz       d^u  (dz  \»      du  B'^z  _ 

d*u  d^u    dz  d^u    dz^       d*u  dz  dz  ■     du    d^z   

S^"*"  'Syd^ dx  "*■  ISxSi  dy  '^  ^'SiSy'^  ^5J^"~"' 

und  ganz  eben  so  ergeben  sich  aus  der  zweiten  der  beiden  obi- 
gen Gleichungen  die  Gleichüngeü 

d^u         d^u  dz         d^u  dz       d^u  dz  Bü        du    d^z    _ 
IxSy'^  SyWz^'^  SxS^Sy'^  5^*^5x5^"*"  ^'SxSy  '^^^ 

d^u     ,    „  d^u    dz  ^    d*n  /  dz  y  i    du  d^z 
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Daher  hal  man  jelzt  bloss  die  drei  folgenden  Gleichungen ; 

a»u  _,    d^u  dz      3«u  /^»\*     3u  S^z      . 

d^u    .      g»u     S%  d^u    S%        S^u  8»  ds         du     ?^% 

mittelst  welcher  sich  die  Difierenüalqaotienten 

S^z      d^z       d^s 

finden  lassen,  nachdem  man 

'••'"■  Sz    'e% 

* 

mittelst  der  beiden  oben  entwickelten  Gleichungen 

'Bu  du    dz    '       ^"      3^     ,      8^    8^   .^  r^ 

"^     'St.'SöS       *  ^     Sz/Sif^ 

gefunden  hat. 

Auch  wird  hieraus  nun  sphon  erhellen,  wie  man  auf  diese 
Art  weiter  gehen  kann. 


1  ■ 


%.  146. 

Hat  man  zwischen  den  drei  veränderiichen  Grössen  Xy  y^  z 
die  beiden  Gleichungen  tfs=sO,tf^==0;so  kann  man  ^undz 
als  Functionen  von  x  betrachten,  und  hat  nun  nach  §.  142« 
offenbar  die  beiden  f  Gleichungen 

^5^ +-^^y+ 757^^  =  0» 


du^    ^         ,  'ßtti     ^  ,      du^     rs     ' ^ 

'g^dx^^^dy+^dz:=^0; 


oder 


du        du  dy    ^     du  dz         ^ 

757+ ^"31+ ^^ -^' 

du^       Su^dy         du^ c?«   _.  q 
dx  "^    dy  dje    "*"  'Sz'Sje  * 

aus  denen  die  beiden  Differentialquotienlen 

dy      ^  dz 
•5^  und  -5— 

gefunden  werden  können. 

^  Diese  beiden  Gleichungen  führen  nun  femer  auf  dieselbe 
Weise^  wie  sie  selbst  aus  den  beiden  Gleichungen  »=0^  Ui  =0 
abgeleitet  worden  sind,  2U  den  beiden  Gleichungen 
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fl*u  ,   ^  d^u    Sy    ,   ^  d^u  dz   ,    B^u  fSy 


.  t^Shi  Sy   Bz         <^*tt/(?z  Y       5a  5-y         öu  c?'ä 
^ylSz'Sx'Sx        Sz^KdxJ  "*"  75y5^       'S*  Säß^ 

5i»'   "•      5a?f?y  3a?  "*"     dar  dz  ^        dy*  V^-^ 
.  0  5'u.  Sy  Sz       S^u,  rSzy^  Su,  S^y   ,  Su,  Sh 


=  0, 


=  0, 


IS  deden 


S^y       ,  S^z 


ifdnden  werden  können. 

Anf  diese  Art  weiter  zu  gehen,  hat,  die  Weitläufigkeit  der 
)rmeln  abgerechnet,  keine  Schwierigkeit. 


Zehntes    Kapitel. 

Im  der  Bestimmiing  der  in  gewissen  Fällen  nnbestinunt 
n  seyn  scheinenden  Werthe  der  reellen  Functionen  mit 

einer  TeränderUchen  Grösse. 

§.  147. 

Es  tritt  nicht  selten  der  Fall  ein,  dass  für  einen  bestimmten 
l^erth  a  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  Zähler  und 
[enner  einer  gebrochenen  Function      ' 


tp{x) 


Br^chwinden ,  und  dieselbe  also  fSr  den  in  Rede  stehenden  be- 
immten  Werth  von  x  unter  der  unbestimmten  Form  %  er- 
iheint.  Bei  der  Bestimmung  solcher  unbestimmt  zu  seyn  schei- 
inden  Werthe  der  gebrochenen  reellen  Functionen  mit  einer 
Tänderlichen  Grösse  leistet  die  Differentialrechnung  die  vortreff- 
ihsten  Dienste,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Man  lasse  x  sich  um  /Ix  verändern ;  so  gehen  die  Functionen 
x)  und  q>(x)  respective  in 

f(jß^r/tfB)  =  f(x)  +  4f (^)  'U'id  (p^X'^Jx)  =  (f{x)  +  J^{x) 

er,  und  die  Function 

vi") 

13» 
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ist ,  wenn  nur  die  FimetioDen  f{x)  und  ^{x)  m  der  Nähe  yon 
X  stetig  sind^  offenbar  die  Granze»  welcher  der  Bruch 

^(*)  +  ^fpix) 

sich  nähert,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert.  Wenn '  nun  f(x) 
und  (p{x)  fiit  x==a  verschwinden,  so  dass/(»)=:0,  g?(a):=0 
ist;  $0  ist  FX^)  offenbar  die  Gränze,  welcher 

sich  nähert,  indem  jJx  sich  der  Null  nähert ,  wenn  man  nur  in 
dieser  Gränze,  die  im  Allgemeinen  natürlich  eine  Function  von 
X  ist,  ebenfalls  x  =  a  setzt.     Da  nun  aber 

^ffjx)  Jfjx)  :  Ar 

ist,  nnd  die  Gränzen,  welchen 

4^   und  Ä> 

AX  jBX 

sich  nähern,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  bekanntlich  die 
Differentialquotienten    • 

sind,  die  Gränze,  welcher 

A(p(x) 

sich  nähert,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  also  offenbar  der 
Bruch 

(fix) 

ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

und  hierdurch  also  der  Werth  F(a)  der  Function  F(x)  bestimmt^ 
wenn  nur  die  Differentialquotienten  /^C^)  und  q>'(x)  täv  x  =  a 
nicht  selbst  zugleich  verschwinden^  auch  nicht  beide  unendlich 
werden.  ^  "     , 

Ist  aber  /'(#)  =a  0^  q)(a)  =  0 ;  so  ist  ganz  wie  vorher 

(p{a)        ff  (n) 

folglich  auch 

und  hierdurch  also  der  Werth  F(a)  der  Function  F(x)  bestimmt, 
wenD  Dur  die  Differentialquotienten  /"(a)  und  q)'\a)  fär  x  =:  a 
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r 
> 

oicbt  selbst  zugleich  verschwinden,   auch  nicht  beide  uneDdlidi> 
werden. 

Ist  aber  f'\a)  =  0,  (p"(»)  =  0;  so  ist  ganz  wie  oben 
-   folglich  anch 

nnd  hierdurch  also  der  Werth  F{a)  der  Function  F{a:)  bestimmt, 
wenn  nur  die  Differeulialquolienten /'"(jt)  und  fp'\:»:)  für  jr=a 
nicht  selbst  zugleich  verschwinden »  auch  nicht  beide  unendlich 
werden. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  leicht, 
und  es  ergiebt  sich  also  hieraus  überhaupt  das  folgende  merk- 
würdige allgemeine  Theorem: 

Wenn 

—,   .  fix) 

F(x)  =5    -^  >  ^  • 

ist,  uud  die  Functionen 

/(^),/'(^),rW,/'>),  .  .  ./(-*>(^); 
<f{x),  <f\x)^  (p'O^)^  (p"^i^)^  •  •  •  y(*-*>(a?) 
für  X  =  a  sämmtlich  verschwinden;  so  ist 

und  hierdurch  also  der  Werth  F(a)  der  Function 
F(,x)  bestimmt,  wenn"  die  Differentralquotienlen 
/•c*)(j7)  und  (ff^^{x)  für  jr,  =  «  nj«ht  selbst  zugleich  ver- 
schwinden, auch  nicht  beide  unendlich  werden. 

§.  148. 
Um  dieses  Theorem  auf  einige  Beispiele  anzuwenden;    so 


sey 


und  folglich 

f{aß)  =  ax"^  ^2acje  +  ac»,    y/(af)  =  hx^—  2bcx  +  ftc». 

Für  JT  =  c  ist  f(c)  =  0,  9(0)  =  0.     Differentiirt  man  nun, 
so  erhält  man 

fXx)  =  2ax  -^  2ac/  ^'(flf)  =  2hx  —  Qbc , 

und  es  ist  folglich  wieder  /'(c)  =  0 ,   ^^t)  =  0.     Also  muss 
man  von  Neuem  differentiiren,  und  erhält 
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Da  dies  for  jedes  x  gilt,  so  ist  auch 

,,,,..  r(c)  «  2«,  y"(c)  =  23, 

und  folguch 

n.    F{x)zz  — ^»^a«  ^ 

also 

/(a?)  SS  d?'*;,  «MP» — fl*d?  +  «'»   ^(^)  =  «*— a*- 

Für  jr  SS  a  ist  /(a)  =  0»  9(0)  =  0.  Durch  Differentiation 
ergiebt  sich 

und  folglich /X«)  =  Ö,    g>\a)  =  2a.    Also  ist 

F(a)  =  0. 

in.    Bekanntlich  ist 
Setzen  wir  nun 

so  ist/(:c^=ar"+*— 1,  ^(x)  ==  j:— 1,  und  folglich '/(!)= 0, 
9(1)  =  0.    Durch  Differentiation  erhält  man 

f{w)  =  (n+l)  a?»  ,    y'W  =  i; 

also /'(l)  =  «  +  1,  9(1)  =  1 ,  und  folglich  -P(l)  =  n  +  1. 
Der  Werth  der  Summe 

1  +  47  +  a?*  +  a?'  +  .  .  .  +  0?» 
ist  für  x  =  1  in  der  That  =  «  +  1  • 

IV.  Für  F(x)  =  ?^  i8t/(ar)  =  Sf«j?,    9(jr)=Jr,  und 

folglich  /(O)  =  0,  cp(0)  =  0.  Durch  Differentiation  erhält 
man  f\s)  —  coi  ar,  q)'(s)  =1;  also  ist  /'(O)  =  1 ,  9  (0)=1, 
und  folglich  F(0)  =  1. 

V.  Füri?'(:r)=  f-I^li^ist 

/(a?)  =  a?  —  sinWf    (f(ai)  =  a?* , 

und  folglich  /(O)  =  0,  9(0)  =  0.    Weil  nun 

f'(w)  =  1  —  cosa?,    9'(*)  =  3a7* 

und  folgUch  /'(O)  =  0,  9^(0)  =  0  ist;  so  muss  man  von 
Neuem  differentüren.    Dadurch  erhält  man 

f'(x)  =  sin  a?,    9"(a7)  =  6a?, 

und  folglich  wieder  /"(O)  =  0,  <p"(0)  =  0.  Also  muss  man 
zum  dritten  Male  differentüren,  und  erhält  dadurch 

/'"(a?)  =s€OSXj    q>'\x)  =  6. 

Weil  nun/"(0)  =  1,  9'"(0)  =  6  ist;  so  ist  F(0)  =  i- 
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VI.,    Pur  F(s)  =: 


e   — e      — 2x 
X — 8inx 


ist 


'i    •       i: 


/(a?)  =  e  —e    *  — 2«,    <f.(ie)  =  *  — »in.r; 
/(O)  =  0,    ^(0)  =  0; 

f'(x)  =  e*  +  «~*  —3 ,    tpXx)  zzi  —  eosM! 
/(0),=  0,    y'(0)  =  0; 

'     /"(«)  =  «*-«"*,    <p'(x)=s$inx; 
/"(0)  =  0,    v"(0)=Ö,- 

r\0)  =  2,    (y)'"(0)  =  1,. 

Also  ist  F(0)  =  2. 

§.  149. 

Oft  kommen  auch  Fälle  vor,  wo  für'  einen  bestimmten  Werth' 
a  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  Zähler  und  Nenner 
der  gebrochenen  Function 

unendlich  werden.    In  einem  solchen  Falle  Falle  ist 

1^1 


=  0, 


=  0. 


Wtil  nun  bekanntlich  die  DifferentialgHotientjBii  der  Functionen 


respective 


^.  V  und  — T-T. 
/(ar)      ,   tp(x} 


3 


uhd  — 


cp'Qo) 


{q>i»)\\ 


sind;  so  ist  nach  §.  147. 

1 


oder 


/(«)      _ 

<f{a) 


(Pia) 


{y(«) 


)  2 


/(«)- VW" (/("))  ' 


und  folglich,  wie  sogleich  erhellet,  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
mit 


mnltiplicirt. 


200        OifferentialrecIiHiuig.    Zehntes  Kapitel« 

Wären  aber  auch  f{a)  und  9'(a)  beide  uuendlicb ;  so  wäre  ganz 
eben  so 

und  folglich 


9  («) 


Wären  auch  f\a)  und  ^''Ca)  beide  unendlich;  so  wäre  ganz 
auf  dieselbe  Art 

CM  -  /'» 

und  folglich 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  es 
6rgid>t  sich  nun  wieder  das  folgende  allgemeine  Theorem: 

Wenn 

ist,  und  die  Functionen' 

^       /(^) ,  n^)  y  /" W .  /"(^) ,  •  .  .  /«-^>(jp)  / 

y(ar),  y'(«)>  y"(*)»  9'"(^)f  •  •  •  y <"-*>(«?) 

für.jr  =  a  sämmtlicb  ntiendlich  werden;  so  ist 

und  hierdurch  also  der  Werth  F(,a)  der  Function 
F{x)  bestimmt,  weun  die  Differentialquotienten 
y(»)(ar)  and  9*(x)  für  x  =  a  nicht  selbst  beide  unend- 
lich werden,  auch  nicht  beide  zugleich  verschwin- 
den. 

'    X 

Für  F{x)  =  ~  ist  z.  B.  f(x)  =  a*,  g)Cjr)=j:,  und  folg- 

X 

lieh,  wexn,  wie  wir  voraussetzen  wollen,    a  grösser  als  die 

Einheit  ist,  /(od)  =  oo,  9(00)  =  oo.  Abcr/'(jr)  =  «*/«, 
©(jr)  =  1.  Also  f(co)  =  00  ,  g)'(Qo)  ^=  1,  und  folglich 
JP(oo)  =  00. 

Für  F(x)  =  if  isl/(x)  =  ^,   g)(ar)  =  jr,  und  folglich 

«  X 

1 

/(oo)  =s  00,  g)(oo)  =  00.     Aber//(jr)  =  — ,  q>X^)  =  *> 

und  folglich  /(oo)  =  0,  ^'(oo)  =  1;    also  i^(oo)  =  0. 
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§.  150. 

Wenn  F(s)  =  f(x).  w{x)  ist;  so  kann  es  yorkommen, 
dass  der  Werth  F{a)  der  Fun€tioD  F{x\  sich  unter  ddr  unbe- 
stimmten Form  0 .  +  OD  darstellt. '  Weil  aber 

y(^)  fix) 

gesetzt  werden  kann;  so  kann  die  Bestimmung  solcher  unhe- 
stiaimten  Werthe  offenbar  immer  nach  §'•  147«  und  §.  149.  be* 
wirkt  werden. 

Ist  z.  B.  der  Werth  von 

JP(pe)  =Es  (1t-47)  tßng  \  nx 

für  X  s?;  1  zu  bestimmen;  so  setze  man 
und  folglich 

f(x)  =s  1 — X,    <p(x)  =  cot  4^  WJP. 

Differentürt  man  nun;  so  ergiebt  sich 

f(x)  e=3  —  1 ,    y'C)  =3  —  4"  ^  (cosec  4  nx)*  ; 

f\i)^^U  cp'(0  =  -i^; 
folgUch  F(l)=|.  ,  ,  - 

Soll  man  den   Werth  von  Fix)  s=  xlogx  für  j?  =  0  be- 

1  -.1 

stimmen;    so  setze  man  f{x)  ==  logx^    vO'ö  s=3— <  e=  x   ^. 

Dann  ist 
ud  felgHch 

fix)  _  _   ^  . 

also 

§.  151. 

Wenn  F(x)  :w  /(x)  —  9(4?)  ist;  so  tritt  piweilea  der  Fall 

ein,    dass  fiir  einen  bestimmten  W^b  von  Jf  die  Functionen 

/(jr)  unä  ^jr)  beide  unendlich  werden.     \^e  man  dcb  in  sei- 

dhea  Fällen  zu  verhalten  hat»  wird  am  besten  an  ein  Paar  Bei^ 

^^den  g^^t  werden. 

Der  in  Rede  stehende  Fall  tritt  z.  B.  bei  der  Function 

1  2  ' 

F(af)  =   ^A ^        ^ 


I       ■' 
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für  2?  =  1  ein.  Zieht  man  die  beiden  Bräche  wirklich  von  dn- 
ander  ab$  so  erhält  man 

*'(»)  = -f^' 

and  es  ist  nun,  wenn  man 

f(x}  =  s-i,      y(*)  =  l-«» 

setzt,  /(l)  =  0  and  q>(i)  =  0,  so  dass  man  also  jetzt  §.  147. 
anwenden  kann.  Oa  nun  /'{»)  =  i,  q)'Qe)=s  —  2x,  and 
fol^ch  /(l)  =  1,   fl>'(l)  =  —  2  ist;    so  ist  nach   §.  147. 

Ist  ferner 

F(x)  =  xtangx  —  ^nsecs 

,  und  die  Frage  nach  dem  Werthe  Pi^n)  von  P(x)i  so  setze  man 

F(*)  =  "'"'  -  -^" , 
nnd  es  ist  nun^  wenn  man 

setzt,  /(|7r)=5  Ö  und  q>{\7t)s^0,  jetzt  also  wieder  §.  ii7. 
anzuwenden.    Weil  aber 

fix)  =  wcosw  +  sinjp,    y'(-**)  =3  —  ^inx 

und  folglich  /(^np)  =  1,  5P'(i^)  =  —  1  ist;  so  ist  nach  §.  147. 
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Von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  der  Fmictioiittu 

A.    Entwickelte  Functionen  mit  einer  veränddrlichen 

Grösse. 

§.  162. 

Es  sey  yssf(s)  eine  Function  von  jt,  und  x  selbst  be- 
zeichne jetzt  irgend  einen  bestimmten  Werth  der  unabh'ängi^n 
verändferUchen  Grösse,  t  sey  eine  unendlich  kleine  positive 
Grösse.  Auch  wollen  wir  für  jetzt  immer  annehmen,  dass  die 
gegebene  Function  in  der  Nähe  des  bestimmten  Werths  s  der 
unabhängigen  veränderlichen  Grösse,  d.  h.  in  dem  unendlich 
kleinen  Intervalle  x  —  t,  x  +  i  stetig,  und  in  diesem  Intervalle 
also  auch  stets  reell  sey. 

Wenn  nun  für  anendlich  kleine  t 

/(')>/('-0,    /(.")>/(.'  + i) 
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ist;  Bo  heissl  f(x)  ein  Maximum,   ein'Grösstes  oder  ein 
grösster  Werth  der  gegebenen  Function. 

Wenn  dagegen  für  unendlich  kleine  t 

ist;  so  faeisst  fM  ein  Minimum,    ein  Kleinstes  oder  ein 
kleinster  Werto  der  gegebenen  Function. 

Wäre  aber  für  unendlich  kleine  t  mit  Beziehung  der  obem 
und  untern  Zeichen  auf  einander 

so  wurde  /(w)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  der  ge* 
gebenen  Function  seyn. 

Bei  dieser  Definition  wird,  was  man  wohl  zu  beachten  hat, 
I  immer  als  unendlich  klein  angenommen«  Unter  dieser  Voraus- 
setzung sagt  man,  dass  die  Werthe /(jt — i)  und/(a?  +  t)  der 
gegebenen  Function  dem  Werthe  /(x)  derselben  benachbart 
oder  Nachbarwerthe  dieses  letztern  Werths  seyen,  und  kann 
nun  die  obigen  Erklärungen  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

Wenn  x  einen  bestimmten  Werth  der  unabhängigen  verän- 
derlichen Grösse  bezeichnet,  so  heisst/(jr)  ein  Maximum  oder 
ein  grösster  Werth  der  gegebenen  Function,  wenn  derselbe 
grösser  ist  als  seine  Nachbarwerthe  nach  beiden  Seiten  hin.  Da- 
gegen he]sst/(jr)  ein  Minimum  oder  ein  kleinster  Werth 
der  gegebenen  Function,  wenn  derselbe  kleiner  ist  als  seine 
Nachbarwerthe  nach  beiden  Seiten  hin.  In  jedem  andern  Falle 
ist  f(x)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  der  gegebenen 
Function. 

Es  geht  aus  diesen  Erklärungen  hervor,  dass  es  für  ein 
und  dieselbe  Function  sowohl  mehrere  Maxima,  als  auch  mehrere 
Minima,  auch  Maxima  und  Minima  zugleich  geben  kann.  Dies 
erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  nie  aus  den  Augen  ver- 
liert, dass  es  sich  hierbei  immer  bloss  um  das  Verhalten  der 
Werthe  einer  Function  zu  ihren  Nachbarwerthen  nach  beiden 
Seiten  hin  handelt.  An  Anschaulichkeit  gewinnen  übrigens  die 
obigen  Begriffe,  wenn  man  sich  die  Function  durch  eine  Curve 
dargestellt  denkt,  bei  welcher  die  Abscissen  die  Werthe  der  un- 
abhän^gen  veränderlichen  Grösse,  die  entsprechenden  Ordinaten 
dagegen  die  entsprechenden  Werthe  der  Function  sind.  Eine 
sofohe  Curve  wird  offenbar  in  mehrern  Punkten  so  gekrümmt 
seyn  können,  dass  die  zu  denselben  gehörenden  Ordinalen  ent- 
weder grösser  oder  kleiner  als  die  benachbarten  Ordinaten  nach 
beiden  Seiten  hin  sind/  und  in  solchen  Punkten  werden  die  Or- 
dinaten, d.  h.  die  V^erthe  der  gegebenen  Function,  Maxima 
oder  Minima  werden.  Ist  aber  in  einem  Punkte  die  Ordinate 
kleiner  oder  grösser  als  die  benachbarten  Ordinaten  nach  der 
einen,   und  respecüve  grösser  oder  kleiner  als  die  benachbarten 
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Ordinalen  nach  der  andern  Seite  hin;  so  findet  weder  ein  Klaju* 
mum,  noch  ein  Miuimnm  Statt. 

§.  153. 

I.  Den  analytischen  Untersuchungen  üb^  die  Maxima  und 
Minima,  welche  nun  folgen  werden,  schicken  wir  die  für  diese 
Untersuchungen  sehr  wichtige  aligemeine  Bemerkung  voraus,  dass, 
wenn  die  Function  f{s)  flir  den  bestimmten  Werth  x  ihrer  un- 
abhängigen veränderlichen  Grösse  nicht  verschwindet,  und  in  dem 
unendlich  kleinen  Intervall  s  —  t,  j?-)-«  stetig  ist,  diese  Fun- 
ction in  dem  in  Rede  stehenden  unendlich  kleinen  Intervall  fort- 

ß  während  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss ,  wie  auf  der 
Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  nicht  aus  den  Auj^  v^eit, 
dass  das  Intervall  x — t,  x-f**  sils  unendlich  klein  angenoin 
men  wird,  und  bedenkt,  dass  die  in  diesem  Intervalle  stetige 
Function  f(x)  ihr  Zeichen  innerhalb  desselben  nur  dann  ändern 
kann,  wenn  sie  innerhalb  dessdben  durch  I^uU  hindurch  geht 
oder  verschwindet. 

II.  Dies  iwrausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehnien,  dass 
die  Funeüon  f(s)  und  ihr  erster  Differentialquotient  /'(x'i  in  dem 
unendlich  kleinen  Intervall  s  -^i,  x  +  i,  d.  h.  in  der  Nähe  des 
bestimmten  Werthes  s  der  unabhäasigen  veränderlichen  Grösse 
stetig  seyen;  so  ist  nach^  §•  HO.  iL,  wenn  6  und  q  gewisse 
positive  echte  Bruche  bezeichnen, 

/('  +  »)=/(*)+ i/'(*  +  ^0. 

Ist  nun  f'(x)  nicht.  =  0;  so  habej).  nach  L,  weil  s  —  Oi 
und  x-^Qt  offenbar  zwei  innerhalb  des  unendlich  kleinen  Intervalls 
X — f ,  x  +  i  liegende  Werthe  der  unabhängigen  veränderlichen 
Grösse  sind ,  f{x  —  6i)  und  /'(x  +  Qt)  gleiche  Vorzeichen,  und 
es  ist  folglich  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einand^ 

/(*-0^/(^),   /(*  +  0  J/W 
oder 

fix)  >/(af-0,    /(,)  <f(x  +  i); 

9\so /(x)  nach,  §.152.  weder  ein,  Maximum,  noch  ein  Minimum 
der  gegebenen  Function.  •Soll  daher  f{x)  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  der  gegebenen  Function  seyn;  so  muss  nothwendig 

f(w)  =  0 
seyn. 

Ist  dies  der  Fall,  und  ist  auch /"(or)  eine  in  dem  unendlich 
kleinen  Intervall  jp  — t,  x  +  i  stetige  Function;  so  ist  nach 
§.  110.  IL,  wenn  öj  und  pj  wieder  gewisse  positive  echte 
Brüche  bezeichnen. 
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f(x^i)  =  fix)  +  JL.f'(^^e,(), 

f(r+  0  =  fix)  +  YT/'(«  +  ^iO  . 

Ist  nun  /"(x)  nicht  ssO;  so  haben  nach  1.  /\x—^^i)  und 
/"(x-4-^it)  mit  einander  und  vaii  fXs)  gleiche  Voraeichen« 
Daher  ist,   wenn  /\x)  positiv  ist, 

/(#-0  >/{*),   /(ar  +  i)  >f(x) 

oder 

/W</(*-0,  /(*)</(*-l-0, 

lad  folglich  n^h  §.  152*  in  diesem  Falle  /(x)  ein  AfiiiiiDuln  der 
gegd)«iea  Function.'    Ist  dagegen /"(x)  n^ativ;  so  ist 

/(ar~0  </(s),    /(x  +  O  </(x> 

oder 

und  ib  diesem  Falle  folglich  /(x)  ein  Maximum  der  gegebenen 
Fonction.  Wenn  aber  /'\x)  =a  0  und  auch  /"{s)  in  dem  un- 
<»idlich  kleinen  Intervall  x  —  t ,  x  -^^i  stetig  ist$  so  ist  nach 
)•  110.  IL,  wenn  ^2  ^^^  Q2  gewisse  positive  echte  Brüche  be-^ 
zeMinenji 


i*       ^''. 


fix  +  0  =  /(*)  +  T^f"'(''  +  ?»•*)• 

Ist  nun//"*(jr)  nicht  =0;  so  haben  nach  I.  /"'(x  —  O^i)  und 
/""(jp  +  ^-t)  gleiche  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  mit  Bezie- 
hung der  obem  und  untern  Zeichen  auf  einander 

oder  - 

also  /(x)  nach  §.  152^  weder  ein  Maximum ,  noch  ein  Mini- 
mum der  gegebenen  Function.  Soll  daher' in  diesem  Falle,  wo 
f\x)  =0  ist,  fix)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  gege- 
benen Function  seyn;    so  muss  nolhwendig  auch 

fix)  =  0 
»qrn- 

Ist  dies  der  ¥all ,  und  ist  datin  auch  /^TC>0  i^  ^^^  nnend- 
fi^  kleinen  Intervall  x  —  i^  x  -^-i  stetis;  iso  ist  n^ch  §,  110. 
n.,  wenn  0,  und  q^  wieder  positive  eente  Brüche  bezeichnen, 

fix  +  0  =  / W  +  T~T^'^(^  +  ^^'"^  • 
Ist  nun  /*^(x)  nicht  =0;    so^  haben  nach  l.  /^^(x  — 6^i^/«sA 
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/'▼(x-f'^sO  mit  einander  und  mit  f^{x)  gleiche  Vorzeichen. 
Daher  ist^  wena  f^^(x)  positiv  ist, 

oder 

/(a:)</(af-0,  /(^)</(j:  +  0, 

und  folg^ch  f{x)  nach  §.  152.  ein  Minimum  der  gegebenen 
Function.    Ist  dagegen /^^(jt)  negativ;    so  ist 

oder 

/W>/('-0»   /W>/(*  +  0, 

und  folglich  /(jt)  nach  §.  152.  ein  Maximum  der  gegebenen 
Function.  Wenn  aber  f^\s)  =  0  und  auch  /^{s)  in  dem  un- 
endlich kleinen  Intervall  x—  t,  x  -f*  *  stetig  ist;  so  ist  nach 
§.  110.  U. 

/(x+ 0  =  /(x)  +  -jT^T-^^'t*  +  ^*''>» 

wo  04  und  ^4 :  wieder  positive  echte  Brüche  bezeichneii.  I$t 
nun /^(x)  mcbt  =0;  so  haben  nach  I. /^(x  —  04t)  und 
/^(x  -f*  ^«O  gleiche  Vorzeichen ,  und  es  ist  folglich , 

/(^-O  >  /(*)>   /(*  +  0  <  /(*) 
oder 

also  nach  §.  152.  f(x)  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum 
der  gegebenen  Function.  Soll  daher  in  diesem  Falle,  wo./*^(x) 
c=s  0  ist,  /(x)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  gegebenen 
Function  seyn;    so  muss  nothwendig  auch 

/T(a-)  =  0 
seyn. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hieraus 
schon  deutlich  genug.  Ueberhaopt  ergiebt  sich  aber  aus  dem 
Vorhergehenden  das  folgende  wichtige  allgemeine  Theorem : 

Wenn  für  den  bestimmten  Werth  x  der  unabhän- 
gigen veränderlichen  Grösse  die  Functionen 

fix),  fix),  rix),  .../(-i)(^) 

sämmtlich  verschwinden,  und,  so  wie/(x)  und/^*>(x), 
in  der  Nähe  des  in  Rede  stehenden  bestimmtea 
Werths^  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
stetig  sind,   aber /^*>(x)  nicht  =  0  ist;   so  ist 

1.  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  /(x)  weder 
ein  Maximum,   noch  ein  Minimum;    dagegen  ist 

2.  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  /(x)  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum,  jenachdem /^*^(x)  negativ 
oder  positiv  ist. 


•  •  •  • 


•  •  •« 
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§.  154. 

Im  Allgemeinen  bedient  man  sich  des  vorhergehenden  Lehr- 
satzes zar  Aufsuchung  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer 
Function  f{s)  auf  folgende  Art. 

Man  entwickelt  den  ersten  Differentialqnotienten /'(jr),  setzt 

und  sucht  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  ^  wenn  es  deren 
giebt.  Hat  dieselbe  gar  keine  reelle  Wurzel  $  so  existirt  kein 
redler  Werth  von  s^  für  welchen  der  Differentialquotient /^Cjt) 
verschwindet  9  und  es  giebt  also  nach  §.  153.  auch  weder  Ma- 
xima,  noch  Minima  der  gegebenen  Function.  Ist  aber  §  eine 
reelle  Wurzel  der  Gleichung 

so  setze  man  dieselbe  für  x  in  die  Differentialquotienten 

rW,  r'W>  /^n*),  /^('), 
wodurch  man  die  Reihe 

/"(O,  /"(f),   /^^(O,  riS). 

erbält^  und  bleibe  ii^  dieser  Reihe  bei  dem  ersten  nicht  ver- 
schwindenden Gliede»  wofern  es  ein  solches  GUed  giebt,  stehen. 
Ist  nun  /^"KS)  dieses  erste  nicht  verschwindende  Glied;   so  ist 

1.  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  f(%)  weder  ein  Maiu« 
mun,'  noch  ein  Minimum  der  gegebenen  Function;   dagegen  ist 

2.  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  /($)  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  der  gegebenen  Function,  jenachdem  /^"'(l)  negativ 
oder  positiv  ist. 

Dieselbe  Untersuchung  muss  man  mit  allen  reellen  Wurzln 
der  Gleichung /'(x)  =  0,  so  viel  es  deren  giebt,  anstellen. 
Uebri^ns  gilt  alles  Obige  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Functionen 

fix),  /'(^),  f\x)  r(x),  .../c»)^ 

in  der  Nähe  des  bestimmten  Werths  |  von  s  stetig  sind,  wo- 
von man  sich  also  streng  genommen,  in  iedem  einzelnen  Falle 
besonders  überzeugen  muss.  Jedoch  leuchtet  die  Stetigkeit,  der 
m  Rede  stehenden  Functionen  in  der  Mähe  des  bestimmten 
Werths  ^  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  in  den  mei. 
sten  vorkommenden  Fällen  so  leicht  und  von  selbst  ein,  dass 
man  eine  besondere  Untersuchung  in  der  angedeuteten  Beziehung 

SewÖhnlich  nicht  anstellt,  wenn  es  nicht  anders  die  Natur  der 
ache  unbedingt  fordert. 

§.  155. 

Bei  gebrochenen  Functionen  kann  man  sich  die  Aufsuchung 
der  Maxima  und  Minima  auf  folgende  Art  erleichtern,  wobei  wir 
jedoch  bloss  den  Fall  näher  betrachten  wollen»  wena  der  z^^v^Vt 
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Differentialqaotient  der  g^benen  Function  in  der  Reihe  dar 
ferentialqaotienten  der  erste  ist,  welcher  for  den  Werih  der 
aUiingigen  yeianderlichen  Grösse,  für  welchen  der  erste  Diffei 
tialqaotient  verschwindet,  nicht  verschwindet. 

Sey  za  diesem  Ende  äbeAanpt  y  &=  — ,  wo  p  and  f  I 

ctionen  von  s  bezeichnen,   Um  g^bene  Function;   so  ist 
tuumtlicb 


Illl.»      H  |«| 


imd  es  ist  folglich  -^  ^^  0,  weilfi 

ist,  voi^QSgesetzt,  dass  Itfar  denselben  Werth  von  s^  web 
vorstehender  GleiehiNig  ^oiigt,  nicht  anch  q  verschwindet«  ] 
wird  also  jederzeit  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 


aufzusacheB,  sich  aber  aogkich  auch  bei  jeder  diesir  Wilr 
zu  versiehem  haben,  dass  fuf  dieselbe  q  nicht  verscbwin 
Durch  fintwickelun^  des  zweiten  Differentialquotienten  der  g 
benen  Function  ergiebt  sich  ferner 

^"^     ^ "" . 

Da  nuti;  für  die  nach  ist  vorher  gegebendn  Anweisung  gefii 
nen  Werthe  von  x 

ist;   so  ist  für  diese  Werlhe  von  x 

■  -   iri 


-*  • 


i  ■  l  " 

Weil  es  aber  beh^nndich  bloss  darauf  anl^ommt ,  ob  der  zvi 
DifiEerentiaiquotient  für  die  in  Rede  stehenden  Werthe  von  ^ , 
ausgesetzt,   dass  derselbe   fär  diese  Werthe  von  s  niebt 
schwindet«  positiv  oder  negativ  ist;   so  braucht  man^  wei 
immer  positiv  ist,  diese  Werthe  bloss  in  die  Grösise 

^  dx^        ^~Sx^ 

für  s  zu  setzen,  und  zu  untersuchen,  ob  die  entspreche] 
Werthe  dieser  Grtisse  positiv  oder  negativ  ^d.  Im  ersten  1 
wird  jederzeit  ein  Minimum,  im  zweiten  ein  MaiuHHim  l 
ßnien. 
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Die    im   Vorhergehencleii    ^ntwickeltela   aUgemeiüen   ftegela 
woDen  wir  nan  auf  einige  Beisj^lele  anwenden. 

L    Die  Wfcrihe  fon  t  zu  finden,  für  welebe  die 
FoDctioa 

ein  Haximnm  ader  «ein  Mitiimnili'wird. 

Diireh  Entwicbelung   des   ersten   Diferentislquotientei    er- 
giebt  sich         v 

und  man  hat  folglich  zur  Bestinimung  von  ss  die  Gleicfiiing 

2* +  3  =  0, 

welche  die  eine  reelle  Wurzel  j:= — \  hat.     Für  den  zwei- 
ten Differenüalquotientea  erhält  mun. 

Da  nun  dieser  Differentialquotienl  for  jedes  x,  folglich  auch  fär 
jr  =3  —  4 ,  =  2  ist ,  für  den  in  Rede  stehenden  Werth  von 
s  also  nicht  ye^schwindei  und  ^itiy.  ist;  so  wird  die  gegebene 
Function  für  x  =  —  \  ein  Minimum.  Für  x  =  —  \  ist  aber 
yc= — \^  und  dieser  Werth  ist  also  ein  Minimum  der  gegebe- 
nen Function  y.  Andere  Minima-  oder  Maxima  dieser  Function 
giebt  es« nicht 9  weil  die  Gleiehttog  2x-f-3  =  0  nur  die  eine, 
reelle  Wurzel  — \  hat, 

IL.   Die  Werthe  von  s  zu  finden,  für  welche  die 
Function 

ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird. 
Weü  • 

ix.  =  4jc'  —  24af»  +  44r  —  24 

dx 

ist;    so  muss  man  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

aufsuchen.  Durch  Zerfälliing  des  letzten  Gliedes  in  Factoren 
findet  man  in  diesem  Falle  teicht,  dass  die  Gleichung  die  drei 
leeUen  Wurzeln  1,  2,  3  hat.    Der  zweite  Di&rentialqaotient  ist 

^  =  12ä»  -  48*  +  44  , 

und  man  müsste  also  imn  die  Werthe  1,  2,  3  für  jr  in  diesen  Dif- 
ferentialquotienten einfuhren,  um  zu  prüfen,  ob  derseU)e  für  den 
c^im  oder  den  andern  dieser  Werthe  von  x  verschwindet,  oder 
einen  positiven  nicht  verschwindenden,  oder  einen  negativen 
Werth  erhält.    Man  üb^sieht  aber  leicht ,  dass  maü  iieu  \ASSL^- 
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renüalquotienten  vorher  durch  •4- dividiren,  und  die  in  Rede 
stehende  PrUtung  bloss  mit  der  Grösse 

ar*  —  12»  4- 11 

anstdlen  kann.  Da  nun  diese  Grösse  fär  s  =^1,2,3  respective 
die  Werthe  2,  —  1,  2,  erhält;  so  wird  y  für  j?  t=  1,  2,  3 
respective  ein  Minimum,  Maximum,  Minimum.  Die  den  Werthen 
0?  =  1,25  3  entsprechenden  Werthe  von  y  sind  3,  4,3. 

UL  Die  Werthe  von  x  zu  finden,  für  welche  die 
Function 

y=:6i-»  — 70:r<s  +  336:r*  — 861**  +  1274»' —1092*« +  504  x— 27 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird. 

Entwickelt  man  den  ersten  Differentialquotienten  und  setzt 
denselben  =0;  so  erhält  man,  nachdem  man  mit  42  dividirt 
hat,  die  Gleichung 

x^  —  10«*  +  40**  —  82x3  4.  91^«  -.52a?  +  12  =s  0 
oder     , 

(s-l)'(jr-2)«('-3)  =  0, 

woraus  man  sieht,  dass  unsere  Gleichung  die  drei  reellen  Wur- 
zeln 1,2,3  hat. 

Für  den  zweiten  Differentialquotienten  erhält  man 

•~SL  -3  84(5^-»  —  25x*  +  80x»  —  123*«  +  91*  —  26) 

c=  84(«— l)»(a?— 2)(a*«  —  13a;  +  13)  , 

und  sieht  also,  diass  dieser  Differentialquotient  für  d7  =  l  und 
j?=2  verschwindet.  Für  j?  =  3  wird  derselbe  dagegen  =  336, 
und  die  gegebene  Function  wird  also  für  r  =  3  ein  Minimum. 

Um  nun  femer  zu  entscheiden,  ob  für  jr  =  l  und  a?'=2 
Maxima  oder  Minima  Statt  finden,  muss  man  den  dritten  Diffe- 
rentialquotienten        . 

^  =  84(t5i*  —  100^»  +  240^«  —  246*  +  91) 

=  84(*  —  l)(15jr»  —  85*»  +  155*  —  91) 
entwickeln. 

Da  dieser  DifferentialquoUent  für  o;  ==  2  nicht  verschwindet; 
so  findet  für  a?  :;s  2  weder  ein  Maximum  ^  noch  ein  Minimum 
Statt. 

Weil  aber  für  xssi  der  dritte  Differentialquotient  ver- 
schwindet; so  muss  man,  um  zu  entscheiden,  ob  für  diesen 
Werth  von  x  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  Statt  findet,  noch 
den  vierten  Differentialquotienten 

1^  =3  168(30*»  —  150*«  +  240*  —  123) 


entwickeln.  Für  ;^  s=a  1  wird  dieser  Differenlialquotient  =  —  504, 
und  die  gegebene  Function  für  diesen  Werth  von  x  also  ein 
Maximum. 
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Die  den  Werlhen  5=1  nnd  e=3,  für  welche  die  ge- 
gebene Function  respective  ein  Maximum  und  ein  Minimyiy^  wird, 
entsprechenden  Werthe  von  y  sind- 70  nnd  54. 

IV.  Die  Werthe  von  x  zu  finden^  für  welche  die 
Function 

ein  Maximum  oder  ein  Minimum, wird. 
Man  setze  . 

p  =  jr>-|-Ä',     ^ssjr*  —  4^»  +  1  ; 
SO  ist 

und  man  muss  ^o  nach  §.  155,  ar  aus  der  Gleichung 

d.  i. 

bestimmen. 

Da  sich  diese  Gleichung  unter  der  Form 

(i»  — 1)  (o:*  +  5*«  + 1)  =  0 

darstellen  lässt;    so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  beiden 
Gleichungen 

X»  —  1  Ä  0,   «♦  +  5««  +  1  =  0  . 

Ans  der  ersten  ergiebt  sich  o?  =  +  1 ;  aus  der  zweiten  er- 
lullt man 

und  folglich 

1/-— 5+r2i  v'-s  +  rJi 

^  =  f^ — 2-^'   ''^7l,~—2 — • 

Da  die  vier  letzten  Wurzeln  sämmtlich  imaginär  sind^  so  hat 
unsere  Gleichung  bloss  die  beiden  reellen  Wqrzeln  -f- 1  und  —  1. 

Weil  nun  ferner 

ist^  und  diese  Grösse  für  x=4«l  nnd  «=?  —  i  .respective 
=  — 14  nnd  =  -)-  14  ist;  so  wird  die  gegebene  Function  für 
X  =  +  1  tia  Maximum ,   für  x  =7  —  1  dagegen  ein  Minimum. 

V.  Drei  Spieler  haben  zusammen  die  Summe  a 
verloren.  Der  zweite  verlor  zwei  Mal  so  viel  als 
der  erste,  nnd  die  drei  Verluste  verhalten  sich  so, 
dass  ihr  Product  ein  Maximum  ist.  Wie  viel  betrug 
der  Verinst  eines  jeden  der  drei  Spieler? 

Ist  X  der  Verlust  des  ^sten,  so  ist  2a?  der  Verlust  des 
zwdten,  nnd  folgUch  a  —  3^  der  Verlust  des  dritten.  Das  Pro- 
dnet  der  drei  Verluste  ist 
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Diffmntüri  man,   so  etbSäi  um 

•  ... 

"  *  .  ■      ■    . 

und  hat  äbb  zur  Bestimmung  Von  x  £e  Gleicbang 
d.  i.  die  beiden  Gleichnhgim 

■ü  ^Oi'   4«?  -i  fix  =r  Ö, 

aus  denen  sich  dijß  Werthe  x==  0  und  j?  =:}a  ergeben. 
Der  zweite  Differentiaiquotient  ist 

und  erhält  also  fitr  x:^=rO  und  or:;»!»  respective  die  Werthe 
4a  und  -r^^ft.  Daher  witd  sii  fih?  d?:^0  ein  MinimiHn,  flif  x=z^ 
dagegen  ein  Maximum,  und  man  muss  folglich  den  Bedingung^ 
der  Aufgabe  gemäss  jr=fa  setzen.  Die  Verluste  der  beiden, 
andern  Spieler  sind  ^a  uad  ^a. 

VI.    Einen  Werth  yon  o;  zu  finden,  für  welchen 
die  Function 

wo  a  eine  positive  6^ös$e  seyn  soll,  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  wird^ 

Es  isl 

und  dieser  Differentialquotient  verschwindet  also  für  x  :t=;:a.  Für 
den  zweiten  Differentialquotienten  erhält  man 


^*Jf        (/«        A*       ö) 


und  fitr  a?s=a  ist  also  der  Werth  dieses  Differentialquotienten 

=  — «^""^6""%    d.  i.  negativ.     Folglich  wird  für  a?  =  a  die 
gegebene  Function  ein  Maximum. 

Nach  diesen  arithmetischen  Beispielen  wollen  wir  nun  einige 
geomelrisehi  Angaben  über  die  Maidma  und  Minima  airfl^JSea. 

§.  1S7. 

Aufgabe.  Unter  allen  I>reiecken  mit  zwei  g^ge- 
gebenen  Seiten  a,  b  dasjenige  za  finden,  welches 
den  gröbsten  Flächeninhalt  hat. 

Auflösung^  Die  dritte  Seite  de^  gesuchten  Dreiecks  sey  x» 
sein  Fläqheninhalt  sey,  y.  Das  Quadrat  seiner  Hohe  in  Bezug 
auf  a  ab  Grundlinie  ist»  wie  man  leicht  findet, 

4a^  &»  —  (g»  +  &>  —  jt^y 
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Folglich  ist 

y'  =  iV  {4«^  *•  -  («*  +  ^.'.  -  **)M     . 
oder  ■'."'• 

Differentiin  m^ü  buü;    so  erh'att  'taik  . 

kt  aber  -«§  r=3  Oj    so  ist.  auch : 


k    /<!. 


und  JT  uMtss  folglich  atts  der  'Gleichiing        : 

«'(fl*  +  **  —  ^*>  «=  Q,  ,  ',   ..    ^^     ,.    '    :.' 

wdche'sich  in  die  beiden  Gleicbilngen  >  * ' 

W  s=  0,,  Ä«  +  i»  ^  a?a  =  0 

zeriegen  lässt/  b^stimBit  werdeiu    .'Ans:d|ieaen  GleicUbgen ;  er- 
geben sich  die  drei  folgenden  Werthe  von  x: 

Da  aber, die  beiden  Werthe  "- 

a?=30,    jr  =  —  Ka^  +  ft» 

in  dem  vorii^enden  Falle  offenbar  nieht  zulässig  sind;   so  bleibt 
bloss  der  Werlh  ^^ 

m  =x=  Ya^  +  b^  , 

und  es  mnss  nnn  unterstidit  Werden ,  ob  ftir  'diesen  Werth'  von 
X  der  Flächeninhalt  ^n  Maximum  wird. 

Differentiirt  man  zu  dem  Ende  die  Gleichung 
so  erhält  man  ' 


«4>+Ki)=- 


+  Ä«  —  3  s*. 


Weil  nun  -sJ^    für    jc  =  Ka*  +  Ä«    verschwindet;    jo    ist 

dw 

—  2(a2  4-^^)  der  Werth,  welchen  8y-g~-  erhält,  wenn  man 

x=ra»4-Ä'  setzt,  und  -jj-^  erhält  also,'  weil  y  in  dem  vor- 
liegenden Falle  offenbar  positiv  ist,  für  den  in  Rede  stehenden 
Werth  von  x  einen  negativen  Werth.  Daher  wird  y  für  jt  = 
Y^a*  +  b^  in  der  That  ein  Maximum. 

Nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze  ist  x  die  Hypotenuse 
dnes  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  beide  Catheten  a  und  b 
sind.  Daher  hat  unter  allen  Dreiecken  ikiit  zwei  gegebenen  Sei- 
ten dasjenige  den  grössten  Flächeninhalt,  in  welchem  diese  bei- 
den Seiten  einen  rechten  Winkel  mit  einander  einsohliessen. 
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§.  158. 

Aufgabe.  l)ie  Summe  2a  der  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  nnd  eine   derselben    h   sey   gegeb'en;    wie 

5ross  müssen  die  beiden  andern  Seiten  seyn,   wenn 
er    Flächeninhalt    des    Dreiecks    ein    Maximum 
seyn    soll? 

Auflosung.  In  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Grössen  a 
nnd  h  ist  bei  dieser  Aufgabe  zuerst  zu  bemerken,  dass  dieselben 
nicht  ganz  willkührlich  siud,  sondern  dass  immer  a>>^  seyn 
muss ,  weil  die  halbe  Summe  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
noth wendig  immer  grösser  als  Jede  Seite  desselben  seyn  muss^ 
wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann. 

Sind  a,  ß,  y  die  drei'  Seiten  des  Dreyecks  y  so  ist  nach  ei- 
nem bekannten  geometrischen  Satze 

/?  +  y  >  «, 
und  fcjgladi, 'Wenn  man: mf  beiden  Seiten  a  addirt, 

'  tt^4  ß  +  y  >2a 

oder  i         . 

wie  behauptet  wurde,      .  "  :    - 

^  )£es  vorausgesetzt,  sey  nun  jr^die  eine  der  beiden  andern 
Seiten  des  gesuchten  Dreiecks;  so  ist  2a — h — x  die  dritte 
Seite  desselben.  Ist  ferner  y  der  Flächeninhalt;  so  ist  nach 
einem  sehr  bekannten  geometrischen  Satze 

y«  =  a(a  -^b)(a^  w)(b  —  a  +  Jt) 

und  folglich 

2y  ^  =  «(a  -  h)(2a  -^  ft  -  2x)  ,         ^ 

ff 

SO  dass  also  x  offenbar  aus  der  Gleichung 

2a  —  Ä  —  2i  =3  0 

bestimmt  werden  muss.    Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  er- 
giebt'sich 

2a  — 3 

und  die  dritte  Seite  ist  ^ 

SO  das^  also  das  gesuchte  Dreieck  offenbar  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  seyn  muss« 

Durch  Differentiation  erhält  man  nun  ferner  aus  dem  Obigen 

'0 + (t)'=  -  •<- ») 

^acb  dem  Obigen  ist  a'^b.    Also  ist  die  Grösse 
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und  folg^ch  offenbar  auch  die  Grösse  y-7-r  für  jedes  x,  also 
auch  für 

2)1  —  * 
2 

n^ativ*    Für  diesen  Werth  von  x  ist  aber 

ff  =i  ihYa(a^h)y 

wo  die  Qnadratworzel,  der  Nalnr  von  y  gemäss,  offenbar  positiv 
genommen  werden  muss.  Also  ist  für  den  in  Rede  stehenden 
Werth  von  x  der  zweite  Differentialquotient  offenbar  negativ, 
und  jf  wird  folglich  für  diesen  Werth  von  x  in  der  That  ein 
Maximum.  Dass  das  gesuchte  Dreieck  ein  gleichschenkliges  ist, 
ist  schon  vorher  bemerkt  worden. 

§.  159. 

Aufgabe.  Unter  allen  rechtwinkligen  Vierecken, 
welche  sich  wie  CDE^F  {¥i^,  10  in  einen  Kreisqua- 
dranten ACB  beschreiben  lassen;  dasjenige  zu  fin- 
den, welches  den  grössten  Flächeninhalt  hat  ' 

Auflösung.  Der  Radius  des  Kreisquadranten  sey  o,  die 
Seite  CD  des  gesuchten  rechtwinkligen  Vierecks  sey  o?;  so  ist 
X a*  —  x"^  die  andere  Seite  dieses  Vierecks,  und  folglich,  wenn 
wir  seinen  Flächeninhalt,  welcher  ein  Maidmum  werden  soll, 
durch  y  bezeichnen,  -     x    ■..• 

y  =  wYd* — «» . 

Durch  Differentiation  ei^ebt  sich 

ex*  ^  Ya*  —  X*  * 

und  folglich  zur  Bestimmung  des  x  die  Gleichung 

fl^  —  2a?»  s=  0, 
ans  der 

oder,  weil  x  seiner  Natur  nach  offenbar  positiv  seyn  muss, 

folgt.  / 

Durch  Entwickeluug  des  zweiten  Dilferentialquotienteh  er- 
hält mau  .      / 

dar»     -   («a_^.)ri3-i«  • 

lind  für  i:  5=  -~  ist  abo  der  Werth  dieses  Differentialquotienten 
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offenbar  n^tiv.  Daher  wird  Ifr  '^^^  der  Flächeninhalt  jr  wirk- 
lich ein  Maximum. 


Weil  CD  =  ~  nnd 

CE  =  Ta^  —  CD*  =  Kfl«  —  jS»  =  -r~-  , 

also  CD^=s  CE  ist;  so  ist  das  gesuchte  reehtwinklige  Vier«ek 
das  in  den  gegebenen  Quadranten  beschriebene  Quadrat,  welches 
man  immer  kicht  erholen  jLonn ,  wenn  n^an  d^n  repbteu  Win- 
kel ACE  balbirt. 

;  f.  160. 

Aufgfibe*  Unter  aUe^n  rechtwinkligen  Vierecken» 
welche  sich  wie  CDEF  (Fig;  1.)  in  einten.  KreiAquA- 
dranten  ÄCB  beschreiben  lassen,  dasjenige  zu  fin- 
den, welches  den  grössAen  Umfang  hat. 

jft{flo8ung.  Behält  mun  die  in  §•  159.  gebrauchten  Zeichen 
bei ,  nur  dass  jetzt  y  fleii  ,Um£uig  des  gebuchten  rechtwinUigea 
\^erecks  bezeichnet;    so. ist 

y  sis  27  -f  2Ya*  —  jr'  » 

nnd  folglich 

■  JL--  SSSr  »  ■  ■  ■  ■  ■      '■  ' >  . ■  f.   , 

dx  .  Xß*  ^  X*    .• 

Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  Glfflciwag 

a2  „  4pi  ^  X  =  0  , 

aus  der  sich 

oder ,  weil  hier  wieder  a;  offenbar  positiv  ist, 

a 

ergiebt. 

«       Für  den  zweiten  Di^i^entialquolienten  erhält  man 

g»y 2a» 

so  dass  also  der  Werlh  dieses  Differentialquotienten  für  x=:--S^ 
-  *  .     .  .  V*" 

offenbar  neptiv  ist,    und  für  diesen  Werlh  von  s  folglich  y  in  ^ 

der  That  ein  Maximum   wird.     Auch   erhdlet  wie  in   §.  159., 

dass  das  gesuchte  rechtwinklige  Viereck  das  in  den   gegebenen 

Quadranten  beschriebene  Quadrat  ist. 
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§.  161.  •■;...;,  '.,.. 

Jhufgahe.  In  einer  Ebene  seyen  zwei  Punkte  A^B 
(Flg.  2.)  nnd  eine  gerade  Linie  MN  g.egeben;  man  soll 
in  letzterer  einen  Pnnkt  E  so  bestimmen,  dass  die 
Summe  AE'\-BE  der  beiden  von  A  und  ^  nach  £ 
gezogenen  geraden  Linien   ein  Minimaim   wird. 

Auflösung  Um  die  Lage  der  gegebenen  Puakte  AyB  und 
des  gesuchten  Punktes  E  gehörig  bestimmen  zu  können,  wollen 
wir  die  Linie  MN  als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems ,  und  den  Fusspunkt  des  von  A  auf  Id^  ^eFällten 
Perpendikels  als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen.  Die  Ordi- 
nate des  Punktes  A  in  Bezuc;  auf  dieses  System  sey  a ,  die  Ab- 
scisse  und  Ordinate  des  Punktes  B  seyen  0  und  h^  die  Abscisse 
des  gesuchten  Punktes  E  sey  x,  und  der  Einfachheit  wegen  wol- 
len wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  annehmen,  dass  a  und  c 
positir  seyen.    Nach  Principien  der  anialjiischen  Geometrie  ist 

iife  Quadratwurzeln  positiv  genommen,  und  folglich,  weQli  wir 
die  Summe  der  Linien  AE  und  BE^  welche  ein  Minimum  wer- 
den soll ,  dur(^  y  bezeichnen, 

y  =  Ta*   +  a?«  +  ^^»+(0  —  0?)»;  .     . 

also 

dy  _^  w  ■  e  ^  X 

ex  ^  r«»  +  a?*  ""  Tifi»»  +  (c  — ip"  ' 
Folglich  bat  m^n  zur  Bestimmung  von  s  die  Gleichung 

welche,  ratjonal  gemacht  und  gehörig^reducirt ,  endlich  auf  die 
^adratische  Gleichung 

X^    +    T^ -T^ 


b^^a^         .  Ä»  — a* 

führt,  durch  deren  Auflösung  man 

,        ac(b  ^  a) 

wo  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen,  d.  i. 


oder 


ac  ,  ac 

X  =  — -- —  und  X  =; r , 

Ä  +  a  b  —  a 


ae  ,  ac 

und  a:  = 


fl  +  Ä  a  —  b 

erhält. 

Entwickelt  man  nun  den  zweiten  Differentialquotienten;  so 
lerbält  man 

B^y fl»  .  &' 
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und  iiben$ieht  sogleich,  dass  derselbe  für  die  beiden  obigen  Werthe 
von  X  positiv  ist,  so  dass  also  v  für  jeden  dieser  bei&n  Werthe 
von  X  ein  Minimum  wird»  welches  nach  dem,  was  in  §•  152. 
gesagt  worden  ist,  nicht  auffallend  seyn  kann. 
Für 

jt  s= r  und  r  = 


wird  aber  respective 


und  ■ 

indem  tii^  .nämlich,  weil  die  beiden  Quadratwurzeln,  deren 
Summe  y  ist ,  der  Natur  der  Aufgabe  nach  stets  positiv  seyn 
müssen,  in  beiden  Fällen  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  b  positiv  oder  negativ  ist.  Ist  nun  h  positiv;  so  ist 
von  den  Grössen 

<-+*))'  ^ +(iTTy'  <''+*>r* +(j=*y 

offenbar  die  erste  am  kleinsten.  Dagegen  ist,  wenn  h  negativ 
ist,  von  den  beiden  Grössen 

offenbar  die  zweite  am  kleinsten.  Folglich  muss  man,  damit  y 
seinen  allerkleinsten  Werth  erhalte,  in  dem  PaUe,  wo ^  posi- 
tiv ist. 


ae 
X  = 


a  +  b  * 

dag^n  in  dem  Falle,  wo  h  negativ  ist, 

ae 


w 


setzen.     Nimmt  man  also ,   so  wie  a  und  c ,  auch  b  immer  als 

tositiv  an;    so  wird  man,  damit  y  seinen  kleinsten  Werth  er- 
alte, stets 


ac 
X  = 


a  +  b 

zu  setzen  haben ,  und  aus  dieser  Formel  erhellet  auch',  dass  s 
nie  grösser  als  c  ist. 

In  Beziehung  auf  Fig,  2.Jst  nun 

AC  z:z  ay  BD  z=s  by  CD  =s  c^.CE  =  Xf 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

^„         AC  .  CD 
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oder 

AC  +  BD  :  AC  =  CD  :  CE . 

Also  isl  nach  einem  bekannten  Satze  von  4en  Proportionen: 

BD  :  AC  SS  CD  ^  CE  i  CE, 
d.  i. 

BD  :  ACzs  DE  :  CE 

oder 

AC  .•  CE  =  BD  :  DE. 

Daher  sind  die  beiden  rechtwinkUgen  Dreiecke  ACE^  BDE  ein- 
ander ähnlich,  und  folglich  die  beiden  Winkel  AEC,  BED  ein- 
ander gleich.  Also  muss  der  Punkt  E  jederzeit  eine  solche  Lage 
in  der  Linie  MN  haben,  dass  die  beiden  Linien  AE  und  BE 
g^en  dieselbe  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sind. 

Diese  Aufgabe  bietet  zugleich  ein  Beispid  eines  sogenannten 
JlftJiftMiiin  Minimorum  dar ,  über  dessen  allgemeinen  Begriff  wii^ 
hier  wohl  weiter  nichts  hinzuzusetzen  brauchen. 

§.  162. 

Aufgabe,  unter  allen  geraden  Cylindern  von  ei- 
nem gegebenen  cubi&chen  Inhalt  a  denjenigen  zu 
finden,  welcher  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

At^iung.  Setzt  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  des 
gesnchlten  Gylinders=jr,  seine  Oberfläche=y;  so  ist,  wie  leicht 
eriiellet,  * 

X 

also  ^ 

Folglich  bat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X*    '  ' 

aus  welcher  sich 

I     27t 

ergiebU    Der  zweite  Differential^otient  ist 

und  ist  also  für  den  obigen  Werth  von  x  offenbar  positiv,  so 
dass  y  für  diesen  Werth  von  x  in  der  That  ein  Minimum  ist. 

Die  Höhe  des  Cylinders  ist 

jo oK± 

W«*  I     27t9 

so  dass  also,  fär  den  Fall  desMiüimums  der  Oberfläche,  die  Höbe 
des  Cylinders  dem  Durchmesser  seiner'  Grundfiäctie  ^d^  \^\. 
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§.  163. 

Aufgabe.  Unter  allen  geraden  Cylindern  von  ge- 
gebenem cubischen  Inhalt  a  denjenigen  zu  finde^^ 
bei 'welchem  die  Summe  der  Seitenfläche  und  der 
einen  Grundfläche    ein   Minimum  ist. 

Außoiung.  Ist  X  wieder  der  Halbmesser  der  Grundfläche, 
y  die  Grösse,  welche  ein  Minlmuin  werden  soll ;  so  ist 

^    ■      jr  ■\    ■  . 

und  folglich  ;         '         C 


Abo  hat  man  zur  Bestimtnong  Voü  jp  die  fileieliuiig 

^'    •         '■Ja'  .■.'«..,.  A 

ans  der  sich  ^  .. 

ergiebt.    Der  zweite  Dilfißrentialquotien!  \s^ 

und  ist  also  für  den  obigen  Werth  von  x  offenbar  posidv,  \4dher 
für  JUesen  Werth  von  x  in  der  That  ein  Minimum  Statt 'findet. 
Die  Höhe  des  Cylindens  ist 

s 

und  folglich  dem  Halbmesser  ^er  Grundfläche  gleich. 

Diese  Aufgabe  kann  bei  der  Verfertigung  Jer  (^lindrischen 
Hohlmaasse  Anwendung  finden,  indem  dieselben  offenbar  dann 
die  vortheilhafleste  Gestalt  haben  werden ,  wenn  zu  ihrer  Ver- 
fertigung, denselben  cubischen  Inhalt  vorausgesetzt,  das  wenigste 
Material  erforderlich  ist. 

§•  164.     ' 

Aufgabe.  Unter  allen  in  eine  Kugel  mit  dem  ge- 
gebenen Halbmesser  r  beschriebenen  geraden  Cy- 
lindern denjenigen  zu  finden,  welcher  entweder  die 
grösste  Seitenfl^äc^be  oder  den  grösstea  körperli- 
chen Inhalt  hat.  ,  ' 

Auf  losung,  Man  bezeichne  'in  beiden  Fällen  die  H$hb  des 
gesuchten  Cylinders  durch  2x ,  die  Seitenfläche  durch  s ,  den 
körperlichen  Inhalt  durch  v.  Per  Halbmesser  der  Grundfläche 
ist,  wie  leicht  erhellet ,  ;^  J^^»^«»,  und  folgb'ch 
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also' 

Soll' nun  ztKt^i  t  tili  Häximttiii  w^tieni  s&  i^etze  tAftU   * 

lUH»  bestimme  jr  ans  dieser  GfeibbQQg'.  Dies  gfebt»  weil  .T' offen- 
bar  positiv  seyo  muss,  x  =  —..  Ei^wiel^ltr  ina^i j^:  no^k 
floA  zweiten  Dilferential^ottei^teft  ym  ft    so  erhält  inan.- 

nnd  dieser  Düfereotialquod^iit  wir4  ffir  den  obigeOr  W«rlj^,:VM 
X  also  =  —  IGtt,  so  dass  t  folglich  für  ar  =ts  -^  wirfilidfc'  <& 

Maximum  wird.  Der  Inhalt  der  Seitenfläche  des  in  die  Kugel 
beschriebenen  CyUnders,  welcher  die  grösste  Seitenfläche  hat» 
findet  sich  nach  dem  Obigen  li^icht  =3  2r'^n^  d.  h.  doppelt  so 
gross  wie  der  Inhalt  eines^ö'ssten  Kteiisea  der  Kugel. 

Soll  femer  v  ein  Maximum  werden;     so  bestimme  man  9 
aus  der  Gleichung  ,  ^ 

Dadarcb  erhält  man  jr  =»  JL .  Per  zweite  BÜbreptiahRiotieiit 
von  V  \sk 

nnd  wird  fffir  deii  obigen  Werth  von  x  also  =  —  -^^,'    d,  \. 

^   ..;••■•:  •  '  '*'    . 

negativ,  f^  dass  also  tr  für  jr  3=3  -^  wirklich  ein  Maximum  wird. 

r  3 

Ott:  tnhall.  de»  ia  die  Kugel  besohrieheneii  GyKnders,  welcher 
4(911  Urpssto  körperlichen   Inhalt   hat^  ist  9=  ^\^^  s  4  b« 

drei  Mal  so  gross  wie  der  Inhalt  cinar  Kügdi>  welche  die  H#he 
des  Cyliaders  zum  Durchmesser  hat« 

§.  \%b. 

Wir  wollen  nun  üe  aHgemetneR'  Beengungen  des  Maxi- 
mums und  Minimums  noch  auf  eine«  and^n  Ausdruck  bringen, 
weil  derselbe  seiner  Einfachheit  we^en  auch  gekannt  zu  seyn. 
verdient »  und  in  manchen  Fällen  mit  besonderm  Vortheil  ange- 
wandt wird. 

Das  Symbol  x  möge  wieder  einen  gewissen  bestimmten 
Wertk  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse,  und  /(jp)  ixiiBt 
entapnehenden  We»&  der  gi^ebenea  ihuiQU(A  btzcädKMsa.    \^m 
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nun  zu  benriheilen,  ob  f{x)  vielleicht  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  der  gegebenen  Function  ist,  kann  man  auf  folgende 
Art  verfahren. 

Man  lasse  x  sich  um  die  der  Null  unendlich  nahe  kommende 
Grösse  Jx  verändern.    Ist  dann 

I.  Jf{x)  fiir  posptive  und  negative,  immer  als  der  Null 
unendlich  nahe  kommend  gedachte,  z/jr  negativ;  so  i3t/(ar)  em 
Maximum*    Ist  dagegen 

IL  Jf(x)  fiir  positive  und  negative,  immer  als  dar  Null 
unendlich  nahe  kommend  gedachte,  ^x  positiv;  so  ist /(jr)  ein 
Minimum. 

Dass  alles  dieses  den  oben  aufgestellten  allgemeinen  Be- 
griffen des  Maximums  und  Minimums  völlig  gemäss  ist,  fällt  so- 
gleich in  die  Augeü.  ■ 

Weil  aber 

ist;  so  lassen  sicli  die  obigen  Bedingungen  des  Maximums  und 
Minimums,  wie  sogleich  erhellet,  auch  auf  foj^eikde  Art  aus- 
drucken: 

L  Wenn  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  /Six  der 
Differenzenquotient    ''^  '  negativ  oder  positiv  ist ,  jenadidem 

Ax  positiv  oder  negativ  ist;  so  ist/(jr)  ein  Maximum. 

II.  Wenn  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Jx  der 

Differenzenquotient     ^^^  ^    positiv  oder   negativ  ist,  jenachdem 

Ax 

Jx  positiv  oder  negativ  ist;   so  \sif(x)  ein  Minimum. 
Dies  kann  man  aber  auch  auf  folgende  Art  ausdrucken: 
I«    Wenn  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  positive 

oder  negative  Ax  die  Grössen  Ax  und     ''\  ^  stets  ungleiche 

Vorzeichen  haben;  so  ist  f(x)  ein  Maximum.  O 

II.  Wenn  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  positive 
oder  negative  Ax  die  Grössen  jJx  und  ■  "^^^^  stets  gleiche  Vor- 

^JX 

zeichen  haben;  so  ist/(jr)  ein  Minimum. 

Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienten 
nähern  aber,  die  Grössen  * 

sich  desto  mehr,  je  näher  2^0?  der  Null  kommt,  und  können  ein- 
ander  beliebig  nahe  gebracht  werden ,   wenn  man  nur  Jx  der 
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Null   nahe  genug  kommen  lässt,  woraus  sorieicfa  erbellet,  dass 
forder  Null  unendlich  nahe  kommende  Jx  £e  Grössen 


^  fix^M  »Bd  -4^ 


steU  deiche  Vorzeichen  haben  werden.  Daher  können  die  pbi- 
gen  Bedingungen  des  Maximums  und  Minimums  offenbar  auch 
auf  den  folgenden  Ausdruck  gebracht  wchrden. 

L  Wenn  für  der  Mull  unendlich  nahe  kommende  positive 
oder  negative  Ax  die  Grössen  Jx  und  fix'^Jx)  stets  ungleiche 
Vorzeicaien  haben;  so  ist  f{x)  ein  Maximum* 

II.  Wenn  für  der  Null  unendlich  nisJie  kommende  positive 
eißt  n^ative  ^x  die  Grössen  ^x  und  ^(x  4-  Jx)  stets  gleiche 
VpnEeichen  haben;  so  isif(x)  ein  Mini.mum. 

Lasst  man  endlieh  t  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse 
bezeichnen;  so  kann  man  diese  Bedingungen  auch  auf  folgende 
Art  ausdrücken: 

I.  Wenn  die  Grösse /'(a? — t)  positiv,  die  Grösse  /'(a?+») 
dag^n  negativ  ist;  so  ist/(^)  ein  Maximum. 

II.  Wenn  die  Grösse  fXx — »)  negativ,  die  Grösse  /'(o^+t) 
dagegen  positiv  ist;  so  ist/(d;)  ein  Minimum. 

Da  niemach,  wenn  f(x)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
ist,  f{x — t)  und  /(x+i)  stets  ungleiche  Vorzeichen  haben;  so 
ist  Uar,  dass  im  Falle  des  Ma2umums  oder  Minimums,  wenn 
nur  der  erste  Differentialquotient  der  gegebenen  Function  in  der 
Nähe  des  Werths  x  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse 
stetig  ist,  jederzeit  f(x)  =  0  seyn  muss,  wie  wir  auch 
schon  aus  dem  Obigen  wissen.  Auch  wird  nun  leicht  erhellen, 
dass,  wenn  f{x — i)  und  jr'(a?+t)  Reiche  Vorzeichen  haben^ 
f(x)  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum  ist 

§.  166. 

Die  Bedingungen  des  Maximums  und  lUQnimums»  so  wie  sie 
im  vorhergehenden  Paragraphen  ausgedrückt  worden  sind ,  treten 
oft  mit  Vortheil  an  die  Stelle  der  nicht  selten  weitläufigen  und 
Zeit  raubenden  Entwickelung  des  zweiten  Differentialcniotienten, 
wie  dies  z.  B.  aus  der  folgenden  Aufgabe  erhdlen  wird. 

Aufgabe.  Unter  allen  rechtwinkligen  Dreiecken 
mit. einer  gesehenen  Gathete  a  dasjenige  zu  finden, 
in  welchem  das  Verhältniss  der  Hypotenuse  zu  der 
Summe  der  beiden  Catheten  ein  Maximum  ist 

*Außö$ung,  Ist  X  die  andere  Gathete  des  gesuchten  Drei- 
ecks; so  ist  y^a^+x^  die  Hypotenuse  desselben,  und  nach  der 
Bedingung  der  Aufgabe  soll  das  Verhältniss 

d.  i.  der  Bruch 

'    a  +  JP 

ff  ZS    JlUl  I    *-L. 
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an  Mix&ninai  weiüen.    Durch  Differentiaüott  erbäll  mau 

und  x.mass  al$o  offenbar  aus   der  Gleichung  a —  j;  ssOk- 
stimmt  werden.    Die^Aufl^ung  dieser  Gleiehong  giebt  drss«. 


^v   ■  '■ 


Für  y  =  f(jc)  ist  in  diesem  Falle 


Denkt  man  sich  imn  bierin  x=3  a  gesetzt  und  Hsst  dam  «  vw 
a  an  \)tm  die  uaendlicll  kleine  positive  Grösse  <  ab  -  tmd  «tnek- 
men;  so  erhellet  auf  d^  Stelle,  dass/'(a — i)  positir,  dngeptf 
f(a  -frf)  negativ,'  nhii,  folglich  nach  §.  165.  f(m)  ein  Ifaai- 
mum  ist. 

Durch  Entwickelüng^  des  zweiten  Differential^otienten  e^ 
hSlt  man 

und  derselbe  erhall  also  für  a>  =:  m  offenbar  einen  negatifea 
Werth.  Daher  wird  y  für  or  :^  n  ein  Maximum,  wie  wiv  icboa 
vorher  gefunden  haben. 

Das  oben  angestellte  einfache  Raisonaement  fuhrt  aber  in" 
diesem  Falle  gewiss  leichter  zum  Zweck,  wie  die  Bereeh« 
nung  des  zweiten  Differentialquotienten. 

In  §.159.  fanden  wir  a?  = -r^  und,  wenn  wir  y  =y(«) 
i^etzen, 

•/'(.)  =  f^; 

I  a^ — X* 

und  69  erhellet  wieder  leicht,  dass/'f-^  — t  j  positiv,  dagegen 

/(yZ'^^}  negativ  ist,  folglich   nach  §.  165.   ein  Maximum 

Statt  findet,  wie  auch  }n  §.  159.  durch  Entwiekelung  des  zwd- 
ten  Differentialquofidoten.  gefunden  worden  ist. 

8 

In  §.  163.  fanden  wir  s  =  f  —  und,  wenn  wir  ys=:f(x) 


\ 


setzfD, 

8 

Für  a?  =  [  —   verschwiadcl  /'(«).      Lassen  wir  nun  x  von 

3 

rfL  an  um  i  abnehmen;   so  nimmt  -^ zu,    dagegen  2nx  ab. 
9Z  x^ 
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.  Also  ist  offenbar  f'(j—  —  ij  negativ.  .Lassen  wir  dagegen 

l  '^  •   ■  v.>  * 

X  Yon  Y  —  an  üm  i  zunehmen ;   so  nunmt  .--.   ab  ,    dagegen 

3 

\     2nx  zu.      Also   ist  offenbar /'fr    J?.  4-«j  positiv.       Folglich 

wird  nach  §•  165.   y  =  f{x)  für  x  =  K  —    ein  Minimani, 

wie  auch  in  §.  163.   durch  Entwickelung  (fds  Zweiten  Diffören- 
tialfuotienten  gefunden  worden  ist. 

t 
•  ■  ■  »  " 

§.  167. 

Die  Werthe  von  j?,  für  welche  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  der  Function  y  =/(a?)  Statt  findet/  muss  man,  tiiü 
za  bestimmen,  ob  für  dieselben,  wie  es  in  der  That  oft  der  Fall 
ist,  nicht  vielleicht  wenigstens  in  gewissem  Sinne  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  Statt  findet,  jederzeit  besonder»  untersuchen,. 
wie  wir  jetzt  an  ein  Paar  einfachen  Beispielen  zeigen  wollen. 

Ist  z.  B.  y  =  +  y^^;  so  findet,  wenn  man  sich  vorstellt, 
cbiss  iß  sich  von — oo  bis  -|-qo  stetig  verändert^  bei  deAi45eb^- 
gange  dieser  Grösse  vom  Negativen  durch  NuH  zum  Positiven 
offenbar  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  y  Statt,' 
weil  dieselbe  dann  vom  Imaginären  zum  Heelien  übergeht,  •  und' 
wir  müssen  daher  den  Werth  j?  ==  0  ia  Bezug  auf  die  Maxima 
und  Minima  der  Function  y  besonders  untersucnen.  Setzt  man 
aber  zuerst  y  =  -l*  IT^^  ^  ^^^  ^iXw,  das»^  wenn  man  af  von  0 
an  stetig  wachsen  lässt,  auch  y  von  0  an  stetig  .und  fortwährend 
wachsen  wird,  und  dass  daher  der  dem  Werlne  j?  =  0' itrei?..un-- 
abhänmgen  veränderlichen  Grösse  entsprechende  Werth  y.  =  0 
der  Function  y  =  -|-  y"a;  offenbar  in  gewissem  Sinne  als' em 
Minimum  dieser  Function  betrachtet  werden'  kann ,  wenn  auch 
freilich  der  in  Rede  stehende  bestimmte  Werth  der  gesehenen 
Function  eigentlich  nicht  dem  in  §.  Id2.  aufgestellten.  aTlgemei- . 
neu  Begriffe  des  Minimums  entspricht,  welches  aber  aücb  nicht 
seyn  kann,  weil  dieser  allgemeine  Begriff  des  Minimums,  eben 
ito  wie  der  in  §.  152.  aufgjßstellte  allgemeine  Begriff  des  Maxi- 
mums,  als  nothwendige  völlig  unerlässliche  Bedingung  voraus- 
setzt, dass  die  Function  in  der  ]>Iähe  des  Werths  ihrer  unab- 
hängigen veränderlichen  Grösse,  für  welchen  sie  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  werden  soll,  stetig  ist.  Setzt  map  ferner 
yz=:  —  y^;r;  so  nimmt  y,  wenn  man  x  von  0  an  stetig  wachsen 
lässt,  stetig  und  fortwährend  ab,  und  der  dem  Werthe  j?  ±£=  0 
entsprechende  Werth  y  3=  0  der  Function  y  =a  —  y^x  kann 
also  als  ein  Maximum  dieser  Function  betrachtet  werd«iv« 
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Für  dP  =  0    findet  eine  ünterbrecbung  der  Sleti^at  dar 

PUBCtioii  o  r=  _.  Statt.     Wir  wollen  nun  annehmen ,  da»  fe 

Ix 

Grössen  x'  and  x"  beide  positiv  und  beide  kleiner  als  üe  Ein- 
heit seyen,  dass  aber  x'  >-  x  sey.  Weil  bekanntlich  J=^$  , 
x"=se      ist;  so  ist 

Ix'  N^     lar' 

und  folglich 

Weil  aber  x'  und  x"  beide  kleiner  als  die  Einheit  sind;  so  sM 
Ix',  laS'  beide  negativ,  also  —  lx\  —  Ix"  beide  positiv.  Polglidi 
ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  < —  Ix"  <^  —  te';  also 

ond  teher,  weil  diese  Grössen  beide  positiv,  folglich 

W  ^^^  TP 
beide  negativ  nnd, 

Hieraur  sieht  man »  dass  man  den  dem  Werthe  x  a=s  0  cstr 
^rechenden  Werth  der  gegebenen  Fandion,  wekher,  wie  hacM 
erhellen  wird,  ebenfalls  c=:  0  zn  seteen  ist,  ak  ein  Mazianui 
dieser  Function  betrachten  kann. 

'   Für  d?  =  1  findet  ebenfalls  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 

keit  der  Function  ^  ==  — .  Statt,   und  man  kann  den  diesem 

Ix 

Werthe  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden 
Werth  der  Function  sowohl  =  4~  <%> »  als  auch  =x=  —  oo  setzen, 
jenachdem  man  sich  nämlich  x  von  der  Einheit  an  stetig  wach- 
send, öder  von  der  Einheit  an  stetig  abnehmend  denkt.  Den 
Werth  +  ^  ^^^  iQ^Q  offenbar  als  ein  Maximum,  den  W^rth 
—  CO  dagegen  als  ein  Minimum  der  in  Rede  stehenden  Function 
zu  betrachten. 

Der  dem  Wer^  a;  ss  oo  entsprechende  Werth  der  Fonlstian 

v= — ,  welcher =0  ist,  ist  endlich  offenbar  als  ein  Minimum 
Ix 

dieser  Function  zu  betrachten. 

§.  168. 

Der  in  §•  165.  bewiesenen  Bedingungen  des  Maximums  nnd 
Minimums  bedient  man  sich  vorzüglich  auch,  um  zu  beurtheilen, 
eh  den  Werthen  der  unabhängigen  verände^chen  Grösse,    bei 


lifcMa  «nie  ünleiibtecMNlg  ^r  ^^iMtigl^eiF  des  ^ralea  l)igfm^ 
footienten  Statt  findet,  ein  Maximum  oder  ^in  MimiMun  der  mr 
gebenen  Function  entspricht,  und  untersucht  in  dieser  Beziehung 
iiorzugsweise  immer  die  Wciirti)^  v«n  x,  für  welche 


»t  • 


'» 


Ist  z«  B.  die  F^uicjUca 
g(^ben;  so  ist 
und  folglich 

eine  Grösse,  welche  ^üt  x  =  a  Vjecschwindet.  .  Weil  nun  ^ 

ist;  so  ist 

1.    lyciui  c  fpsi]iv  isiyfffi^  iX,  n^ÜY,  /X»+i)  positiv, 
^    abo  nä<!h  §.  165.  /(a)  ein  Mininium ;  und 

lir,  1^  »Mi  |^!lllW^  j%^  »ein  Ma^^ 


'"". 


;    B.<  Efi«wi<jk)all^'Fa<n^4io«e«- ]tt4t  •z've«'!    rtfii  -^i  rinn  der 

f.' 169.'  •  •  '.-. 

Es  sey  tf  =  /(x,  ^)  eine  beliebig  Pun^»  «wdoF  iriNI  m- 
and^  unabhängigen,  ver^nderiicheu  Vi^.ssei|,'4indj7,  y  sollen  jetzt 
wieder   irgend    zwei    bestimmte  Wcrfhe    dieser   veränderlichen 
fir^ssen,  m^=^Jtxly)  abo  ieü  Jioie^  fe^^tiipaileiR  Wtrtimfk4v 
veränderlicben    Gröss^en   entsprecjbenden,  .bestimmten  Weirth  .der 
Function  bezeidinen.     liässt  mnin  nimtfie  in  Rede  iat^eheiidcm 
bestimmten  Werthe  der  veräudertjchen  Grö3sen  um  Jbeliehige  un- 
endlich kleine  Grössen  zu-  und  abnehitien;  so  'heissen  üe  diesen 
veränderten  Wertlieii  9er  verändedicben Grössen  eotaj[ireehenden 
Werthß  der  Function  deiji  Werth.e  ii=jf(j?,  y)  benachbarte 
Weräie  dfHrselbcifi^ ' und  nfirn  sagt  ntin  #£der,  tiai^s  nac:'f(vj  y) 
ein  grösster  oder  ein  kleinster  Werth  der  Function,  edher 
ein    Maximum   «der   ein   Misiinuni  ^derselb^    tey,    wenn 
ti  =  f{xy  y)  respective  grösser  oder  kleiner  als  alle  seine  Nach- 
barwerlbe  ist.      Stetigkeit  der  f*nnction  In  der  t^'ili^  ^<^t  \i%* 

15^ 
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i^iimnlen  Werthe  Xy  y  ihfer  Teranderlleken  Gröston  wird  Uerkei 
inaner  yoTMUgesetst.  .  i.«      * 

§.  17a 

Nach  §.  139.  ist 

wo  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet»  and  V{q)  aos  h 
erhalten  wird,  wenn  man  für  j?,  y  respective  «  +  ]pöx,  y+^jf 
setzt.    Weil  nun  nach  8.  130.  bekanntlich 

oder 

du  =  r  (X,  s).Sx  +  r  (X,  y)  .  Sy 

ist;  SO  ist 

folglich  '  ' 

f(r  +  5x,  y  4-  öy) 

=  /(jf>  y)  +  fj.^^^^f  y  +  QSy).dx+f'y(x+Qdx,  y+e^).5y, 

und»  wenn  auch  6  einen  positiven  echten  Bructi  bezeichnet,  gau^ 

eben  so 

fix—dx,  y— 5y) 

-   t=:/(:r,  y)-/"  ('-^:r;y-öay).5^-jr„(a?-e3i,  >^^5y).fly. 

y 

.Sind  mm  die  Grössen  /'  (^r,  y)  und  /.f^,  y)^  die  wir  in  der 

.    ■    ■  ■  »  jT  y     ■ 

Nähe  der  bestimmten -Werthe  x^  y  der  unabhängigen  veränder- 
lichen Grössen  als  stetig  annehmen,  nicht  beide  =  0;  so  haben 
fiic  der  Null  unendlich  nahe  kommende  d^xindc^y  die  Grössen 

fji*  +  ?öx  >  y  +  ^y).  Sx  +ryix+gdT ,  y  +  ^y) .  5y , 
f'Jx -  edx,  y-  edy) .  dx  +/'y(^ -  ö3^ ,  y -  Ö5y) . 5y 

öffienbar  beide  mit  ^er  Grösse  : 

•    /'_(^,  y) . öor +/' (^ ,  y) .  5y 

gleichecr  Vorzeichen.  Polglich  haben,  wenn  die  Grössen  y'.  (^^y) 
und  /':«(*.>  2f)  >^cht  beidb  =  0  sind,  die  Grössen-  '\ 

9  ■      . 

f\i'-edx,  y^e8y).Sxi-f^ix-^edxi  y-edy).ey 

für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Qx  miÄ  dy  gleiche »  die 
Grpssen 

/'^(*+^öjr,  y+^<^).5*+/y^  +  (>5*i  y4-^y).5y, 
-f\(pc-edx,  y-eBy).dx-^f^{x^Qdx,  y-^ßdyy.dy 
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also    entgegengesetzte   Vorzeichen  y    immer   unter  der  V^Nbans* 
setznng ,  dass  dx  tind  dy  der  NoU  unendlich  nahe  kommende 

Grössen  sind. 

•      •  • 

Sind  also  die  Grossen  fj,^^  y)  ^^^f  (•»>  y)  nicht  beide 

=  0;  so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende   dx  und  By 
nach  dem  Obigen 

oder 

nnd  folglich  offenbar  f{x^  y)  weder  ein  Maximum »    noch  ein 
Minimum  der  gegebenen  Function. 

Soll  also  u  =  f(x ,  y)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
der  gegebenen  Function  seyn;  so  muss  nothwendig  zugleich 

d.  i.  : 

seyn,  wo,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die  Differentialquotienten 
partielle  Differentialquotienten  sind. 

§.  171. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass 

ist;  so  ist  auch 

und  folglich  nach  §.  13&. 

nx  +  dx,  y  +  öy)  =  u  +  ^^, 

wo  Q  ein  positiver  echter  Bruch  ist ,  und  JP"Cp)  *^  ^^^  P^' 
halten  wird,  wenn  man  für  o?^  ^^  respective  x-^-QclXy  y+p5y 
setzt. 

Da  bekanntlich 
ist;  so  wird,  wenn  nur  nicht  zugleich 


i^  für  di9  Natt  vnevffifiti  nahe  kMUBüide  dir  tmi  ^  ttffeniM» 
J^'(9)  mit  d^n  gldobe«  Von^iaokeii  babeo^Inras  mdk  ibrigoii»iU 
und  Sy  für  Vorzeichen  haben  mögen.  Wenn  abo-  d^m^  wie 
sieb  aoi^  ^x  und  dy  ändern  mögen,  sein  Zeiehen  njemab  än- 
dert $  so  wirdj  wegen  aer  obigen  Gleichung 

oder 

jederzeit  u  =  /(^9  v)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sefikz 
ein  Maximum  nämlicb,  VtMi  (^^t^  immet  negativ  ist;  ein  Mini- 
mum dagegen j  wenn  S^u  immer  positiv  ist.  Dass  nicht  zu- 
gleich 

irf,  Wh*Ä  hieftei  imfmef  tortosges(it2t. 

Wir  haben  also  jetzt  zunächst  zd:  untersuchen ,  welclle  Be- 
dingungen erfüllt  seyh  müssen,  wenn,  Wie'  auch  fix  und  Sy  sich 
ändern  mögen,  die  Grösse 

ihr  Zeicheft  niemals  ändern  solf. 

§.  172. 
Aendert  die  Grösse 

ihr  Zeichen  nicht ;  so  ändert  auch  die  Grösse 

d^u  (fi»V   .  ^  B-u    Säf      B-'u 

'^\^y)   '^^^''By      ^' 

welche  mit  jener  immer  gleiches  Vorzeichen  hat,  ihr  Zeichen 
nicht,  und  umgekehrt.  Aenderte  aber  die  letztere  Grösse  ihr 
Zeichen;  so  würde  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  aus  der 
Theorie  der  Gleichung^  die  Gleicbuf^ 

Bx^\By  /    ^    BxBy    By  ^  By^         ' 

Bof 
indem  man  nämlich  -^  als  uid)ekannte  Grösse  betrachtet,  reelle 

Wurzeln  haben.  Hat  also  diese  Gleichung  keine  reelle  Wurzel; 
so  ändert  die  Grösse 

5«^ /5:ry         S^u_  Bx     B^u 
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und  folglich  auch  die  Grösse 

ibr   Zeichen  niemals.      Durch   Auflösung  der  obigen   Gkichuig 
ergiebfc  sich  aber 

_    e^u   ^  K/  o>»u  y_  d^u     "^hT 

und  es  sind  also  beide  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Gleichung 
imaginär^  wenn 

\  dxdy  j        iw^   ■  r9y* 

ist.  Daher  wird  also  auch ,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist^ 
die  Grösse 

ihr  Zeichen  niemals  ändern,  und  zugleich  erhellet  auf  der  Stelle» 
dass,  wenn  die  obige  Bedingung  erfüllt  ii^t,  die  Differential- 
quotienten 

jederzeit  einerler  Vorzeichen  haben. 
Da  nun  aber,  wenn  die  Bedingung 

erfüllt  ist,  die  Grösse 

was  Midi  dj7  und  Sy  för  Werthe  haben  mögen ,  immer  ein  und 
dasselbe  Vorzeichen  hat;  so  erhellet,  wenn  man  nur,  wie  ver* 
stauet  ist,  8y  =i  0  setzt,  auf  der  Stelle,  dass  diese  Grösse 
immer  mit 

^^"""^    ■    •■••:  ■  V   ■.    • 

also  auch  mit  1^ ,  und   nach  dem  Obigett  folgSdi  auch  immer 

mit  T—  einerlei  Vorzeichen  hat,  "also  positiv  oder  negativ  ist, 
jenachdem  die  beiden  Differentialquotienten 

positiv  oder  negativ  sind» 


Wcü 


^'"  ^  TjS"^''  +  ^-ST^^^^y  +  ^^^* 


ist;  so  ist,  wenn 

ist»  auch  d^u ,  was  auch  d^  und  3y  für  Werthe  haben  mög 
immer  positiv  oder  immer  negativ,  jenachdem  die  Different 
quotientea 

fi^u  ^^^  S^ 

beide  positiv  oder  beide  negativ  sind. 

FMist  man  nun,   in  Verbindung  mit  $,  170.  und  §.  1^ 
alles  Vorhergebende  zusammen,  und  bemerkt,  dass,  wenn 

/ 

ist,  offenbar  auch  nie  zugleich 

seyn  kann ;  so  ergiebt  sich  unmittelbar  das  folgende  merkwiirf 
und  wichtige  Theorem;    , 

Wenn 

5^         '   dy 
und 

ist;  Jlo  ist  u  s=:f(w,y)   ein  Maximum  oder  ein 
mum.,  jenacbdeni  die  Differentialquotienten 

beide  negativ  oder  beide  positiv  sind. 

Von   diesem    Satze   wollen  wir  nun  einige  Anw 
machen. 

§^  173. 

Aufgabe,^  Man  soll  eine  se^ebene  Zahl  a 
solche  Art  in  drei  Theile  theilen,  dass  da 
der  drei  Theile  ein  Maximum  wird. 


< 
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Außo$ung.  Man  bezeichne  zwei  der  gesuchten  Theile  dorch 
X9  y;  so  ist  a  —  x  —  y  der  dritte  Theil,  und  nacjb  der  Be* 
dingang  der  Aufgabe  soll  also  die  Functioa 

u  c=  xy  (a  — «-r-5r) 

ein  Maximum  werden.    Für  die  Differentialquotieaten  erhält  man 
folgende  Ausdrücke: 

^  =y(fl-x-y)-xy  =  ßy— 2xy— y«, 
^  =  x(fl- x—y)— xy  =  «r-a?«— 2xy; 

und  hat  nun  zur  Bestimmung  von  x  und  y  die  beiden  <ilei- 
chungen 

ay  —  2jpy  —  y«  =:  0, 
ax  —  2xy  —  jr*  =  0, 

oder  9  weil  dem  Sinne  der  Aufgabe  nach  offenbar  weder  x,  noch 
y  =i  0  ist:  '  ,  i 

a  —  2x  —  y  =:  Oy    a  —  2y  —  s  =  0^ 

und  folglich  x  s=z  y  =  ^a. 

Weil   nun    für  diesen  gemeinschaftlichen  Werth'^  von  w 
und  y 

ist;  so  sind  für  den  gefundenen  gemeinschaflh'chen  Werth  von 
X  und  y  Ijie  Differentialquotienten  -^  und  -^  beide  negativ. 
Femer  ist 

d.  i. 

Also  wird  das  Product  u  für  ar  =  y  =  j>a  wirklich  ein  JAaod- 
mum.     Der  dritte  Theil  ist  a —  x  —  y  ^=  ^a,  und  eis  müssen 
folglich,    wenn  eine  gegebene  Zahl  so  in    drei  Theile    getheilt' 
werden  soll,    dass  das  Product  der  drei  Theile  ein  Maximum 
wird,  die  drei  Theile  einander  gleich  seyn. 

Uebrigens  werden  die  beiden  Gleichungen 

ay  —  fixjf  —  y«  =  0,  ax —  2xy  —  s'  =  0 

auch  erfüllt,  wenn  man  x  =  y  e?=  0  setzt.    Dann  ist  dag  Pro- 
duct der  drei  Theife  =  0,   und  folgUch  in  diesem  FaUe  offenl^ir^ 
als  ein  Minimum  zu  betrachten. 
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•  •§- 174,  : 

AufgaAe.  Unter  atteii  ebenen  Dreiecken,  welehe 
einen  gegebenen  Umfang  haben,  ^asjenfge  £a  fin- 
den, welches  den  grässten  Flächeninhalt  hat 

ÄußSmng.  Setzen  wir  den  gegebenen  Umfaiq;  ss  #,  den 
Flächeninhalt,  welcher  ein  Maximum  werden  soll,  s=s  »,  und 
bezeichnen  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  durch  x^  y^  z^  so  ist 

und  u  ist  offenbar  ein:  Maximum,  wenn  das  Product 

ein  Maxinmm  ist  Die  Summe  der  drei  Factoren  dieses  Products  ist 
1«— «=;:;^9,  d*  i-  eine  gegebene  Grösse.  Also  reducirt  sich 
m  Voi^tegte  Aufgabe  offenbar  auf  die  im  Torigen  Paragraphen 
aufgelöste  Aufgabe:  die  gegebene  Grösse  -^a  in  drei  Theile  "^n 
theiien,  deren  Product  ein  Maximum  ist,  und  man  muss  folg- 
lich nach  §.  173. 

4*— df-»|»,|f— jr«i#,  4.«— ««  f« 

setzen,  woraus  sich  ^=y  =  2  =  ^s,  und  also  der  folgende 
merkwürdige  Lehrsatz  ergiebt:  , 

Unter  allen  ebenen  Dreiecken  von  gleicftea»  Um- 
fange h^t  daa  glefcb&eiUge  4en.  gröss>t#n  FMchen- 
Inhalt, 

§.  179. 

Jhrf^aie.  In  der  Ehen^  eines  Dreieeker  dA' jf 
eii^^n  Pi»ft§t  0  von  ^solcher  Lage  xu  finden^  4^ss  die 
Summe  der  Entfernungen  desselben  von  den  drei 
Spitzen  des  Dreiecks   ein  Minimum  ist. 

Auflösung.  "Man  nehme  in  der  Ebene  des  Dreiecks  zwei 
auf  einander  senkrechte  Axen  an,  und  bezeichne  die  Coordinaten 
der  drei  Spitzen  A^  Ä ^  Ä'  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  diese 
Axen  durch  a,  5;  a\  b' ;  a%  b"  \  die  Coordinaten  des  gesuchten 
Punktes  O  in  Bezug  auf  diesell»en  Axen  durch  x^  y.  Sind  nun 
s,  s',  9"  die.  Entfernungen  des  Punktes  0  von  den  drei  Spitzen 
des  Dreieckig  ^  so  ist  nach  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie 

die  Qoadratwiurzeti  sämmtlich  positiv  genctawe^    N^ch  der  Be- 
^iguüK  dj^  Aufgabe  sott  ^ 
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csa  Misianm  werden.     Uia  dieser  BedingaDg  za  geniigeDf  miiM 
Bum  '9-  und  y  aus  des  beiden  Gleickupgea 

Sa        Ss    .    c?s'    ,    Ss"       ^ 
bciatiitliiien.    £s  ist  aber,  wie  man  leicht  findet 

sr=*-r*^ '  ^=* -r->  5^==  "^T-' 


Pj   _  y^»       ££  _  y-*£     '  ££  _  y-^3 


-n — • 


Also  mS^^en  x  ttnd  jf  so  bestimmt  werdea,   dass  den  ISreidSea 
Gleichangen 


■V 

genügt  wird. 

Betrachtet  man  nun  die  Linien  «,  •',  u"  als  die  positiven 
Theile  der  Abscissenaxen  dreier  neuen  rechtwinkligen  Coordina- 
tensysteme,  deren  Anfangspunkte  A^  A ^  A'  sind,  und  bezeiehnet 
die  von  s,  « ,  J'  mit  der  primitiven  Abscissenaxe  eingeschlosse- 
nen Winkel)  ind#in  Hiaii  diese  Winkel  von  dem  positiven  Tbeii 
der  priiiiitiven  Abseisstnaxe  an.  nach  dem  Bositiven  Thcjle  der 
primitiven  Ordinatenaxe  hin  von  0  bis  36(P  zählt,  durch  ^, 
9?',  ^>"  y  so  erhält  man  nach  den  bekannten  Gleichungen  der 
Coordinatum^erwandlung,  mitteilt .  welcher  man  von  einem  recht- 
winkligem Systeme  zu  ;einem  andern  rechtwinkligen  Systeme 
überzugehen  pflegt,  auf  der  Stelle  di^  folgenden  Gleichungen : 

4r  :^  a  -f^ «  cot  y ,  X  =  «  +  9cosfff\  x  =  fl"  +  d*Gos  y"  ; 
y  isr  ^^^9sin<p^  y  :*=  b'  -^ ^tin(p\  y  sa;  3"  +  «"*»»^"; 
oder 


T — a  X  —  a  ,      X — a  ^ 

SZ   CO$<p^   — ; =   eOS(p  ,      '    '  ^^,      >  *=    $OS(f> 


> 


y  —  h         .        y— 3'        .     ,    y— ^ 

« =  SlTKpj    ' — f —  =  sin<p  ,   -ä^— 77 —  =  stn(p  . 

I 

Also  mässw  tiacb  ddm  Ob^eA  si  und  y  so  bestimmt  werden, 
oder  der  Punkt  O  milss  ein6  solche  Lage  haben,  dass 

co8(p  +  COS <p  +  cot tp'  =5=0,    9ihfp'\'Sin if>  +  %\n, (p"  =0  . 

iit.     Sehreibt  man  diesfe  Gleichungen  unter  der  Form 
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irt  und  addirt  sie  dann  za  einander ;  so  erhSlt  man 
co8(g> — w)  =  —  -^9 'und  hat  also  nun  nbelrhanpt  die  drei  fot* 
genden  Gieichungea: 

eos(<p — (p)  =  —  ^,  coi((p  —  g)")  =  —  4>  co9{(p' — y")  =  —  |.. 

Nimmt  man  jetzt  nach  und  nach  die  drei  Seiten  AA\A  A\AJr 
des  gegebenen  Dreiecks  als  Axen,  die  drei  Spitzen  A^  A^  Ä' 
respective  als  Anfangspunkte  der  Abscissen  an^  und  bezeichnet 
die  von  den  drei  Liniea  «,  /,  %  am  Punkte  O  eingeschlossenen 
Wii^el  durch  i^\  ^\  tl/';  so  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden 
leicht,  dass  auch 

COM  ^  =:  -i-  4  >   CO«  1/»'  =  —  4- »  C08%lß"  z=z  —  4 

und  folglich  if^  =  ^' =  ^"  =  120»  seyn,  der  Punkt  O  also 
eine  solche  Lage  haben  muss,  dass  die  drei  von  ihm  an  die  drei 
Spitzen  des  Dreieck  gezogenen' Linien  «,  8,  a"  mit  einander 
drei  gleiche  Winkel  einschliessen.  Nnr  entsteht  nun  noch 
die  Frage,  ob,  wenn  diese  Bedingung  erfällt  ist,  die  Summe 
«  +  •'  +  «"  awch  wirklich,  wie  die  Aufgabe  verlangt,  ein  Mini-* 
mum  ist.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  muss  man  die 
Differentialquotienten 

8^u     d^u       S^u 

entwickeln.  ' 

Es  ist  aber 

5j;= 71 =t\  *  ~^~i^  j  I  =~T— ' 
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folglidi-. 

^  5*u         costp^        cos-tp'^         cosa>"* 

Ferner  ist 

'  •       •  *;.'>•  ••     '■• 

3.,.  »y-*-'^  ^x~a')(y^t')  eostp'iitiV 

^/■.vs^»"''  ■    ■■■'■■  -^•■'  "  "■., 

5»«"  ^""'^Sr  (j-a")  (y-f-r), '         eosw"Mina>' 

und  folglich 


\  •  a 


I     «V 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  leichte  Rechnung 

\dxdy)       Sx^'^ 

_        8i'n((p  —  fpy  Min  (y  —  y  Q»         sm  (y^  ~  y^)» 

also 


t      »        I 


Nimmt  man  hierzu  nun  noch,  daists  die  DilTerentialquotienten 

ö*ii  ^^  ^^« 

'•      ,  (       ••    i.  ■, .  -  ^    .      •     .      •>         .  ....  1        j • 

nach  dem  Obigen  beide  positiv  sind;  so  ist  klar,  dass  die  StotiittNi 
'  +  ''  +  '"  ein  Minimum  ist,  wenn  der  Punkt  0  die  angegebene 
Lage  hat.  '    _        " 

Denkt  man  sjich-  deu  Punkt  O.auf  ^ie  angegebene  Art. be- 
stimmt; so.  fallt  zuvorderst  auf  der  Stielte  in  die  Augen,  ^asg 
dieser  Punkt',  wenh  üBerhaupt  eine  solche  Bestimmung  .möglicH 
ist,  jederzeit  innerhalb  des  Dreiecks  ^i^'^^' liegt.  Dann  erhellet 
aber  auch  leicht,  dass  z.  B. 

d.  i. 

ist,  und  der  Winkel  ÄAÄ'  folglich  nicht  grösser  als  120«  seyn 
kann.  Da  nun  dasselbe  auch  von  den  Wiztkeln  ^^^'und^^'^ 
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des  gegebenen  Dreiecks  gilt;  so  ist  klar,  dass,  Venn  eÜB  li^ 
strmniung  des  Punktes  O  auf  die  ai^egebeie  Art  m^ch  seya 
soll,  kein  Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  grösser  ds  120^  s^ 
darf. 

Durch  Construction  findet  man  den  Punkt  O  leicht,  weea 
man  über  zwei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  zwei  iRnMk* 
schnitte  beschreibt,  deren  jeder  einen  Winkel  von  120®  tust 
Der  DtujrchschnittspuolU  der  Bogen  dieser  bdden  Kreis^bscfaiutte 
wird  dann  jederzeit ,  wenn  es  überhaupt  einen  PunJbt  yon  der 
veriangten  Beschaffenheit  giebt,  diesc^n  Punkt  bestimmen. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Entfernung  OA=Bf  Ojf=si\ 
Ojf'^sc;:  m"  des  Punktes  i)  von  den  drei  Sjiitzen  des  .gq[ebaiea 
Dreiecks  durch  die  Seiten  dieses  Dreiecks ,  welche ,  so  wie  tk 
den  Spitzen  A^  A  ^  A'  gegenüber  stehen,  respective  ihurdiai 
ßj  y  bezeidm^  .werden  mügen,  auszudrücken  .suchen* 

Weil  cos  120«  c=:  —  CO«  60«  ==  —  «tu  30«  =  —  {  istj  ^ 
so  ist  nach  Principien  der  ebenen  Trigonometrie 

Oi»  +  OiT«  +  OA.OÄ  =  AÄ^,  ^ 

OÄ'^  +  0/r»  +  OA\pA  =  AA'^y 

d.  i. 

f"J  +  s^ +  »"»  =  ?■, 

Subtrahlren  wir  die  drolte  dieser  Gieichittgen  von  der  ersten  uu^^ 
zweiten;  so  erhalten  wir 

^,_,<')(s  ^  s' + «")  ;p=  j^»  -  aS 
und  folglich,   wenn  wir  der  Kürze  wegen  «  -f-  «'  +  #*'  = 

$ 8      =-i = ,   8 — S     =^- • 

Addingn  wir  nun  zu  ißv  Summe  dieser  leiden  (Steiöhungen  noch 
die  identische  Gleicbuäg  $' —  «  ==  0;  so  ^italten  wir 

und  folglich,   zugleich  imt  gehöriger  V^rtauachung   der    Buch- 
staben : 

3^     .       '  SS  • 

»  * — ' — is —    * 
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BOeidm^l  Kaa  4en  Ftäch^ninhalt  des  gegdbcnea  Drdeoks  doreft 
'9  M  i^  wie  leictit  erhellen  wird, 

i.,  weü  ml20o  =  ^^3  ist, 

id  loan  hat  also  jetet  die  Tier  fblgeaden  fileicbiuigeii; 

3  (ss' + ss''  +  s's"  )  =  4^r3 . 

arch  Addition  dieser  vier  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der 
leUbe 

2(s +y  4.«")»  SS!  a»  + /J'  +  y*  +  Mr*^ 

.  1. • 

[ach  gehöriger  Substitution  erhält  man  nun: 

b^eil  man  bekanntlich  ^  durch  a,  /?,  )^  ausdrücken  kann;  so 
^na  man  nun  auch  «,  •%  •'  durch  cc,  ß,  y  ausdriiekenj  wie 
klangt  wurde. 


Zwölftejs    KapiteL 

«n  der   Yerw^clisliuig   oder  Ytetanscbang    der  unab- 
hängigen törMdeifeckett  färpsse, '        : 

§•  176.  . 
Wir  wollen  aufiehmen»  dass  y.ebe  Funi^iw  Von  x  iwd 

kf  ausser  gewissen  ijonstanten^  die  Grössen  v,  p  vmi  die  IXIhren- 
alquoüenten  von  jr  ia  Bezug  md  w  Üisvam  «tteii  enlillleRder  lielie^ 
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biger  analytischer  Aasdrack  sey.  Ist  nun-  aber  x  sdbftt  eine 
Function  einer  neuen  veränderlichen  Grösse  t ,  oder  soll  jr  we- 
nigstens als  Function  einer  neuen  veränderlichen  Grosse  i  be- 
trachtet werden;  so  kann  man  fragen^  was  man  fiir 

Sy       B^y      S^y  ^"y 

"57'   "SF'  "5^'  •  ••  "5^ 

setzen ,  oder  wie  überhaupt  die  Grösse  V  umgeformt  werden 
muss,  wenn  dieselbe  auf  die  Grösse  t  als  unabhängige  veränder- 
liche Grösse  bezogen  werden  soll.  Diese  Frage  wollen  wir  jetzt 
zu  beantworten  suchen« 

§.177. 

Nach  dem  in  §.  43.  bewiesenen,  in  vieler  Beziehung  wich- 
tigen Satze  erhält  man  dui'ch  successive  Differentiation  leicht: 

By  ^^  By    Bx 


^^y  _  c)y     B^x        B^y     /Bx\^ 


.^fy  —  ^y   ^^-y   ,   g  ^*y   B^x    8x        B^y  (Bx\^ 

n.  8.  W.  u.  s«  w. 

Bestimmt  man  nun.  aus  diesien  Gleichungen  umgekehrt 

By       B^y       B^y 

■  .  1        .        ,  .  ^  ,        .  •   ; 

80  erhält  man 

By  B^y  By         B^^ 

By^^  'BT      B*y  _    ^     _  _^       "^ 
8x        ^'^""TSJy        Br    '   /Bx\^' 

'BT-  \sr)       FT     \W) 

Bx^ 
B'y.  B^y       B^x       .     By    (B^xY      By      B^x 

TS^^'^  7S^^'(9xY^'^'W'TBlr\^'^^BVT5^' 

\jr)      \8r)  \bt)      ^  vst)     ir  v^) 

o.  s.  w.  n.  8.  w.       ' 

und;  dies  sind  die  Ausdrücke  ^  welche  man  für 

/    8y     j^y      f^^y 

*5i"'   *5F'   11^* . 

in  die  Grö£fse  V  ei9fuhren:tnuss,   wenn  dieselbe  auf  t  als  unab- 
hängige veränderliche  Grösse. bezogen  werden  soll. 
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Uebrigens  erhellet  leicht»  dass  man  in  diesen  Aosdräckeü 
gleiche  in  den  Zählern  und  Nennern  der  einzelnen  Brüche  vor- 
kommende  Potenzen  von  dt  gegen  einander  aufheben  kann,  sq 
dass  also,   wenn  F  auf  t  als  unabhängige  veränderliche  Grösse 

bezogen  werden  soll,  für  -^^   ^,    -j^,   respective  die 

Ausdrucke 

l^y      B^y       Sy    S^jt\ 

B^y       ^B^y    B^x   .^By  5v»        By    B^x    ■ 


Ut  8.  W. 


gesetzt  werden  müssen,  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  in 
diesen  Ausdrücken  x  und  ^  als  Functionen  einer  neuen  belie- 
bigen veränderlichen  Grösse  zu  betrachten,  und  Bx^  B^s,  B^x, 
•  ••;  Bify  8^y[j  B^y^  ...  die  Differentiale  dieser  Functionen  in 
Bezug  auf  die  in  Rede  stehende  neue  unabhängige  veräüddrliche 
Grösse  sind.  i 

§.  178, 

Ein  allgemeines  Bildungsgesetz  de^  im  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Ausdrücke  lässt  sich  auf  folgende  sehr  einfache  Art 
angeben. 

Nach  §.  177.  hat  man  für  den  ersten  Differentialquotienten 

•^  der  Function  y  in  Bezug  auf  x  als  unabhängige  veränderliche 

Grösse  den  Quotienten  ByiBx  der  Differentiale  von  y  und  x  in 
Bezug  auf  t  als  unabhängige  veränderliche  Grösse,  wenn  man 
nämlich  y  und  x  als  Functionen  von  /  betrachtet,  oder,  wfe  man 
dies  der  Kürze  wegen  ganz  zweckmässig  zu  bezeichnen  pflegt, 

die  Grösse  -^  By  zu  setzen.    Daher  hat  man  für  die  Differen- 

iialquotienten 

By       B*y       B^y       B*y 

'Si\  r5^'   T^'   "SF'  •••• 

von  y  in  Bezug  auf  x  als  unabhängige  veränderliche  Grösse 
offenbar  überhaupt  respective  die  Grössen 

also  die  Grössen 

-         16 
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»...' 


■k^  {-hH^ir^y)) 


U.   8.  W. 

deren  Bildangsgesetzi  sogleich  in  die  Augen  fällt,  za  setzen, 
darf  man  aber,  vergessen  ,•  dass  in  diesen  Ausdrücken  s  ui 
als  Functionen  einer  neuen  beliebigen  unabhängigen  verän 
liehen  Grösse  zu  betrachten ^  und  auch  alle  Differentiale  vo 
und  y  in  Bezug  auf  diese  neue  unabhängige  veränderliche  Gr 
zu  nehmen  sind. 

§.  179, 

Oh  kommt  auch  der  Fall  vor,    dass,    statt. dass  vorhe 
tls  Function  von  x  betrachtet  wurde,  umgekehrt  x  als  Func 
von ^,1. betrachtet  werden  soll.     In  einem  solchen  Falleist 
die  vorher  durch  t  bezeichnete  willkührliche  veränderliche  Gr« 
=  2^  zu  setzen,   und  in  den  Ausdrücken 


n.  s.  w. 


muss  man  also  Sy  als  constant  betrachten,  folglich  die  Diffiei 
tiale  d^y,  d^y^  fi*y,  d^y,  ...;  s^mmtlich  =0  setzen.  1 
wickelt  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  vorhergehe!] 
Ausdrücke;  so  findet  man  leicht,  dass  man,  wenn  x  als  I 
ction  von  y  betrachtet  werden  soll,  statt  der  Differentialquot 

^^^'  J^'  c5F"'  •••  respective 


oder 


By  dy    S^x  By    d-x^        By    B^x 

By  \dy)  \dy)  \dy ) 


setzen  muss. 
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Ist  z.  B.  y  =^  iinx*9    50  ist  bekanntlich 

Will  man  nnn  x  als  Function  von  x  betrachten; .  so  muss  man 
nach  dem  Vorhergehenden  für  die  DifiJ^eiftialqiytienten  ^  und 

•g^  respective  ^  und  —  —|j^  Ml»«n.  .>  Dadurch  erhält  man 


Sy  __ 


SyS^'s\ 


dx 


=  cosx,         gx^  ^  tinx; 


oder 


oder 


oder 


dy 


;i. 


■•5V 


•Tri.  CK  wäx^     CO» jr'-tK-^. CS  Ana;; 


Bx 


iO      •Ij'!;. 


co»ar  *       ^*         'cos»*..'* 


Weil  nun  x=s  ArßBihy,  cosx  =  f  i  ^y^.isl;    s'o  eitUlt  man 

B^Arcsiäy  -^ y   . 


d  Are  sin  y  1 


WO  7^1  —  ^2  offenbar  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je- 
nachdem  cosx  =co8{/irc8iny)  positiv  oder  negativ  ist.  . 

Setzt  man  nun  s  tür  y;   so  .erhält  man  die  Formeln 

&Arcnnx   ^_  1-  d*Arosinx  _^  x 

—^    -  -rnr^'     dx-    -  ^t^x^imr^' 

m  denen  'jrrZTl^  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  cos  (^^rc  9in  x)  positiv  oder  negativ  ist.  Die  erste  dieser 
beiden  Formeln  ist  schon  aus  §.68.  bekannt,  und  auch  die 
zweite  würde  sich  mittelst  der  gewöhnlichen  Regeln  der  Dift 
ferentiation  leicht  entwickeln  lassen. 


1^* 
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«  •  ■ 

Dreizehntes    Kapitel. 

Einige    der  ^nichtigsten   Anwendungen    def  Differential- 
rechnung anf  die  Theorie  der  in  einer  Ebene  liegenden 
Cnr?en  oder   der  'sogenannten  Cnrven  Ton  einfadier 

Ki-tanng. 

A.     Tangenten    der    Curven. 

'     §.  180. 

Erklärung.  Die  gerade  Linie ,  welche  nnter  aUen  geraden 
Linien ,  die  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Curye  zie- 
hen lassen ,  in  der.  Näh^  dieses  Punktes  am  genauesten  mit  der 
Curve  zusamm^ fällt  oder,  sich  am  nächsten  an  die  Cürve  an- 
schliesst,  heisst  die  Tangente  der  Curve  in  dem  in  Rede  ste- 
henden Punkte,  und  dieser  Punkt  selbst  wird  der  Berührungs- 
punkt der  Tangente  mit  der  Curve  genaupt. 

Errichtet,  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Girve 
auf  die  durch  denselben  gezogene .  Tangente  der  Curve  ein  Per- 
pendikel; so  heisst  dieses  Perpelidiker  die  Normale  der  Curve 
m  dem  in  Rede  stehenden  Punkte. 

Wir  bemerken,  hierbei,  dass  wir,  wie  auch  schon  die  lieber« 
Schrift  dieses  Kapitels  anzeigt,  in  demselben  bloss  in  einer 
Ebene  liegende  Curven  oder  sogenannte  Curven  von  einfacher 
Krümmung  betrachten  ti^erden,  und  dass  also  auch  alle  Con- 
stnictionen  in  der  Ebene,  in  welcher  die  gegebene  Curve  liegt, 
ausgieSihrt  gedacht  werdei^  müssen. 

§.  181,        , 

*;  Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Tangente  einer  ge- 
gebenen Curve  für  einen  gegebenen  Punkt  derselben 
zu  finden. 

Auflösung.  Die  Gleichung  der  gegebene^  Curve  in  Bezie- 
hung auf  beliebige  recht-  oder  schiefwinklige  Coordinaten  sey 

1.    y=f(x); 

die  Coordinaten  des  in  dieser  Curve  gegebenen  Punktes,  durch 
welchen  die  Tangente  gezogen  werden  soll,  wollen  wir  durch  x, 
y,  diesen  Punkt  selbst  also  nach  einem  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie bekannten  Gebrauche  durch  xy  bezeichnen, 

Lässt  man  nun  x  sich  um  die  beliebige  Grös^se  Ax  ändern, 
so  wird  y  sich  um  Ay  ändern.  Die  Gleichung  der  durch  die  £nd- 

£  unkte  der  beiden  Ordinaten  y  und  y  +  Jy  bestimmten  geraden 
juie,  welche  als  eine  Sehne  der  gegebenen  Curve  zu  betrach- 
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len  ist  9    bat  Dach.  Prindlpien  der  aDalyUscben  Gemetrie  die  all- 
gemeine Form 

Da  diese  gerade  Linie,  welche  wir  im  Folgenden  der  Kurze 
we^en  durch  AB  be;&eicliDen  wollen,  durch  den  Punkt  wy  geht; 
SP  ist  auch 

3.    jr  =  ^x  +  B^ 

und  folglich,  wenA  itaafn  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  2. 
subtrahirt, 

4;.  u  — y  =  A(x->'x)* 

Weil  aber  die  gerade  Liipiie  j4B  auch  durch  den  durch  die  Co- 
ordinaten  x  +  ^/x,  jf-^-^^y  bestimmten  Punkt  geht.;  so  ist 
femer  .     •     '  .     r      .   . 

d.  i. 


Folglich  ist  nach  4. 


6.    ..-,=^(.-*)  ■; 

die  Gleichung  der  geraden  ünie  AB. 

Lässt  man  nun  ^jr  mh  der  Null  immei*  mehr , und  mehr 
nähern;  90  wird  die  Linie  AB  in  der  Nähe  des  Punktes  xy 
offenbar  immer  genauer  und  genauer  mit  der  gegebenen  Curve 
zusammenfallen,  odei^  sich- -immer  näher  und  näher  an  dieselbe 

anschliessen •   und  dabei  wird  sich  zugleich  der  Bruch  -—^xa, 

DiSerentialquotientenf  -^  als  seiner  Gränze  hnmer  mehr  und  mehr 

und  auch,  wenn  man  nur  Ax  nahe  genug  bei  ^ull  annimmL  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  itiähem.  Hieraus  ergiebt'sicb/dass 
man  die  Gleichung  der  geraden  Linie,,  welche  unter  allen  gera- 
den Linien ,  die  sich  durch  den  Punkt  xy  ziehen  las^eUi^  in  der 
Nähe  dieses  Punktes  sich  am  nächsten  an  die  gegebene  Curve 
anschliesst,  d.  i.  die  gesuchte  Gleichung  der  durch  den  Punkt 
sy  an  die  gegebene  Curve  gezogenen  Tangente  erhalten  #ird,: 
wenn  man  in  der  Gleichung  6.  statt  des  Differenzenqiaotienten 

^  den  Differential^uötienten  -^  setzt,  ^ so  dass  also 

7.    u  —y  =?;^(?-a?) 

die  gesuchte  Gleichung  der  d^urch  den  Punkt  j'y  an  die  gegebene 
Curve  gezogenen  Tangente  seyu  wird. 

Dass  die  durch  die  Gleichung  7.  characterisirte  gerade  Linie 
sich  unter  allen  geraden  Linien,  die  sich  durch  den  Punkt ^y 
ziehen  lassen,    in  der  Nähe  dieses  Punktes  ain  nächsten  an  die 

fegebene  Curve  anschliesst,    lässt  sich   noch  strenger  wie  vor- 
er  auf  folgende  Art  beweisen. 
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Man  denke  sich  dnrch  den  Punkt  xy  noch  eine  UEdip 
andere,  von  der  durch  die  Gleichung  7«  characterisirteD gm* 
den  Linie  verschiedene  gerade  Linie  gezogen ,  deren  GleickaBg 

8.     u  —  y=2  P(s— 4r) 

seyn,  und  die  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  dnrch  Jlt 
bezeichnet  werden  mag.  Die  durch  die  Gleichung  7.  dunehn- 
sirte  gerade  Linie  mag  im  Folgenden  d^  Kürze  wegen  anf  iki- 
liche'Art  durch  AK  bezeichnet  werden. 

Die  der  Abscisse  x-\'Jx  entsprechenden  Ordinalen  top" 
gebcnen  Curve ,  der  geraden  Linie  Alf  und  der  geradea  Ul 
Ä'Ü'  seyen  respective  y\  y\  y" ;  so  ist  wegen  der  Gkiite- 
gen  7.,  o.  und  !• 

9.     y '-  y  ^f(x).Jx,       10.    y"  -  y  =r  Pjjlx. 

Femer  ist  nach  §.  110.  IL 

11.    y  —  y=/(4:).zfa?  +  4/"(*+(?-^x).^jr», 

WO  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  und  f{s)^  /'(i), 
f\x)  in  dem  Intervall  x,  x  +^x  stetig  seyn  müssen«    Fol 
ist  nach  9.  und  11.,  und  10.  und  11.^    wie  man  durch 
tracUon  dieser  Gleichungen  leicht  findet, 

12.  y  —  y  =  ^f\x  +  ^Jx) .  z/a^S 

13.  y  "-y"=  {fix)  -  P  +  4r('+?^').^x}2/«, 

wo  f(x)  —  P  nicht  ==0  ist,  Asl/'^x)  nicht  =:  P  scyn  kamt} 
weif  wir  angenommen  haben ,  dass  die  Linie  Aß*  von  der  limc 
A'K'  verschieden  sey,  so  dass  also  auch  die  Gleichungen  7. 
und  8.  nicht  identisch  seyn  können,  welches  der  Fall  seyn  wfirfc» 
wenn  /'(jf)  =  P  wäre. 

Ist  nun  der  absolute  Wertb  von 

if\X'\'Qjix).Jx 

kleiner  als  der  absolute  Werth  von 

fix)  —  P  +  ifXx  +  QJx).Jx  ;  . 

so  ist  offenbar  auch  der  absolute  Werth  von  y' — y'  kleiner  als 
der  absolute  Werth  von  y — y"\  Lässt  man  aber  Ax  sich  der 
Null  nähern;  so  wird  sich,  weil  g  ein  positiver  echter  Brack 
ist,  die  Grösse  /'{x  -i-  qJs)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  xb 
jedem  beliebigen  Grade  dem  Differentialquotienten /''(j;),  die  Grosse 
f"  ix '{' QJxf .  Ax  sich  also  immer  mehr  und  mehr  und  bis  ztt 
jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern.  Nimmt  man  nun,  was 
offenbar  immer  möglich  ist,  Ax  so  nahe  bei  Null,  dass  fiir  all^ 
der  Null  noch  näher  kommende  Ax  der  absolute  Werth  von 

f*iX'\'QJx),Jx 

kleiner  als  der  absolute  Werth  von 

fix)  -  P 
ist;   so  ist  für  alle  in  Rede  stehende  Ax  der  absolute  Werth  v^'^ 
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oSenbar  kleiner  als  der  abi^olute  ,^erth  ypst  .•       '      . 

.  ;jnid  nach  dem  Obigen  folglicb  dep^^Aöoliite'' Werlh' Tob  jff*— jsf*' 
Icleiiler  als  der  ßbsolate  Werlh.  von  y  —  y"\  woraus  sich  ün- 
jdUelbar  ergiebt,  dass  durch  den^'Pdnkt'  sy  keine  gerade  Linie 
gezogen  werden  kann,  welche  in  der  Kahe^difsses.  Punkte^  zwi- 
■cben  der  gegebenen  Curve  undjler  geraden  Linie  A'B'  liegt,  ' 
-  jo  dass  also  diese  durch  die  Glejchung .  7.  characteri$irte  gerade 
i'.x^nie  sich  offenbar  unter  allen  durch  abn  Punkt  j^seH^ehd^n. ge- 
faden Linien  in  der  Nähe  dieses  PuuttC^  am'Bäehst^n  aH  die 
f^ebene  Curve  anschliesst,  uhck~'fiilgltt;h  die  Tangente  dieser 
€urve  in  dem  gegebenen  Punkte  xj.ist.^:  lyie  )>ewi0s4ti'WeMe& 
sollte.  .1  ;  i, 

Ueberblickt  man  die  Torhergehenden  Schlüsse  nochmals  im 
Zusammenhange;  so  wird  man  sich  auf  der  Stelle  üherz^ugen, 
dass .  denselben  als  nothwendige  Bedingung  die  Voraussetzung 
cum  Grunde  liegt,  dass  die  Grössen  /(x),  f{x),  f'\s)  in  der 
Nähe  von  >,  d.  i.  in  der  Nähe  def  Punktes,  j^^»  stel^'siBäj  ond 
also  auch  $ämmtlich  endliche  reeV^  v^'g  t^stii^mte 'Werth^  b^r 
ben,  eine  Bedingung,  die  im  Folgenden  inuu^r;  ^k' erfötlt.anr 
genommen  werden  SoU. 

Anmerkimg*  Mit  Hülfe  der  bekannten  Elementar  >  Aufgaben  der  ana> 
Ijrtiscben  Geometrie  wird  e»  nun  auch  lekbt  ei^ysi,  dju^  ^^ff^p  fblgendea 
Angaben  aufzulösen:       '  '^  •'  /\    .-. 

1.  Die  Gleicbnnif  einer  geraden liiWie^jEu'finSen,  wel- 
che eine  gegebene  Carye  berührt^  und  jdurcb  einen  nicht 
in  derselben  liegenden  gegebönern  Pafrkt  gebt. 

2.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  finden^ 
welche  eine  gegebene  Cnryo  berührt^  and  einer  der  Lage 

nach  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist. 

-- '  . . 

§•  182.    .'.  -        V       . 

Zuaaiz.  Bezeichnen  wir  den  Coordinatenwinkel  däreh  er, 
den  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Abscissena&e  lieglßndjsn 
Theile  der  durch  den  Punkt  xy  der  gegebenen  Curve  an  dieselbe 
gezogenen  Tangente  mit  der  Bichtung  der  positiven' Abseissen 
eingeschlossenen  ^  zwei  rechte  Winkel  nicht  übersteigenden  Win- 
kel durch  9 ;  so  ist  wegen  der  Gleichung  7.  des  vorhergehenden 
Paragraphen  nach  Principien  der  analytischen  Geometrie 

ßy sin(p 

'  (ix  sin{a  —  <p)    *     • 

und  folglich,    wenn   a  =  90^  ist,    d.  i.  die  Coordinaten  recht* 
winklige  sind,  . 

iSy    '  • 

tang(p  =  -gj-  • 
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§.  183. 

Aufgabe.  Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger 
Coordinaten  die  Gleichung  der  Normale  einer  gege« 
benen  Curve  für  eiii^a  -gegebenen  Punkt  derselben 
zu  finden. 

Auflomng.  Der  Punkt  der  gegebenen  Curve,  durch  welchen 
die  Nomale  gezogen  werden  soll,  sey  sy.    Ist  nun  ~ 

I.    üxszAZ  +  B 

die  gCiSjQchte  Gleichung  d^  Normale;  so  ist,  weil  dieselbe  durclj^ 
den  Punkt  sy  gehen  soll, 

und  folglieh ,  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  1« 
subtrahirt, 

^     .  3.    a  —  y  =3  il(z— x)  . 

Nach  S-  181.  ist 

die  Gieicbmig  der  durch  den  Punkt  sy  gehenden  Tangente  der 
g^ebenen  Curve.  Also  ist ,  weil  die  Tangente  auf  der  Normale 
ienkrecht  ist,  nach  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie 

4.    1  +  ^^  =  0. 
ox 

Eliminirt  man  nun  A  aus  den  Gleichungen  3.  und  4.;  soergiebt 
sich  als  Gleichung-  der  Normale  die  Gleichung 

%        §.  184. 

Zusatz.  Bezeichnen  wir  den  von  dem  auf  der  positiven 
Seite  der  Abscissenaxe  liegenden  Theile  der  Normale  mit  der 
Richtung  der  positiven  Abscissen  eingeschlossenen,  zwei  rechte 
Winkel  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  tfj;  so  ist  nach  Prip- 
cipien  der  analytischen  Geometrie  wegen  der  Gleichung  5.  im 
vorigen  Paragraphen,  weil  die  Coor£naten  rechtwinkbg  ange- 
nommen worden  sind, 

§.185. 

Erklärung,  i^e  Absci^se  des  Fnsspunktes  der  Ordinate  y 
einer  gegebenen  Curve ,  in  Bezug  auf  den  Durchschnittspunkt 
der  durch  den  Punkt  \fl!;^  der  gegebenen  Curve  gezogenen  Tan- 
gente derselben  mit  der  Abscissenaxe  als  Anfang  der  Abscissen, 
heisst  die  S  u  b  t  a  n  g  e  n  t  e  der  gegebenen  Curve  für  den  Punkt  sy. 
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Die  Abscisse  des  Durchschnittspnnktes  der  darch  den  Pankt 
sy  einer  gegebenen  Curve  gezogenen  Normale  derselben  mit  der 
Abscissenaxe,  in  Bezog  auf  den  Fufspunkt  der  Ordinate  y  als 
Anfang  der  Abscissen,  heisst  die  Sabnormale  der  gegebenen 
Corre  för  den  Punkt  sy. 

§.  186. 

Jufgabe.  Die  Subtan^ente  und  Subnormale  einer 
gegebenen  Curve  für  einen  gegebenen  Punkt  der- 
selben, letztere  unter  Voraussetzung  rechtwink- 
liger Coordinaten,  zu  finden. 

Auflösung.  I.  Der  gegebene  Punkt  der  gegebenen  Curve 
sey  sy'y  die  gesuchte  Subtangente  sey  «•  Die  Gleichung  der 
Tangente  für  den  Punkt  sy  ist  nach  §.  181. 

«*  — y  =  -g|(2— *)•     ' 

Ist  also  sf  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  Tangente 
nut  der  Abscissenaxe;    so  ist 

^nd  folglich 

^  dy  ' 
oder 

cy 

Kach  den  einfachsten  Grundformeln  der  Coordinatenverwandlung 
Und  üach  der  allgemeinen  Definition  der  Sobtangente  in  §•  185. 
ist  aber 

A)so  i^t 

Wodurch  die  Subtangente  im  Allgemeinen  bestimmt  ist. 

U.    Der  gegebene  Punkt  der  gegebenen  Curve  sey  wieder 
1^;  die  gesuchte   Subnormsde  sev  t  •    pie  Gleichung  der  Nor- 
,    male  der  gegebenen  Curve  für  den  gegebenen  Punkt  ist  nach 
§.  183.  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger'^Coordinaten 

V  —  y  =  —  -gy  («  —  «)• 

Ist  also  X   die  Abscisse  des  Durchschnittsjpunktto  der  Normale 
mit  der  Abscissenaxe;   so  ist 


8^  r    f  \ 


und  folglich 


% 


> 
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■    ^y    •  •      •       ' 

oder 

Nach  den  eir  Wachsten  Grundformeln  der  CbordinatenverwandlvKig 

und  nach  der  allgemeinen  Definition  der  Sabnormale  in  §.  IS^ 

ist  aber 

x'  —  x  =  s'. 

Also  ist 

wodurch  die  Subnormale  im  Allgemeinen  bestimmt  ist. 

§.  187. 

Aufgabe.     Unter    Voraussetzung    rechtwinklig 
Goordinaten    die  .zwischen    dem   Punkte  xy  und   d 
Al^scissenaxe  liegenden   Stücke    T  und  ^^  der  durc^ 
den  Punkt  xy  gezogenen   Tangente  und  Normale  e 
ner  gegebenen  Curve  zu  bestimmen. 

Auflosung,  Bezeichnen  wir  die  Subtangente  und  Snbnorma^ 
für  den  Punkt  xy  wieder  durch  s  und  «';  so  ist,  weil  wir  d^- 
Goordinaten  rechtwinklig  annehmen,   offenbar 

Nach  §.  186.  ist  aber 

dy  *  "^' 

Also  ist  , 

folglich  .  

WO  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  die  Quadratwurzeln  im- 
mer positiv  nimmt,  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen 
sind,  jenachdem  die  Ordinate  y  positiv 'oder  negativ  ist,  weil 
T  und  iV  natürlich  immer  als  positiv  zu  betrachten  sind. 

§.  188./ 

Die  Gleichung  der  Parabel  ist  bekanntlich,  wenn  p  den 
Parameter  bezeichnet  und  der  Scheitel  als"^  Anfang  der  Goordina- 
ten angenommen  wird ,  y ^  =  ps.    Also  ist 
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und  folglich  nach  §.  181.  und  §.  183. 
und 

P 

respective  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xy  gezogenen  Tan- 
gente und  Normale  der  Parabel. 

Für  die  dem  Punkte  xy   entsprechende  Subtangente  erhalt 
man  ferner  nach  §.186.  1. 

und  eben  so  nach  §.  186.  II.  für  die  dem  Punkte  xy  entspre- 
chende Subnormale 

so  dass  also  die'  Subnormale  der  Parabel  eine  constante  Grösse^ 
nämlich  für  jeden  Punkt  dem  halben  Parameter  gleich  ist. 

§.  189. 
Bekanntlich  ist  die  Gleichung 

(;^yi(^)'='' ; 

wenn  man  das  obere  Zeichen  nimmt,  die  Gleichung  der;  JBlIipse; 
w^n  man  das  untere  Zeichen  nimmt ,  die  Gleichung  der  Hyper* 
bei.     Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

und  folglich 

Sy        —  h'^x       8x         —  a'y 

öx         "^   a^y  '    dy    ""  "■"  b''x  '  , 

Also  ist  nach  §.  181. 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xy  gezogenen  Tangente,  und 
nach  ^.  183.  ist 

u-y  =    +    p^  (z-a?) 

die  Gleichung  der  durch  denselben  Punkt  gezogenen  Normale. 

Die  Gleichung  der  Tangente  bringt  man  auch  leicht  auf  die 
Form  I 

a^yu  ±  b^xz  =  a*y*  +  b*x* ; 
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oder,  weil 

ist,  auf  die  Fonn 

a^yu  +  b^jrz  es  ±  a^h^ , 

Für  die  Subtangente  erhält  man  nach  §.  186.  L 


.«•«a 


8 

• 

-  +  i^x  • 

Aber 

«V  =  ±  ^**' 

q:  3«T»  =  ± 

Ä«(a« 

-«»). 

and  folglich 

• 

«»— >2 

• 

V 

X 

Fiir  die  Subnormale  erhält 

man  nach  §. 

186. 

U. 

• 

/ 


§.  190. 

Erklärung.  ^  Die  gerade  Linie  ^K  in  J^i^.  3.  werde  in  des 
Punkte  A  von  einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Erdie  . 
berührt.  Lässt  man  nun  diesen  Kreis  sich  auf  der  Linie  ilfift 
der  Richtung  von  A  nach  /IT  fortwälzen ;  so  wird  der  Punkt  i 
desselben  bei  dieser  Bewegung  eine  krumme  Linie  beschreibei) 
welche  man  eine  Cycloide  nennt. 

Der  in  Rede  stehende Kr^is  heisst  der  erzeugende  Rreis; 
der  Punikt  A  in  demselben,  welcher  die  Cycloide  beschreibt,  der 
beschreibende  Punkt.  Ist  B  der  Punkt,  in  welchem  d«c^ 
zeugende  Kreis,  nachdem  er  eine  ganze  Umdrehung  gemacht,  Sß 
Linie  !^ir  berührt;  so  heisst  die  Linie  AB  die  Basis,  und  ihr 
Mittelpunkt  C  der  Mittelpunkt  oder  das  Centram  der  Cy- 
cloide. „Das  durch  den  Mittelpunkt  C  auf  die  Basis  erriditMe 
Perpendikel  CS  heisst  die  Axe  und  deren  Endpifnkt  S  desf 
Scheitel  d^r  Cycloide.  Der  Punkt  A  der  Basis  heisst  auch 
der  Anfang  der  Cycloide. 

Die  Cycloide  ist  eine  transcendente  Curve ,  weil ,  wie  wir 
sogleich  in  §.  192.  sehen  werden,  ihre  Gleichung  eine  trau- 
scendente  Grösse  enthält,  und  daher  eine  transcendente  Gki- 
cbung  ist. 

§.  191. 

Zusatsi.  Aus  der  Entstehung  der  Cycloide  ergiebt  sich  un- 
mittelbar, dass  die  Basis  AB  gleich  der  Peripherie  des  erzen- 
genden iGreises,  d.  i.  =  2rn;  folglich  AC  =  BC  =  rn  ist. 
Eben  so  leicht  erhellet,  dass  die  Axe  CS  jederzeit  gleich  dem 
Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises,  d.  i.  c=  2r  ist. 
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§.  192.     ^  ^ 

Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Cycloide  zu  fin- 
cn. 

Auflosung.  Der  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  sey 
:  r.  Als  Anfang  Und  Axe  der  Abscissen  w(^en  wir  den  An- 
Dg  A  {Fig.  4.)  der  Cycloide  und  die  Basis  AB  derselben  an- 
dimen.  Die  Coordinaten  sollen  rechtwinklige  seyn,  und  die 
«luven  Abscissen  wollen  wir  in  der  Richtung  von  A  nach  B 
;hmen. 

In  unserer  Figur  ist  der  erzeugende  Kreis  in  zwei  verschie- 
»en,  jedoch  mit  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Lagen  dar- 
stellt. Der  Durchmesser  JHiV  des  erzeugenden  Kreises  ist  auf 
gr  Basis  AB  der  Cycloide  senkrecht;  Q  ist  der  beschreibende 
inkt,  und  also  zugleich  der  Punk^  der  Cycloide»  welcher  jeder 
}r  beiden  in  der  Figur  dargesteUten  Lagen  des  erzeugenden 
reises  entspricht. 

/Wir  wollen  uns  nun  von  <?  auf  AB  und  MN  die  Perpen- 
kel  PQ  und  QR  gefällt  denken,  und  setzen,  dem  angenommenen 
oordinatensj^steme  gemäss,  AP  =  jr,  PQ  =  y.  Den  Winkel 
!0Q  am  Mittelpunkte  O  des  erzeugenden  Kreises  nennt  man 
Ml  Wälzungswinkel,. wobei  aber  zu  bemerken  ist^  dass 
eser  Winkel  bei  jeder  Lage  des  erzeugenden  Kreises  vom 
inkte  M  an  im  Sinne  der  Bewc^ng  des  erzeugenden  Kreises 
Ml  0  bis  360®  gezählt  wird,  so  dass  derselbe  im  Punkte  A=sO^ 
I  Punkte  C  =  180<> ,  im  Punkte  B  =  36Q^  ist.  Der  den 
^alzungsWinkel  messende  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit 
s  Radius  beschriebenen  Kreise  soll  im  Allgemeinen  durch  q) 
^zeichnet  wefden.- 

Aus  der  Entstehung  der  Cycloide  folgt  unmittelbar,  dass  die 
inie  AM  jederzeit  dem ,  dem  Wälzungswinkel  entsprechenden 
reisbogen  MQ  gleich  ist,  so  dasls  also,^  weil  dieser  Kreisbogen 
Ennhar  =^  rcp  ist,  auch  jederzeit  AM  ^  r<p  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  ergeben  sich  nun  aus  der  Figur  mittelst 
ner  einfachen  trigonometrischen  Betrachtung,  aut  der  Stelle  die 
eUßÄ  GlelcliungeDf 

or  =:  rcp  —  rsintpf    y  z=z  r  —  rcotip;   ^ 
1.    jr  =  r((p  —  sin(p)y      y  =  r(l— cosy). 

.US  diesen  beiden  Gleichungen  muss  man,  um  eine  Gleichung 
wischen  x  und  y  zu  erhalten,  den  Bogen  q>  eliminiren.  Dazu 
ehngt  man  auf  folgende  Art. 

Weil 

y      A 


r 

t;  SO  ist 


w  ^  Are  sin  v  *^  • 
^  r 
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i^obei  man  aber  zu  bemerken  hat,  dass  dieser  Areas  zwischen 
den.  Gränzen  0,  n  oder  n^  27t  genommen  werden  muss,  je- 
nachdem  der  Punkt  der  Cycloide,  dessen  Ordinate  \y  ist,  in  der 
Hälfte  AS  oder  in  der  Hälfte  BS  der  Cycloide  liegt. 

Ferner  ist  eoBq>  =  ^"~^  ,  und  folglich 
also  ' 

smqp  =  ±  --')r(2r  — y)y, 

WO  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach* 
dem  der  Punkt  xy  der  Cycloide  in  der  Hälfte  AS  oder  BS  dieser 
Gurve  Hegt. 

Nach  1.  ergiebt  sich  also  die  folgende  Gleichung  der  Cy- 
doide:  .      s 

2.    jr  =  rArcsinv  i  ?l^(2r— y)y  , 

bei  der  man  aber  zu  bemerken  hat,  dass  der  Arcus  zwischen 
den  Gränzen  0,^  7t  und  das  obere  Zeichen,  oder  der  Arcus  zwi- 
schen den  Gränzen  7t  9  27t  und  das  untere  Zeichen  zn  nehmen 
ist,  jenachdem  der  Punkt  st/  der  Cycloide  in  dw  Hälfte  ^i9  oder 
BS  derselben  liegt.  /  • 

Die  Gleichungen  1..  werden  in  der  Theorie  der  Cycloide  am 
meisten  gebraucht,  und  fuhren  in  der  That  auch-  meistens  za  den 
einfachsten  Rechnungen.  *  ; 

§.193. 

Aufgabe.  Die  Subtangente  und  Subnormale  bei 
der  Cyeloide  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Ist  xt/  der  Punkt  der  Cycloide,  für  welchen 
die  Snblangente  und  Sjjibnormale  bestimmt  werden  soll,  und  cp 
der  'Bogen  eines  mit  der  Einheit  als  Radius  beschriebenen  Kreises» 
welcher  den  diesem  Punkte  der  Cycloide  entsprechenden  Wälzuiigs- 
winke!  misstj.'so  ist  nach*^  §.  192.  I.       • 

X  =  r((p  —  sintß),    y  =  r(l  —  costp).  ^ 

Differentiirt  man  nun  diese  Gleichungep  in  Bezug  auf  9)  als  un- 
abhängige veränderliche  Grösse ;  so  erhält  man      / 

dx  =  r(l  —  cos(p)d(pf    dy  =  rsincpdq). 

Also  ist,  wie  man  mittelst  einiger  bekanhten  trigonomelrischea 
Formeln  leicht  findet,, 


t 


C 


^•1 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Subtangente  und  Subnormale  durch  « 
und  s^;  so  ist  nach  §.  186. 

s  :=  r(l  —  cos^)  tang^fp  =  2rtin\xp'^tang\(p 

und 

s  =  r(l  —  cos  (p)  cot^q>  =  rsintp. 

Hieraus  erhellet  sehr  leicht/  dass  der  Punkt  M  in  allen 
Fällen'  der  Endpunkt  der  von  ^  P  an  gerechneten  Subnormale 
ist,  und  dass  man  also  jederzeit  die  Normale  für  den  Punl^t 
Q  erhält ,  wenn  man  die  Linie  QM  zieht.  Da  ferner  die  Tan- 
gente in  dem  Punkte  Q  auf  der  Normale  QM  senkrecht,  und 
der  Winkel  MQN  als  Winkel  im  Halbkreise  ein  rechter  Winkel 
ist;  so  braucht  man,  um  die  Tangente  in  dem  Punkte  Q  zu  er- 
halten, bloss  die  Linie  NQ  zu  ziehen,  und -dieselbe,  bis  sie  die 
Abscissenaxe  in  T  schneidet,  zu  verläDgern,  wodurch  sich  dann 
auch  zugleich  die  Subtangente  ergiebt.  , 

§.  194. 

Erklärung.  Eine  Curve,  deren  Gleichung  y  =  logs,  oder, 
wenn  b  wie  gewöhnlich   die  Basis  der  durch  log  bezeichneten 

Logarithmen   bezeichnet,   jrr  =  6     ist,   heisst  eine  logarith- 
mische Linie. 

Für  jT  «=s  1  ist  ^  ==  0,/  so  dass  also  die  Abscissenaxe  in 
dem  Endpunkte  der,  der  Einheit  gleichen  Abscisse  von  der  loga- 
rithmischen Linie  geschnitten  wird.  Die  den  Abscissen,  welche' 
grösser^  als  die  »Einheit  sind,  entsprechenden  Ordinaten  sind 
sämmtlich ' positiv  und  wachsen  in's  Unendliche,  wenn  die  Ab- 
scissen in's  Unendliche  wachsen.  Die  den  positiven  Abscissen, 
welche  kleiner  als  die  Einheit  sind,  entsprechenden  Ordinaten 
sind  sämmtlich  negativ,  und  nehmen  in's  Unendliche  ab,  wenn 
die  Abscissen  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Null  nähern.    Ne- 

fativen  Abscissen  entsprechen  keine  Punkte  der  logarithmischen 
inie,  weil,  wie  wir  aus  §•  127.  wissen,   die  Logarithmen  ne- 
gativer Grössen  imaginär  sind. 

Die  logarithmische  Linien  hat  also,  wenn  in  Fig,  5  jiB  der 
positive  Theil  der  Abscissenaxe,  AC  der  positive  Theil  der^  Ordi- 
natenaxe,  j4E  die  Einheit  ist,  die  in  der  genannten  Figur  ge* 
zeichnete  Gestalt.  Der  Ordinätenaxe  nähert  sich  die  logarith- 
mische Linie  offenbar  immer  mehr  und  mehr ,  ohne  dieselbe  je- 
mals wirklich  zu  erreichen,  so  dass  also  die  Oidinatenaxe  offen- 
bar eine  Asymptote  der  logarithmischen  Linie  ist. 

Die  logaritbmische  Linie  ist,  weil  ihre  Gleichung  eine'  tran- 
scend^nte  Gleichung  ist,  so  wie  die  Cycloide,  eine  tran&cendente 
Curve. 

§.  195. 

.Aufgabe.    Die   Subtangente  und  Subnormale    der 
logarithmischen  Linie  zu   finden. 
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JußSmng.  Ist  y  =  logx  die  GleichuDg  der  losurith- 
mischen  Linie  und  M  der  Modulus  der  durch  log  bezeicnneteo 
Logarithmen;  so  ist  nach  §.  58*  und  §.  59. 

"SJ"  X     ' 

Also  ist,  wenn  wieder  «  und  «'  die  Subtangente  und  Subnormale 
bezeichnen,  nach  §.  186. 

Die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  ist  aber  bekannt 

lieh  auch  x  =  6  ;  Hieraus  ergiebt  sich  nach  §•  57.  an 
§•58. 

dx  _    h^  _    Jt 
"Sü"^   M  ^  M  * 

m 

Bezeichnen  wir  nun  die  Subtangente  tad  Snbnormale  durch 
und  </|  so  ist  nach  §•  186. 

x^ 

M 

Jetzt  ist  also  die  Subtangente,  d.  i.  die  Linie  Ri  in  JF^.  ^ 
eine  constante 'Grösse,  nämlich  dem  Modulus  der  durch  leg  b* 
zeichneten  Logarithmen  gleich,  welches  eine  sehr  merkwurdi| 
Eigenschaft  der  logarithmischen  Linie  ist. 


B.    Allgemeine    Theorie    der   Berfihrunge 

Krttmmungskreis. 

§.  196. 

Die  Gleichungen  zweier  Curven  seien 

!•  y  ?==  /(*)»      2.'  jr  =  (fix). 

Die^e  beiden  Curven  sollen  den  Punkt  x^  y^  mit  einander  g* 
mein  haben,  so  dass  also 

ist.    Ausserdem  sott  aber  auch 

seyn. 

Bezeichnen  wir  die  der  Abscisse  s^  '\'  J  entspr^chep 
den  Ordinaten  der  beiden  Curven  durch  y  und  j^";  so  is 
nach  §•  liO.  IL,  wenn  q  und  6  positive  echte  Brüche  *  be 
zeichnen. 
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4 

9'  =  fix.)  +  /X*.)  4  +  />•)  •  O  +  •  •  +/<"-*K*.).  i^j 

1  •  •  •  71 
1  •  •  •  Fl  y 

and  folglich  nach  der  Voraussetzung 

1  •  •  •  71 

Ferner  sey 

3.   y  =  vW 

die  Gleichung  einer  dritten  Curye  und  y"  die  der  Ab- 
scisse  jr,  +  2/  entsprechende  Ordinate  derselben:  so  ist  nach 
Sr  110.   IL 

+  {/'(*i)-V'('.)}^ 


^« 


+  {/"(*x)-V"(*.)}f72 


1  •  •  •  71 


WO  auch  6  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

Wir    wollen    nui^   annehmen   dass   diese  dritte  Curve  den 
PadLt  x^  f/i  mit  der  Curve  1.  gemein  habe,  und  dass  also 

sey.    Zugleich  aber  wollen,  wir  annehmen,  dass  die  Grössen 

nicht  sämmüich  verschwinden,  sondern  dass  diese  Reihe  im- 
mer dni^e  nicht  verschwindende  Glieder  enthalte,  so  dass  also, 
wenn  wir  diese  nicht  verschwindenden  Glieder,  wie  sie  in 
ihrer  natürlichen  Ordnung  auf  einander  folgen,  im  Allgemeinen 
durch  , 

/(«)(x,)-V'^«)(ar,),    /W(a:J^V<*>(*i),..  f^K',)-^^K»i) 

bezeichnen. 
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J» 


+  {/^K*.)--V^>('t)}f^ 

ist. 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 


•     I 


fr, 

1 

ff 


und 


A  •  •  •  w 


L  •  •  •  [Mf 


A  •  •  •  7* 

SO  ist 

y'  -  y"  =  P^«  ,       y'  -  y'"  =  QJ»  .  ^ 

Nähert  nun  J  sich  der  Null;    so  nähern ,  well  p^  0»  ^ 
posiüve  echte  Bräche  sind,  die  Grössen 

und  '  \ 

sich  respective  immer  mehr  und  mehr  und  bi$  zu  Jedem  beüdi* 
gen  Grade  den  Grössen 

/(«)(x,)  -  yC*)(*t)  und  /(«)(a:  J  -  i//<«)(x,), 

und  die  Grössen  P  und  Q  nähern  sich  offenbar  immer  meht 
und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  respective  der  NoD 
und  der  Grösse 

welche  nach  der  Voraussetzung  nicht  =  0  ist.  Hieraus  ist  fit* 
sichtlich  9  dass  man  die  Grösse  J  immer  wird  so  nahe  bei  Null 
annehmen  können,  dass  für  alle  der  Null  noch  näher  kommende 
J  der  absolute  Werth  der  Grösse   Q  grösser  als  der  absoliite 
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erlh  der  Grösse  P,  also  auch  der  absolute  Wcrth  von  QJ* 
össer  als  der  absolute  Werlb  voa  P^'^ ,  d.  i.  der  absolute 
erth  von  y — y"'  grösser  als  der  absolute  Werth  von  y  —  y" 
,,  und  dass  folglich  in  der  Nabe  des  Punktes  jr^  ^i  die  Curve 

nie  zwischen  den  Curven  1.  und  ,2.  üegen  kann.  Stetigkeit 
r  Functionen  und  ihrer  Differentialquoiienten  bis  zu  dem  itten 

der  Nähe  des  Punktes  jr^  y^  wird  hierbei  aber  immer  voraus- 
setzt. » 

§.  197.    . 

I 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Gleichungen 

reder  die  Gleichungen  zweier  Curven  seyen,  und  dass  die 
v^eite  Gleichung  n  willkührliche  Constäntep  a,  b,  c,  d,  .  .  .  . 
ithalte,  so  wie  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  geraden 
nie  bekanntlich  zwei,  die  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises 
ei  willkührliche  Constanten  enthält.  Bestimmt  man  nun,  wenn 
y^  ein,  beliebiger  Punkt  der  Curve  1.  ist,  die  in  der  Glei- 
lUDff  2.  enthaltenen  n  willkähriicfaen  Constanten  aus  den  n 
leicnungen : 

/(•^i)  —  y(*i)  =  ö, 
/'(*i)-y'(*.)  =  o, 

3.    {r(x,)^<p'\x,)==0, 


nd  setzt  die  gefundenen  Werthe  für  die  in  Rede  stehenden  Con- 
tanten  in  die  Gleichung  2.;  so  wird  die,  durch  die  auf  diese 
Veise  erhaltene  Gleichuog  characterisirte  Curve  den  Punkt  s^y^ 
lit  der  Curve  1.  gemdln  haben,  und  sich  in  der  Nähe  dieses 
onktes  enger  an  die  Curve  1.  anschliessen  als  irgend  eine  an- 
ere  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  2.  characterisirtea'  Cur-- 
en.  Da  nämlich  die  in  Rede  stehenden  willkührliclien  Gon^tan- 
in  durch  die  Gleichungen  3.  vollständig  bestimmt  sind,  und  also 
esc  Gleichungen  sämmtlich  durch  andere  Werthe  der  witt- 
ihrlichen  Constanten  nicht  erfifUt  werden  können;  so  kann 
ich  §.  196.  keine  andere  der  durch  die  allgemeine  GIeichaog2; 
laracterisirten  Curven,  welche  durch  den  Funkt  x^  y^  geht,  in 
;r  Nahe  dieses  Punktes  zwischen  der  Curve  1.  und  4cr  durch 
e  Gleichung  2. ,  wenn  man  in  dieselbe  für  die  in  ihr  enthal- 
nen  n  willkührlichen  Constanten  die  nach  der  obigen  Anwei- 
ittg  bestimmten  Werthe  dieser  Constanten  setzt,  characterisirlen 
oyrve  liegen,  so  dass  sich  also  die  letztere  Curve  unter  allen 
irch  die  allgemeine  Gleichung  2.  characterisirten ,  durch  den 
inkt  x^^y^  gehenden  Curven,  in  der.  Nähe  dieses  Punktes 
lenbar  am  inäigsteri  an  die  Gunre  1.  ansefaliesst  >  "^xe  fi^^u. 
ihMBlet  wurde. 

17* 
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§.  198. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angestellten  Betrachtangen  haben 
anf  den  folgenden  wichtigen  Begriff  geführt. 
Wenn 

1.    y  =s/(aT),       2.    y  =  y(*) 

die  Gleichungen  zweier  Curven  sind,  und  für  den  Punkt  x^  y^ 

ist;  so  sä^  man,  dass  die  beiden  Curven  in  dem  Punkte  s^  y^, 
welchen  sie  offenbar  mit  einander  gemein  haben  werden^  eine 
Berührung  oder  einen  Contact  der  (it — l)sten  Ordnung 
haben.       ^  '      ^ 

Zugleich  ^ht  aus  dem  vorigen  Paragraphen  unmittelbar 
hervor,  dass  mit  einer  beliebigen  durch  die  Gleichung  y  =  /(jr) 
«haraclerisirt^  Curve  eine  andere  durch  die  allgemeine ,  n 
IviUkührliche  Constanten  enthaltende  Gleichung  y  =  (p(x)  cha* 
racterisirte  Curve  jederzeit  höchstens  nur  einen  Contact  der 
(ii— l)sten  Ordnung  haben  kann. 

Weil  also  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  jder  geraden  Linie 
nur  zwei  willkührliche  Constant^n  enthält;  so  kann  die  gerade 
Linie  mit  jeder  beliebigen  Curve  nur  einen  Contact  der  ersten 
Ordnung  haben.  Die  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises  enthält 
drei  wiUkührliche  Constanten,  und  der  Kreis  kann  also  mit  jeder 
beliebigen  Curve  höchstens  einen  Contact  der  zweiten  Ordinung 
haben. 

§.  199. 

Der  Kreis,  welcher  mit  einer  gegebeneü  Curve  in  einem 
gewissen  Punkte  derselben  einen  Contact  der  zweiten  Ordnung; 
hat,  schliesst  sich  nach  §.  197.  unter  allen  Kreisen,  welche  sich 
durch  den  in  Rede  sftehenden  Punkt  beschreiben  lassen ,  in  der 
Nähe  dieses  Punktes  am  innigsten  an  die  gegebene  Curve  an, 
und  mittelst  dieses  Kreises  wird  sich  also  die  Krümmung  der 

Begebenen  Curve  in  der  Nähe  des  in  Rede  stehenden  Punktes  mit 
er  höchsten  überhaupt  erreichbaren  Genauigkeit  durch  einen 
Kreisbogen  darstellen  lassen,  welches  auf  den  folgenden  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtigen  Begriff  geführt  hat. 

Der  Kreis,  welcher  mit  einer  Cur^x  in  einem  gegebenen 
Punkte  derselben  einen  Contact  der  zweiten  Ordnung  hat,  heisst 
der  Krümmungskreis,  und  sein  Halbmesser  der  Krüm- 
mungshalbmesser der  Curve  in  dem  gegebenen  Punkte  der- 
selben. Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  wird  auch  wohl 
zuweilen  in  der  Kürze  der  Krümmungsmittelpunkt  ge- 
nannt. 

§.  200. 

Aufgabe.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  zu 
finden,  welche  mit  einer  Curve,   deren    Gleichung 


« 

^ 


;> 
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^=f(x)  ist,  in  dem  Punkte  x^  jf^  dieser  Gurve  einen 
ontact  der  ersten  Ordnung  b^t. 

Auflösung.  Die  Gleichung  der  gesuchten  geraden  Linie  sey 

icb  §.  197.  hat  man  zur  Bestimmung  der  willkührlichen  Gon- 
inten  A^  B  die  beiden  Gleichungen 

'eil  nach  der  Annahme  der  Punkt  x^  y^  in  der  gegebenen 
irve  liegt,  so  ist/C^i)  ==  y^.  Femer  ist  5p(jr,)=^jri4"-B, 
id^  weil  9)\jr)  =  A  ist,  auch  tp{^\)  =  A.    Also  sind 

y^  =  Aw^  +  B,     f(x^)  =^  A 

3  beiden  Gleichungen,  aus  denen  die,  willkührlichen  Constanten 
9  B  bestimmt  werden  müssen.  '  Zieht  man'  die  erste  dieser 
iden  Gleichungen  von  der  Gleichung 

y  Ä  ^jr  +  B'  . 

r  •  •  • 

;  SO  erhält  man  die  Gleichung  -      ' 

y  —  y,  =*  ^(*— *i)» 

welche  man  nun  unmittelbar  für  A  seinen  oben  gefundenen 
'erth  setzen  kann^  wodurch  man  die  Gleichung 

r  gesuchten  geraden  Linie  erhält^ -welche  man  übrigens,  wenn 

m  sich  nur  erinnert,    dass  der  Differentialquotient  ^  imniier 

s  der  Gleichung  der  gegebenen  Gurve  entwickelt  werden  muss, 
ch  unter  der  Forpi 

hreiben  kann. 

Vergleicht  man  dies  mit  §.  181.;  so  ergiebt  sich,  dass  die 
rade  Linie ,  welche  mit  der  gegebenen  Gurve  in  dem  PunjLte 

^1  derselben  einen  Gontact  der  ersten  Ordnung  hat, 'kerne 
idere  als  die  Tangente  der  gegebenen  Gurve  in  dem  Punkte 

y^  ist,  wie  sich  auch  im  Voraus  erwarten  liess. 

§.  201. 

Aufgäbe.  Die  Gleichung  des  Krüminungskreises 
ner  gegebenen  Gurve,  deren  Gleichunjg  yr=i/(x} 
t',  für  einen  gegebeneü  Punkt  x^  y,^  dieser  Gurve 
i  finden. 

Außomng.    Die  gesuchte  Gleichung  des .  Rrummungskreises 

Y  im  Allgemeinen 

1.   y  =  ff{x)  ß 
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so  haben  wir  zor  Bestimmung  der  drei  in  dersdben  endial- 
teneu  willkühriichen  Constanten  nach  §•  197.  die  dm  GHfif 
chnngen 

Nehmen  wir  aber  die  Coordinaten  rechtwinklig  an,  und  k- 
zeichnen  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krummungskraies 
durch  a,  ßf  seinen  Halbmesser  durch  q;  so  ist  die  allgemeine 
Gleichung  des  Krümmungskreises  bekanntlich  . 

3.    (ar— «)4  +  (y— ^)»  «  ^«       , 
oder 

Durch  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichung  eiliält  nu 

6.    1+  {r/(x)-/J}y»  +  {<p'(x)  }«  =  0, 

und  hat  also  nun  nach  2.  zur  Bestimmung  der  Constanten  ff, 
ß,  Q  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

oder,  weil  .nach  der  Annahme  der  Punkt  jti  y^  in  der  gegdn»- 
nen  Curve  liegt,  und  daher  y^  =:  f(x^)  ist,  die  drei  {ovs,m^ 
Gleichungen : 

a    ^0?, -« +  (y,— «/(o?,)  =0, 

1  +  (yt-Ä/'V.)  +  {/'(*.)}'  =  0  . 

Bestimmt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  dieses  ^^ 
Sterns  a  und  |3  $  so  erhält  man 

und  hieraus  femer  mittelst  der  ersten  der  Gleichungen  8. 

*  10.    o  =  +  1 ^ 

wo,  weil  Q  seiner  Natur  nach  eine  positive  Grösse  ist,  dac^ 
obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem/''(xj)ein^ 
positiye>  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Erinnert  man  sich  nur  immer,  dass  alle  Differentialquotien^ 
ten  aus  der  Gleichung  y  s=  /(x)  der  gegebenen  Curve  zu  ent« 
wickeln  sind;    so  kann  man  die  obigen  Formeln,  durch  wdcbe 
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3r  Krummungskreis  seiner  Lage  nnd  Grösse  nach  voUkommea 
s^timmt  ist,  auati  AUf  folgende  .Ar(  jAfisdrfHtoi : 

11.     a  =  X\  —    i- -377-—"*-^  9    ß^tti+       ''  ■  '^k'  — ' 


12.      ^  ;—  ^  ■      ;)3 

obei  aber  wieder  nicht  imbemerkl  Ueibeii .  darf  9  dass  in  dec 
tzten  Gleicbang  das   obere  oder  das  niitere  Zeichen  genommen 

^en  muss,  jeiäafihdem  ^^  posifiy  oder  fiegatiy:iflt.t 

Endlich  kann  man  die  obigen  Formdn  auch  iioch  mnter  der 

>rm  .       ^  ■  ^ 

13.    «  -  ^,  ^       %J^y, *    ^  -^A  + ^$r^  ''    . 

ihreiben,  wenn  mafi'iHfir,  beaeJbtel,  :di^Sn  4er  letzten  formcl 
18  Zeichen  immer  so  ^  AebmSI  Ut„  da«^  o.poskiYi-idrd-L      ) 

«  -•  ...  I»  •     •       .      ■         i  ..  >       i.      •        ^Ij     ■ 

'  r  ^    f.  202.    ;^ 

Zu9atz.  Der  Mittelpunkt  de?  itrümmangskreises 
iner  Curvc  in  dem.. Punkte  Si  y,  derselben  U.egt 
(derzeit  auf  der  durch  diei^eü  Punkt  gehenden 
ormale  der  Curve.  .^,r,v 

Nach  der  zweiten  der  Gleichungen  8.  in  §.  201.  ist 

«*  -  «  +  (yi-fl/'K)  =  0, 

Icr  ^  , 

ler  '  . 

/eil  nun  nach  §.  183.  die  Gteichun^  der  diirehaeii  Pttafil^i^i  1^^ 
ir  gegd)enen  Gurve  gehenden  Normale  derselbini 

y  -  yi  =- j^'(a^-«i) 
t$  80  erhellet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisendeu  S^Vx^^. 


i . 
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^  §.203. 

Aufgäbe.      Den  Rrämmnngskreis   far   jeden    der 
drei  ,K,egelschnitte  zn  bestimmen. 

.  AuftSmng.    L  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

Jf»  c=  l>x . 

Also  ist 

folgUch 

Sy V      Sy  ^       p*  . 

•'      fi  j.risY\^!f-*»+i>  jL-'e^e+iL. 

5ä*  W* 


Bezeichnen  wir  nnn  der  Kürze  w^n  die  Coordinaten  des  Pank^ 
der  Parabel^  für  welchen  der  Krümmun^kreis  bestimmt  werft 
soll,  dnrch  x,  y  selbst;  so  ist  nach  §.  201. 

y(4y^+p»)    __        4y3  4^« 

^-y  p«       -     1,1  «-^"y- 

WeU  femer  der  absolute  Werth  der  Grösse 

{  ^  +  (t^)'}    _  _  (4y«  +  p»v*  4y> 
g»g  V     4y»      ;     pa 


offenbar 


1 


(4y«  H-p'r 


2p» 
ist;  so  ist 

(4yM:p«)^ 
^ W^ 

Bezeichnet  man  das  zwischen  dem  Punkte  xy  und  der  Abscissenax« 
liegende  Stuck  der  durch  den  Punkt  xy  ge:^ogehen  Normale  dei 
Parabel  durch  N;  so  ist  nach  §.  187, 
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[glich 


T  Formel 


(V  +  P')^=  SN^, 


2p 

;  sich,  dass  im  Scheitel  der  Parabel  q  s=z  ^p  ist. 
.    Die  Gleichung 

machdem  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt, 
eichung  der  EUipse  oder  der  Hyperbel.  Durch  zweimalige 
ntiation  dieser  Gleichung  erhält  man 


»X 


+  -V^  =  0.     ±.v+..(0+«.,0=O. 


iJS 


er  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 

9irenn  man  diesen  Werth  des  ersten  Differentialquotienten  in 
reite  Gleichung  einfuhrt, 

_        h*  (h^  ya  ±  fl»  y»)  M  , 

—  tfiya  =  y»    ' 

\         ^^ ft^ 

sh  ist 


{*  +  (^)  \l^  _    .     (iV«Mif V) 
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also 

"""*+  a^b*  ■"  a^b'  » 

f^y-" ^rp jij; ^-^» 

n^n  wir  wieder  der  Kürze  wegen  die  Coordinaten  des  PonL^ftes 
der  Ellipse  oder  Hvperbel^  für  w^elchen  der  Knummuigskreis 
stimmt  werden  soll,  dorch  x.  «  selbst  bezeichnen. 

Weil  nun  aber 

+  fl*y»  =fl«Ä«  —  «aVarS    *«x*  =  a«5«4:  «»*»f« 

ist;  so  erhalt  man  leicht 

Weil  ferner  der  absolnte  Werth  Ton 


^1 


y  **"  \7g/  1    _  _  /M£=_+ ^v\*  g*y' 


offenbar 


ist;    so  ist 


a^b^ 


Bezeichnen  wir  wieder  den  zwischen  dem  Punkte  xg  und  ^^ 
Abscissenaxe  liegenden  Theil  der  durch  den  Punkt  xy  gezoge^^S* 
Normsde  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  iV;  so  ist  nach  §•  i^^' 

und  folglich 
also 


b*       • 

Bezeichnen  wir  aber  wie  gewöhnlich  den  Parameter  der  Ellip^^ 
oder  Hyperbel  durch  p ;  so  ist  nach  der  Theorie  der  Kegelschm  ^^^ 
bekanntbch 

P  = 

und  folglich  wieder 


2  b* 

a    ' 

4M 

^-=iipy^ 

^3 

■s 
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§.  204.. 

Zuiaiz.  Der  Krümmungshalbmesser  eines  beile- 
gen Punktes  ofy  jedes  Kegelschnitts  wird  gefunden, 
enn  man  den  Cubus  des  zwisjchen  dem  Punkte  xy 
id  der  Abscissenaxe  liegenden  Theils  der  durch 
m  Punkt  xy  gezogenen  Normale  des  Kegelschnitts 
irch  das  Quadrat  des  halben  Parameters  dividirt. 

Dies  ist  also  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Kegelschnitte. 

§.  205. 

Betrachtet  man  die  Evie  als  ein  ^iptisohes  Sohäroid.;  so 
rsteht  msm  unter  der  Breit«  eines  beliebigen  Punktes  auf  ihr 
n  spitzigen  Winkel,  unter  welchem  die  durch  diesen  Punkt 
zogene  Normale  des  durch  denseU^en  ^el^ten  Meiudians  ge- 
n  die  grosse  Axe  dieses  Meridians  geneigt  ist. 

*  Bezeichnen  wir  nun  die  grosse  nnd  kleine  Haibaiie  des  Erd« 
bäfoids  respective  durch  a  uaA  b^  4ie  Breite  eines  beliebigen 
inktes  auf  der  Erdoberfläche  4uFch  9»  die  r^htwinkligen  Co* 
dinaten  dieses  Punktes  duTich  s,  y^  seinen  Krümmungsbalb- 
ssser  durch  g;  so  ist  zunächst,  wie  aus'§.  183.  und  §.20^. 
sich  leicht  ergiebt, 

5  Gleichung  d^  durch  den  Punkt  xy  gezogenen  Nondale  des 
cridians  dieses  Punktes,  Alles  in  der  Ebene  dieses  Meridiana 
dacht.    Also  ist  nadi  IVindlfieB  der  analytischen  Geometrie   . 

Qlwickelt  man,  die  Gleichung  der  Ellipse  zu  Hülfe  nehmend, 
IS  dieser  Gleichung  umgekehrt  je  und  y  ^  so  erhält  man 

a*  a'  cos  CD 

j     ""  iTa^  +  b^tangtp^  ""    |^/i»cosy»  +  b^  sin(p^   ' 
I                          fc*  b^sino) 

Y  b^    +    a^cottp*  Y  ä^cos(p^  +  b^  aincp^  ' 

ieraus  ergiebt  sich  leicht 
id  folglich  üach  §.  203. 

o  g^^' 

3.      ^   ==    ■  3   9 

Icr 

4.    ^  =ss —5  , 

^i  folglich,  wenn  man 
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.        a«  —  3* 

5.      — z =s  #» 


a* 


§.  206. 

Unter  einem  Heridiangrad  oder  einem  Grad  scUedithin 
Versieht  man  in  der  Geographie  einen  Bogen  eioes  Maridiana 
▼on  solcher  Läoge,  dass  die  durch  seine  beiden  Endpunkte  ge> 
zocenen  Normalen  des  Meridians  einen  Winkel  Ton  l^*  mit  em- 
ander  einschliessen.    Bezeichnen  wir  die  Breiten  der  beiden  End- 

Enkle  dnes  Meridiangrades  durch  9  und  g>';  so  erhellet  leicht; 
SS  immer  gn' — ^^sl®  ist,  nnd  dass  man  also  einen  Grad 
auch  als  dnen  Bogen  eines  Meridians  definiren  kann,  wdcher 
zwischen  zwei  Punkten  dieses  Meridians  liegt,  deren  Breiten  um 
einen  Grad  tou  dnander  verschieden  sind. 

Aus  zwd  unter,  verschiedenen  Brdten  gemessenen  Graden 
lisst  sich  das  Verhältniss  der  bdden  Axen  des  Erdspharoids, 
oder  die  sogenannte  Abplattung,  und  auch  die  beiden  Axen  selbst 
bestimmen,  woraus  sich  der  Zwed^  der  sogenannten  Gradmes- 
sungen erklärt,  durch  welche  bekanntlich  die  Gestalt  und  Grösse 
des  Erdkörpers  zuerst  genauer  bestimmt  worden  ist. 

Um  dies  zu  zeigen,  seyen  G  und  &  zwei  unter  den  Brd- 
ten 9)  und  w  gemessene  Grade,  und  ^,  q  die  denselben  Brd- 
ten entsprecoenden  Krümmungshalbmesser;  so  ist  klar,  dass 
man,  wenigstens  mit  jedem  hier  nöthigen  Grade  der  Genauig^dt, 

setzen  kann.     Weil  nun  aber  nach  §.  205. 

Q'.g'  =  (I  —  «*»my>)'"*/(t— #'smy  «)"■* 
ist;   so  ist  auch 

G.G^  =  (l—«««Äi^')~"^..(i»-e»siny  *)"■*, 
G*:  G*  SS  1  —  e»«iny'«.l  — «»siny»  , 

und 'folglich 

G'\* 


«» 


G*-  G'*  '  -  (  G-) 


iäinfn^  _  G'f 


Berechnet  man  die  Hülfswinkel  0  und  6'  aus  den  Formeln 
so  kann  man  e  mit  grosser  Ldchtigkeit  mittelst  der  Formel 
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sinß  sintp 

berechncD. 

Hat  man  e,   so  findet  man,  weil 

■7=1(1-0(1  +  0 

ist  9  auch  leicht  — ,    und  hieraus  femer  die  sogenannte  Abplat- 

^_  a  —  b  ^  b 

tang—j-.  =  1  -  -. 

Uehrigeus  kann  man  nun  aber  auch  leicht  a,und  b  selbst 
finden.    Es  ist  nämlich  offenbar 


n 


Folglich  ist  nach  §.  205. 


i^2-  =  fl(l-e^)(l-e««m^«)""*, 

und.  hieraus 

180G(1  — «»sma)'^* 
a  =s  ^  ■- Z— ^ — . 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Formel  a  gefunden;    so  kann 
man  auch  leicht  5  finden,   da  man  das  Verhältniss  —  kennt. 

.       §.207. 

jiufgabe.  Den  Krümmungshalbmesser  der  Gyc^oide 
zu  finden. 

Aitfß8UMg*    Nach  §.  193.  ist 
und  folglicli 

"S^  •"        d(p      ••  "Si  2  sin  4  (^«  •  r(t-cosy)  ^«*  ^•^' 

also 

<?'y l_ ^ 

Ohne  Schwierigkeit  erhält  man  hieraus 

Die  Sehne  QM  (Fig.  4«)  des  erzeugenden  Kreises  ist,  wie 
leicht  erhellet,  =  2r8in^g).  Also  ist  der  Krümmungshalbmesser 
doppelt  so  gross  wie  diese  Sehne. 

'    Bestimmt  man  noch  die  Ordinate  ß  des  ]^ittelpunktes  des 
Krummnngskreises  $    so  erhält  man 
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d.  i.  nach  §•  192. 

Da  diese  Ordinate  stets  negativ  ist,  und  nach  8.202.  der 
IGttdpnnkt  des  Krümmnogskreises  immer  auf  der  JNormale  des 
Pnnktes  der  Curve,  für  welchen  man  den  Kriimmonyskreis  be- 
stimmt  bat,'  liegt;  so  findet  man  den  Mittelpunkt  des  KrümmBnet- 
kreises  fiur  einen  beliebigen  Punkt  Q{Fig.  4.)  der  Cycloide  leicht» 
wenn  man  die  Sehne  QM  des  erzeugenden  Kreises  Sber  den 
Punkt  Jf  hinaas  verlängert,  und  die  Verlängerung  =  Qüf  macht, 
wo  dann  der  Endpunkt  ier  auf  diese  Weise  erhaltenen  Linie  jeder- 
zeit der  gesuchte  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  seyn  wird, 
so  dass  man  also  auch  den  Krümmungskreis  der  Cycloide  selbst 
für  jeden  ihrer  Punkte  leicht  beschreiben  kann. 

C*  ConcavitSt  und  ConvexitSt  der  Curven.  Wendnngs- 
pnnkte  und  Spitzen.    Nachtrag  zur  Lehre  vom  Kram- 

mungskreise. 

§.  208. 

Wir  denken  uns  wieder  einen  gewissen  bestimmten  Pankt 
xy  einer  Curve,  deren  Gleichung  y=sf(^)  ist,  und  nehmen 
im  Folgenden,  wenn  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt 
wird,  immer  an,  dass/(jr),  /'(x),  f'\x)  i«  der  Nähe  von  x 
stetig  sind,  so  dass  diese  Grössen  nicht  bloss  selbst  endliche 
reelle  völlig  bestimmte  Werthe  haben;  sondern  auch  endliche 
r^lle  völlig  bestimmte  Werthe  behalten,  wenn  man  s  um  eine 
unendlich  kleine  positive  Grösse  ^u-  oder  abnehmen  lässt. 

Die  Curve  hegt,  weil  f(x)  nach  der  Voraussetzuns;  dnen 
endlichen  reellen  völlig  bestimmten  Werth  hat,  und  auch  einen 
endlichen  reellen  völlig  bestimmten  Werth  behält,  wenn  man  x 
um  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  zu-  oder  abnehmen 
lässt,  in  der  Nähe  des  Punktes  xy  auf  beiden  Seiten  dieses 
Punktes.  Denkt  man  sich  nun  durch  denselben  eine  Tangente 
an  die  Curve  gezogen ;  so  können  zwei  Fälle  eintreten ,  jenach- 
dem  die  Curve  nämlich  auf  den  beiden  Seiten  des  Punktes  xy 
auf  feiner  Seite  der  durch  denselben  an  sie  gezogenen  Tangente, 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  dieser  Tangente  liegt,  immer  nur 
in  der  Nähe  des  Punktes  xy. 

Im  ersten  Falle  (Fig,  6.)  sagt  man ,  dass  die  Curve  in  dem 
Punkte  xy,  von  der  Tangente  angerechnet,  nach  der  Seite  der 
Tangente  hin ,  auf  welcher  sie  in  der  Nähe  des  Punktes  xy  UegH, 
concav,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  bin  dagegen  convex 
sey.  Im  zweiten  Falle  (Fig.  7.)  nennt  man  den  Punkt  xy  ei- 
nen Wendungspunkt.  Der  Punkt  xy  ist  in  beiden  Figuren 
durch  P  bezeichnet  worden. 
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§.  209. 

Lehrsatü.  W  enti  /(x),  /'(x),  /"(s)  in  der  Nähe  von  x 
stetig  sind»  so  dass  diese  Grössen  nicht  bloss  selbst 
endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe  haben,  son« 
dem  auch  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe 
behalten,  wenn  man  x  nm  eine  unendlich  kleine  po- 
fitive  Grösse  zu-,  oder  abnehmen  lässt,    nnd  /^(x) 
nicht  C3B  0  ist;    so  liegt  die  Gurve  in  der  Nähe  des 
Punktes  xy  auf  beiden    Seiten   dieses  Punktes  auf 
9iner  Seite  der  durch  denselben  an  die  Gurve  geso- 
genen Tangente,  und  ist  also,  von  der  Tangente  an 
gerechnet,   nach  der  Seite  der  Tangente  hin,    auf 
welcher  sie  in  der  Nähe  des  Punktes  xg  liegt,   con- 
car»  nach  der  andern  Seite  hin  dagegen  convex* 

Beweis.  Die  Gleichung  der  Snrch  den  Punkt  xy  ,m  die 
Curve  gezogenen  Tangente  ist  nach' §;  181. 

1.   u^fiw)v:^fix).i*^x) 

Man  lasse  sich  nun  x  nm  jf;^  \äx  verändern,  und  bezelehae 
die  den  Abscissen  x  -—  dx  und  Ib  -|«  Jx  entsprechenden  Ordiiia-^ 
ten  der  Curve  durch  y  und  Y\  die  denselben  Abscissmi.e&ts|fce- 
chenden  Ordinalen  der  durch  den  Punkt  jrjf  gezogenen  Tangente 
dagegen  durch  y"  und  T'i  so  ist  nach  §.  ilO.  u. 

-"•  jr=/(xj  +r(^).jx+irxx+ejx).^x*, 

wo  Q  und  6  posiäve  edttä  Brüche  bfwfehnenf    tjiil:;iiaQbM.i  iäi 

y"  =/W -/'<*). ^*,  •: 


f 


"  >  .1  \  «  ;    . 


3. 

also 

(y'  «  y"  +  ir  (or  -  g^x).4ix^^ . 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  f"(x)  nicht  =  0  und  in  der 
Nähe  von  x  stetig  ist;  so  kann  man  //x  offenbar  so  nahe  bei 
Null  annehmen,  dass  .7.' 

f(x-^  qJx)  aiid  f"(x  +  BMy  :  .' 

für  den  in  Rede  stehenden  Werth  voii  ^x  und  fSr  der  NntI  nbdb 
näher  kommenderer  beide  immet  >0  oder  beide  immer  <^  6 
find,  jcnacbdcm  f'\x)  >  Q  oder  <0  ist;  «iri  för  die  in:  Rede 
stehenden  Werthe  von  Jxy  d.  h,  in  der  N^e^  de($  Puiik^esMf 
nach  beiden   Seiten  hin,    ist  also  mit  Beziehttng  d<er  obern  oii4 

nntem  Zeichen  auf  einander  immer 

.....  .        . , .  ^ 

y  ^  y  f   ^  <  *^  »  ' 

d;  h.  diei  Curve  liegt  ir.  der  Nähe  des  Punktes  jry*  auf  beiden 
Seiten  desselben  auf  ei?icr  Seite  der  durch  diesen  Punkt  an  «Ke 
Curve  gezogenen  Tangente,   und  ist  also  immer»  von  der  Tan- 
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gente  an  gerechnet ,  nach  der  Seite  der  Tangente  hin,  anf  wel- 
cher sie  in  der  Nähe  des  Punktes  «arjf  liegt,  concav,  nach  der  an- 
dern Seite  hin  dagegen  convex,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  210. 

LekrMoiz.  Wenn  f(s\  f\x\  f'(x),  f\x)  in  der  Nähe 
v,on  X  stetig  sind,  so  dass  diese  Grössen  nioht  bloss 
selbst  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe  ha- 
ben, sondern  auch  endliche  reelle  völlig  bestimmte 
Werthe  behalten,  wenn  man  s  um  eine  unendlich 
kleine  positive  Grösse  zu-  oder  abnehmen  lasst, 
und  f{x)  =  0,  aber/^V)  nicht  =  0  ist;  so  ist  der 
Punkt  xy  ein  Wendungspunkt. 

Beweü.  Unter  Beibehaltung  der  in  §•  209.  gebrauchten 
Zeichen  und  der  Voraussetzung,  dass /^(jr)  s=  0  ist ,  erhält 
man  leicht  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  dort 

Weil  nun  f"Xx)  nicht  =  0  ist ;  so  ist  für  der  Null  unendlich 
nahe  kommende  Jx  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zei- 
ohea  auf.  dnander 

r\x-Qdx)  ^  0,    fXxi-ejx)  <  0  , 
folgUch  •,'>./'       ir  <  TT" 

also  der  Punkt  xy  offenbar  ein  Wendüngspunkt ,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

Anmerkung»  Auf  ganz  ähnliche  Art  wurde  nuin  allgemeiner  beweisen 
können,  dass,  wenn  der  zweite  und  eine  gerade  Anzsihl  nachstiolgender 
Differentialquotienten  für  den  Werth  x  der  veränderlichen  Grosse  Ter- 
schwinden,  der  erste  nicht  yerschwindende  Differentialqnotient  aber  tob 
ungerader  Ordnung  ist,  der  Punkt  ay'  ein  Wendungspunkt  ist 

§.  211. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  f(s)  und  f'(x)  in  der 
Nähe  von  x  stetig  sind ,  dass  aber  /"(jr)  =  +  oo  ,  jedoch  in 
der  Nähe  von  x  ^  i,  wo  t  eine  unendlich  kleine  positive  Genosse 
bezeichnet,  ebenfalls  stetig  ist. 

Setzen  wir  nun  x  —  »  =  1,  ^  +^«  =  S';  bezeichnen  die 
den  Abscissen  $,  ^  entsprechenden  Ordinalen  der  Gurve  durch 
v,  v;  die  den  Abscissen  ^ —  Jxy  ^  -{-  Jx^  entsprechenden  Or- 
dinalen der  Curve  durch  y\  F';  die  denselben  Abscissen  ent- 
sprechenden Ordinalen  der  durch  die  Punkte  ^  und  ^v  an  die 
Curve  gezogenen  Tangente  durch  3^",  F";  so  ist  ganz  wie  in  §.  209. 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  /"(x)  =  +  qd  ist ;  so  muss 
diese  Grösse  die  Form 
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haben,    und  i^(ar)  c=  0,    g>(s)^0  seyn.     Abo  ist  Cor  der 

Null  anendlich  nahe  kommende  Js  mit  Be^iehung^  der  obem  und 
untern  Zeichen  auf  einander 

(f  ($—qdx)  ^  0,    y (1*  +  e^x)  ^  0  . 

Ist  dann  die  Function  t/;(jr)  so  hei^haffen,  dass'sfe,  indem  sie 
fSr  den  Werlh  x  der  veränderlichen  Grösse  verschwindet  ^    bei    / 
diesem  Durchgänge  durch  Null  zugleich  ihr  Zeichen  ändert,    so 
ist  für  der  Null  unendlich  nahe  jconftnende  ds 

folglich  offenbar  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zeichen 
auf  einander 

d.  i,  nach  diem  Obigen  ........ 

7"(f  ^  ^^^)2  0,      r<f  +  6^):g  0;- 

also  -*^  ^  ■.;.■! 

.  Ueberlegt  man  nun,  dass,  wenn  t  sich  der  Null,  nähert,  ,die 
Ptinkte  ^  und  ^v  einaiider  und  dem  Punkte  xy  immer  nähtr 
locken,  und  auch,  die  durch  die  Punktisi  ^  und  §v  an  die .GwrVi 
gezogenen  Tangenten,  immer  genauer  mit  einander  uhd^r^dnl^ 
den  Punkt  sy  an  die  Curve  gezogenen  Tangente  zusapmei^llen^ 
und,  wenn  man  nur  t  klein  genug  ninrart ,  mit  jedem  beliebigen 
Gi^de  der  Genauigkeit  initider  durch  den  Punkt  a:;^  an  <die  Curve 
gtzOgenen  Tangente  Kusammenfallend^gemacht  werdien  körinen) 
so  wird  man  sich  mittdist  des  Vörherg^endeb  skif  der  ^Stelle 
überzeugen,  dass  der  Punkt  xy  ein  Wcndungspunkt  ist.  Hier- 
aus erdebt  sich  der  folgende .  S^tz : 

Wenn  X^)  und /'(j:)    in    der  Nähe    von  jr   stetig 
sind;    wenn  ferner  . .         i  .^ 

aber  in  aer  Nähe  von  jt  47  «,  'wo;  f  eine  .iijn^ 
kleine  positive  Gr.össe  bezeiqliiietg,   stetig.  ]S.tp|in^ 
die  Function  ^jO'Op   wenn  m$in  ^tt-i  und,  x+i,fifr_Ä 
setzt,   entgegengesetzte  Vo.rzeiclieii  erh.ält;.  Sjf^^i^^ 
der  Punkt  xy  ein  Wendungspuntt.    ;  ,      \  !  '  ./\  ..' 


§.  212. 

Um  also  die  Wendungspunkte  einer'  Curve,  dereii  Crliiibiinn^ 
y  =f{x)  ist,  aufzufinden,  wird  man V die  reeUen  Wurzeln  der 
Gleichungen  .«.  i*.        :     .  \,    ,^ 

1% 
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r(^)  =  0,  rix) = ±  OD 

aarsucheu,  wofern  nämlich  diese  Gleichungen  überhaupt  redU 
Wurzeln  haben.-  Ist  min  a  eine  redle* Wurzel  eiiier  dieser  bei- 
dfjB  Gleichungen;  So  wird  man  femer  untersuchen^  ob  die  Fun- 
ctionen /(x) ,  f{x) ,  fix) ,  /"'(x),  jenaci^em  a  me  redte 
Wurzel  der  ersten  oder  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen 
ist,  für  jr  =  a  auch  den  äSnnntlichen . in  §.  210.  und  §.  211. 
^nsgeftproch.etien  Bedingungen  genügen.  Nur  nachdem  man  sich 
liiervpa  vollständig  versiohert  nat ,  wird  man  sicher  schUessen 
können »  dass  der,  der  Abscisse  s=b  a  entsprechende  PunlU  der 
gegebenen  Curve  ein  Wendungspunkt  ist. 

Für  die  Curve  9  deren  .Gleichun|;: 

ist,  ist 

Die  Gleichung  /"(x)  =  +  00  giebt  die  Gleichung  a'  +  x'  ==3  0, 
welche  offenbar  keine  reelle  Wurzel  hat.  ^  Die  Gleichung/''(x)=:0 
giebt  die  Gleichung 

■  #        • 

welcl^e.  die  beiden  reellen  Wurzeln  j?  =s=  +  --^  hat    Für  beidb 

Werthe  von  o?  genüge«  /(x) ,  /'(«) ,  /^(») »  wie  s<^IeM!fh  ctn 
hellet,  den  in  §.210.  ansgesprochenen  Bedingungen  voUstänäg» 

^nd  £6  den  Abscissen  +;  ^  entsprechenden  beiden  Punkte  der 

gegebenen  Gurve  sind  al^  Wendungspunkti^»  Weil  der  dritte  Dif* 
ferentialijuotient  für  die  in  Rede  stehenden  Werthe  von  x  nic|it 
versdi windet,  wie  man  findet,  wenn  man,  densdben  entwickelt. 

§.  213. 

Wir  nehmen  jetzt  wieder  an ,  dafö.  /(x) ,  /'(o?) ,  /"(x)  in 
der  Nähe  von  x  stetig  sind,  so  dass  diese  Grossen  nicht  bloss 
selbst  endliche  reelle  V(älig  bestimmte  Werthe  haben ,  sondern 
auch  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe  behalten,  wenn  man 
f  "öia  eine  unendlich  ki^ioe  .positive  Grcfsse  zu-,  oder  abnehmen 
lässt,  i],nd  wollen  nun  unter  itr  Vorausseb^ting,  das$/^(x)  nicht 
=  0  ist.  Regeln  aufzufinden  s.uchen,  mittelst  welcher  man  be- 
ürtheilen  kann,  nach  w*elcher  Seite  hiii  die  Curve  in  dem  Punkte 
xy^  concav  und  convex*  ist. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  dnrch  den  Punkt  sy  wieder  eine 
Xangente,  deren  Gleichung 

an  die  Curve  gezogen. 
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Die  den  Abscissen  x — Js.  und  j?4-^j?. entsprechenden  Or- 
dinalen der  Curve  seyen  y  und  Y' ;  die  denselben  Abscissen  ent- 
sprechenden Ordinalen  der  Tangente  seyen  y'  and  Y';  so  ist 

und  gani^  wie  in  §•  209. 

1^  nnlerscheiden  nun  zwdi  HauplTälle^  jenachdem  f(x)  ^  g 
oder /(x)  =  0  isl. 

Sey  also- 

In  diesem  ^rslen  HauptTalle  sind,  weil  nach  der  Voransselzung 
f'(s)  nicht  t=  0  isl,  wieder  vier  besondere  Falle  zn  unterschei- 
den, die  wir  nach  der  Reihe  dorchgehen  wollen. 

1.  /(a?)>0,    f(x)  >0,i 

Weil/''(jr)  >»  0  ist,  so  isl  für  der  Nollv raiendlidi  nahe  kom- 
jnende  Jtx  auch 

fXof^Q/fx)  >  0,    fXx+  BM  >  0,, 
und.  folglich 

Diesem  Falle  entspricht  Fig.  8,  und  man  sieht  also,  dass  in 
ilemselben  die  Corvo  in-  dem  Punkte  '.ry  gegen  &  Abscissenaxe 
convex  ist. 

2.  /(«^)>0.    f'(af)<0. 

Wdl  /"(x)  <r  0  isl,  so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kom- 
mende Jx  auch 

f\x  -  q2Ix)  <  0 ,    fiji  +  B^w)  <  0, 
und  folglich 

Diesem  Falle  entspricht  Fig.  9,  und  man  sieht  also,  dass  in 
demselben  die  Gurve  in  dem  Punkte  xy  g^en  die  Abscissenaxe 

concav  isl. 

3.  f(x)  <  0,    f'\x)  >  0. 

Weil/"(<i^)  >  0  ist,  so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kom- 
mende Jx  auch 

fXx  —  Q^x)  >  0,    f'(x  +  B^x)  >  0  , 

und  folglich 

Diesem  Falle  entspricht  Fig.  10,  und  man  sieht  also ,  ^  dass  in 
demselben  die  Curve  in  dem  Punkte  xy  gegen  die  Acscissenaxe 

concav  ist. 

4.  /(*)<0,  /»  <0.  '       , 

18* 


fc 
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Weif"(x)  <  0  ist,  so  ist  für  der  Null  uiieiiffich  nahe  kom- 
-SK&de  /fjr  amoh 

i  fXx^Qjx)  <  0,    r(x  +  eJx)<  0, 

und  folglieh  .  .  > 

Diesem  Falle  entspricht  Fig.  IL,  und  man  i^eht  also,  dass  in 
demselben  die  Giirye  in  deln.Pahtte  j^  gegen  die  Abscissenaxe 
conyex  ist. 

/,  .  Fasst  man  das  Vorbei^e^nd^  zusammen  $  so  ergiebt  mfa 
folgender  Lehrsatz : 

Wenn/(jr),  /'(j:),  /"(*)  in  der  Nähe  von  j?  stetig 
sind,  und  weder /(a?),  noch /"(x)  =0  ist;  so  ist  die 
Curve  in  dem  Punkte^^y  gegen  die  Absissenaxe  je- 
derzeit conipaT  oder  c^nvex, vjenachdem./(x)  und 
/"(s)  uügleiplie  oder  gleix^ke  Vorzbichen  haben« 

In  ^esem  Falle  ist.  ^.    .         \  .\. 

und  wir  haben  jetzt  wieder  zunächst  zwei  FäUb  zu  untersebd^ 
den ,  jenachdem  f(s)  ^  Ö  ddar  f(s)  =  0  ist.' 

Sey  also  * 

Im:  Allgemeinen  bemerken  wir.  zuvörderst,  dass  in  den  Fi- 
guren, welche  wir  in  diesem  Falle  zur  VeraDSchaulichung  der 
analytischen  BetrachCungmj zeichnen  werden,  die  positiven  Ab- 
scissen  immer  als  von  .der  linken  nach  der  rechten  Seite  "hin, 
die  positiven  Oi^dinaten  als  von  unten  nach  oben  hin  genommen 
gedacht  werden  müssen,,  und, nnterscheiden  nun. wieder  die  fol- 
genden vier  Fälle.      -    r  •  '   ^     .  ,; 

1-  /'W>0,   /"(x)>0.  .       .' 

Weil  /"(x)  >  0  ist,  so  ist  für  dör  Null  unendlich  nahe  kom- 
mende ^  auch 

und  folgUch 

-  /y  >  y",     r  >  r*. 

Weil  nun  ferner /^(jr)>-  0  und 

y"  =  -f(x).Jx,    Y"  =  +  fix) .  Jx 

ist;  so  entspricht  diesem  Falle  Falle  offenbar  J%.' 12,  und  man 
sieht  also ,  dass  in  demselben  die  Curve  in  dem  Punkte  jy  nach 
der  Seite  der  positiven  Abscissen  hin  convex  ist. 

2.  f(x)>o,  rx^i<o. 

Weil  f"(s)  <  0  ist ,  so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kom- 
menäe  ^a  auch 


I         X     J>    X    , 

't     r 


't  •nrr   «^^      ^ir" 
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und  folglich  7 

Weil  nun  ferQer./'(x)  >  0  und  ;  ' 

ist;  so  entspricht  diesem  Falle  offenbar  Pig.±i,  nnd  liian  i^ieht- 
also  9  dass  in  demselben,  die  Curve  in  d^  Punkte  X3  nach  der 
Seite  der  positiven  Abscissen  hin  concav  ist. 

3-    fix)<.  0,    /"(a:)>0. 

Weil/"(^)  >  0  ist,  so  ist  für  der  Null  unendlich  nahe  kom* 
mende  Jx  auch 

fix  -  Qjx)  >  0,  />  +  e^y>  0 , 

und  folglich 

Weil  nun  femer /'(jr)  <;  0  und 

ist;  so  entspricht  diesem  Falle  offenbar  Fig.  14,  und  man  sieht 
also ,  dass  in  demselben  die  Curve  in  dem  Punkte  sy  nach  der 
Seite  d^.  positiven  Abscissen  hin  concav  ist. 

4.    fXx)  <0,    fXx)  <0. 

Weil/"(j:)  <;  0  ist,  so  ist  für  der  Null  unendlich  iiahe  kom- 
mende, /ts  auch 

fix  -  Q^x)  <  0,     rix  +  ßJx)  <  0, 

und  folglich 

y'<y",    r<r\ 
Weil  nun  ferner  fi^)  <;  0  und 

y"  =:  — /'.(x).^ar,      F*  =  +  fXx).^x 

ist ;  so  entspricht  diesem  Falle  offenbar  Fig.  15,  und  man  sieht 
also,  dass  in  demselben  die  Curve  in  dem  Punkte  ay  ndch  der 
Seite  der  positiven  Abscissen  hin  convex  ist. 

Fasst  man  nun  das  Vorhergehende  zusammen;    so  ergiebt 
sich  folgender  Lehrsatz: 

Wenn  /(x),  /(j:),  /'(x)  in  der  Nähe  von  a:  stetig 
sind,   und  J][x)*  =  ,0,  aber  weder /'(j^),  noch /"(jr)  ==  0  , 
ist;  ^so  ist  die  Curve  in  dem  Punkt  xy  nach  der  Seite 
der  positiven  Abscissen  hin  concav  oder  convex, 

t'enachd'em   f'{x)    und  /"(x)    ungleiche    oder   gleiche 
Vorzeichen  haben. 

h    f(x)  =  0  . 

Ueberlegt  man,  dass  in  diesmn  Falle  die  Gleichui^;  der  durch 
den  Punkt  xy  an  die  Curve  gezogenen  TaD^ente  ussO  ist,  so 
dass  also  diese  Tangente  die  .^cissenaxe  ist ;  so  wird  man  üch, 
wenn  man  hierzu  noch  nimmt,  dass  jeUt 
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ist  9  ^sehr  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  Aber- 
zeugen: 

Wenn  /(x),  /'(x),  /\x)  stetig  sind,  und  sowohl 
f{x)^  als  auch  /(x)  ==  0,  aber/"(jr)  nicht  ==0  ist;  so 
ist  die  Gurve  in  dem  Punkte  sy  nach  der  Seite  djsr 
positiven  Ordinaten  hin  concav  oder  conv^x»  jenach- 

dem/^(x)  positiv  pder  negativ  ist. 

.'        ■  ■    • 

§.  214. 
1.    Wir  wollen  jetzt  die  Gurve,  deren  Gleichung 

ist,  wo  a  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,  etwas  näh^ 
betrachten. 

Jeder  Abscisse,  welche  gröisser  als  a  ist,  entsprechen,  veä 
die  Quadratwurzel  positiv  und  negativ  genommen  werden  kann, 
zwei  reelle  Ordinaten.  FHr  xs=a  werden  diese  beiden^  Ordina- 
ten s=a,  und  fallen  daher  in  eine  zusammen.  Für  alle  Ab- 
scissen,  die  kleiner  als  a  sind,  sind  die  Ordinaten  imaginär. 

Hieraus  sieht  man,  dass  unsere  Gurve  aus  zwei  in  dem, 
durch  die  Goordinaten  x  =  a ,  y  =  a  bestimmten  Punkte ,  wel- 
chen wir  der  Kürze  wegen  durch  P  bezeichnen  wollen,  zusam- 
menstossenden ,  ganz  auf  einer  Seite  dieses  Punktes  liegenden 
Zweigen  besteht. 

Durch  Differentiation  findet  man 

und  schliesst  hieraus  leicht,  dasi$  die  beiden  Zweige  unserer 
Carve  In  dem  Punkte  P  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben, 
deren  Gleichung  u  —  a  =  jr  —  a  oder  u  -=:  z  isl,  und  die  also 
offenbar  durch  den  Anfang  der  Goordinaten  geht,  und  gegen  die 
Abscissenaxe  unter  einem  Winkel  von  45 ^  geneigt  ist,  wenn 
'  nämlich  die  Goordinaten  rechtwinklige  sind. 

Durch  fernere  Differentiation  ergiebt  sich 

4  I  OS  —  a 

Bezeichnet  also  %  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse;    so  ist 

unä  der  dem  einen  Zweige  der  Gurve  entsprechende  Werth  von 
/"(rt  4-  f)  ist  folglich  positiv,  der  dem  andern  Zweige  entspre- 
chende Werth  dagegen  negativ.  Also  ist  nach  §.  213.  in  dem 
Punkte  P,  oder  wenigstens  in  dessen  Nähe,  der  eine  Zweig  der 
Curve  gegen  die  Abscissenaxe  convex>    der  andecp  dagegen  ge- 
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Sm  die 'Abscissenaxe  concav,  und  die  Gurve  wird  daher  in  der 
ähe  des  Punktes  P  offenbar  die  in  Fig.  16.   dargestellte  Ge- 
stalt haben. 

Einen  solchen  Punkt,  wie  vorher  der  Punkt  P  war,^  in  wel- 
chem zwei  ganz  auf  einer  Seite  desselben  liegende  Zweige  einer 
Gurve,  die  in  dem  Punkte  P  eine  gemeinsehafUiohe  Tangente 
haben  und  in  der  Nähe  des  Punktes  P  ihre  convexen  Seiten 
gegen  einander  kehren,  zusammenstossen,  nennt  man  eine  Spitze 
oder  einen  Rückkehrpunkt  der  erstetf  Art. 

IL    Wir  wollen  ferner  auch  die  Gurve,  deren  Gleichung 

ist,  etwas  näher  betrachten. 

Auch  ^diese  Curve  besteht ,  wie  sogleicht  erhellet,  aus  zwei 
in  dem  durch  die  Coordinaten  x  =  a,  y  =  a^  bestimmten 
Punkte,  welcher  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch  Q  he- 
zeichnet  werden  mag,  zusammenstossenden,  ganz  anf  einer 
Seite  des  Punktes  Q  liegenden  Zweigen. 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  ^ 

fix)  ±:2x  +  ^TiF^y 

und  man  sieht  also ,  dass  die  beiden  Zweige  der  Gurve  in  dem 
Punkte  Q  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  deren  Gleichung 

tt  =  a  (2^  — ff)     V 
ist. 

Durch  fernere  Differentiation  erhält  man 

und  folglich,  wenn  i  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  be- 
zeichnet,        - 

so  dass  also  f\a  -f- 1)  für  beide  Zweige  der  Gurve  positiv  ist, 
und  daher,  weil  die  Ordinate  des  Punktes  Q  auch  positiv,  näm- 
lich =  a^  ist,  nach  §.  213.  -  in  ^er  Nähe  des  Punktes  Q  beide 
Zweige  der  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  convex  sind,  woraus 
sich  ^Iso  ergiebt,  dass  die  Gurve  in  der  Mähe  des  Punktes  Q 
die  in  Fig.  17.  dargestellte  Gestalt  hat. 

Einen  solchen  Punkt,  wie  vorbei^  der  Punkt  Q  war,  in 
welchem  zwei  ganz  auf  einer  Seite  desselben  liegende  Zweige 
einer  Gurve,  die  in  dem^Punkte  Q  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben  und  beide  «ach  derselben  Seite  hin  concav  und 
convex  sind,  zusammenstossen ,   nennt  man  eine  Spitze  oder 

einen  Ruckkehrpunkt  der  zweiten  Art. 

« 

§.  215. 

Lehrsatz,  xy  &q\\  ein  beliebiger,  aber  bestimm- 
ter "Punkt  einer  durch. die  Gleichung  y  =  fix)  zwi^ 


r 

280      Diffierentialrecbiiiiiig.    Drel2ebnt6B  Kapitä. 

scheh  recktwinkligen  Goordinkten  eharaeterisirtea 
Curve,  nnd  die  OrSssen  /(x),  /'(x),  fi»)  sollca  ini 
der  Nähe  von  s  stetig  seyn,  so  dass  diese  Grössen 
nicht  bloss  selbst  enillcQe  reelle  vällig  beslimmte 
Werthe  haben,  sondern  auch  endliche  reelle  yöllig 
bestimmte  Werthe  behalten,  wenn  man  x  vm  eine 
nnendlieh  kleine  positive  Grösse  zu-  oder  abneh- 
men lässt;  aneh  8oll/'(jr)  nicht  =s  0  seyn.  Unter 
diesen  Voranssetzungen  kada  man  behanpten,  dasa 
der  dem  Punkte  xy  entsprechende  Krnmraungskreis 
der  in  Rede  stehenden  Curve  immer  auf  der.  con- 
caven  Seite  dieser  Gurre  liegt. 

Beweis.    Wir  «unterscheiden  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes 
iKrie  in  §^  213.  wieder  die  folgenden  Fälle. 

Bezeichnen  a^  ß  die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krummnngs- 
kreises ;  so  ist  nach  §.  201«  11. 

und  wir  haben  nun  ferner  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  JRV^.  18.  Naöh  der  obigen 
Formel  für  |5  ist  aber  ß  >  y.  Also  liegt  in  diesem  Falle  der 
Krümmungskreis  in  dem  Punkte  sy  offenbar  auf  der  concaven 
Seite  der  Gurve. 

2.  fix)  >  0,  fix)  <  0. 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  Fig.  19.  Nach  der  obigm 
Formel  für  j3  ist  aber  ß  <i  If*  Also  Uegt  in  diesem  Falle  der 
Krümmungskreis  in  dem  Punkte  xy  wieder  offenbar  auf  der  con- 
caven Seite  der  Gurve. 

3.  /(*)<0,  /"(a?)>0. 

Nach  S*  213.  entspricht  diesem  Falle  Fig.  20.  Nach  der  olngen 
Formel  für  ß  ist  aber  ß  >  y-  Also  liegt  in  diesem  Falle  der 
Krümmungskreis  in  dem  Punkte  xy  wieder  auf  der  concaven 
Seite  der  Gurve,  wovon  man  sich  auf  der  Stelle  überzeugen 
wira,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  y  = /(jr)  in  diesem  Falle 
negativ  ist. 

4.  f(x)  <0,  /»<0. 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  Fig.  21.  Nach  der  obigen 
Formel  für  ß  ist  aber  ß  <C  y.  Also  liegt  in  diesem  Falle,  wo 
y  =  f(x)  negativ  ist,  der  Krümmungskreis  in  dem  Punkte  sy 
wiedei^  offenbar  auf  der  concaven  Seite  der  Gurve. 

In  jeder  der  Figuren,  auf  welche  wir  uns  vorher  bezogen 
haben,  ist  absichtlich  auch  die  Normale  des  Punktes  sy  oder  P 
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gezeichnet  worden ,  weil  die  DeutlichkeU  des  Beweises  sehr  err 
höbet  wird,  wenn  man  sich  (erinnert,  da^s  nach  §•  202.  der 
Mittelpunkt  des  dem  Punkte  xy  entsprechenden  Krümmungs- 
kreises  jederzeit  anf  der  durch  den  Punkt  sy  gezogenen  Normalq 
der  Gnrve  liegt. 

•  n.  /(*)=:  0. 

In  diesem  Falle  sind  wieder  die  beiden  folgenden  besondern  Fälle 
zu  unterscheiden. 

Weil  y  =  /(jt)  =  0  ist;  so  ist  in  diesem  Falle 

Ä^)     ^^'^'  >^      ^TUö — ' 

Sey  nun  femor 

1.  /(ar)  >  0,  rix)  >  a 

Nach  §•  213.  eiitspricht  diesem  Falle,  wenn  immer  die  positiven 
Abscissen  von  der  linken  nach  der  rechten  Seite  hin,  die  posi- 
tiven Ordinalen  von  unten  nach  oben  hin  genommen  werden, 
JFig.  22.  Nach  den  obigen  Formeln  für  a  und  ß  ist  aber  a<Cjr, 
/3  ;>  0.  Also  liegt  der  Krümmungskreis  in  diesem  Falle  offen- 
bar auf  der  concaven  Seite  der  Curve. 

2.  /'(:t)>0,  /»<0. 

Nach  §.  213.1  entspricht  diesem  Falle  jPtg.  23.  Nach  den  obigen 
Formeln  für  d  und  /}ista>'jr,  ß<CO.  Folglich  liegt  der 
KrämniDngskreis  in  diesem  Falle  wieder  offenbar  auf  der  con- 
caven  Seite  der  Curve.        ' 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  Fig.  24.  Ferner  ista>ar, 
ß>0.  Also  liegt  der  Krümmungskreis  offenbar  wieder  auf  der 
concaven  Seite  der  Curve. 

4.   /'W<0,    /;'(:r)<0. 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  Fig.2b.  Femer  ista<jr, 
^•<0.    Also  li^  der  Krümmungskreis  offenbar  wieder  anf  der  • 
concaven  Seite  der  Curve. 

'h.  fix)  =  0. 
In  diesem  Falle  ist 

Sey  nun  femer  ^ 

Nach  §.  213.  entspricht  diesem  Falle  1^^.  26.  Ferner  ist  a=:ar, 
^^O.  Also  liegt  der  Krümmungskreis  offenbar  auf  der  conca- 
vea  Seite  der  Curve. 

2,  /'(«)  <  0. 
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Nach  S*  213.  entsprich^  diesem  Falle  Fig.  27.  Ferner  isixasx, 
/3<C0.  Also  liegt  der  KrüiBmungskreis  auf  der  concayta  Scäe 
der  Curve.  / 

Man  sieht  also,  dass  der  Krömmangskreis  in  all^  FSUen 
auf  der  concaven  Seite  der  Curve  liegt,  so  dass  doreh  idas  Vor« 
hergehende  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

§.  216. 

Durch  den  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satz  wird 
die  Bestimmung  des  einem  gewissen  Punkte  xy  einer  Curve  ent- 
sprechenden Krümmungskreises  erleichtert.  Man  braucht  nämlich 
bloss  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  zu  berechnen  y  die 
Normale  des  Punktes  sy  zu  ziehen ,  und'  auf  derselben  von  d6m 
Punkte  xy  an  auf  der  concaven  Seite  der  Curve  ein  dem  Krüm- 
mungshalbmesser gleiches  Stück  abzuschneiden;  so  ist  der  End- 
punkt dieses  Stücks  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  y  der 
sich  nun  leicht  beschreiben  lässt.  ^      • 

Die  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  des  Punktest  jpy 
ist  nach  §.  201. 


und  man  muss  in  dieser  Formel,  weil  der  Krümmungshalbmesser 
seiner  Natur  nach  nur  positiv  seyn  kann,  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  der  zweite  Differentialquotient  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  Oefters,  namentlich  in  älteren  Schrijften^ 
findet  man  indess  für  dem  Krümmungshalbmesser  die  Formel 


=_{■'*  m\ 


Der  Grund  dieser  übrigens,  wie  es  uns  scheint,  durchaus  nicht 
der  Natur  der  Sache  ^emässen  Einrichtung  der  Forqaiel  für  den 
Krümmungshalbmesser  ist  folgender. 

Wenn  y  positiv  und  -^^  negativ  ist ;    so  ist  nach  §.  213« 

die  Curve  in  dem  Punkte  sy  gegen  die  Abscissenaxe  concav. 
Damit  nun  fiip  solche  Punkte,  deren  Ordinate  positiv,  und  in 
denen  die  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  concav  ist,  der  Krüm- 
mungshalbmesser positiv  werde,  hat  man  der  Formel  für  den- 
selben die  obige  Gestalt  gegeben.  Seiner  Natur  nach  ist  "aber, 
wie  schon  mehrmals  erinnert  worden  ist,  der  Krümmungshalb- 
messer immer  positiv,  oder  es  kommt  überhaupt  in  allen  Fällen 
bloss  auf  den  absoluten  Werth  desselben  an,  und  wir  haben 
diese  JBamcrkung  hier,  auch  bloss  deshalb  eingeschaltet^  weil  sich 
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die  Formel  für  den  KrümmnDgshalbmesser ,  wie  schon  erwähnt 
worden  ist ,  in  vielen  altera  wichtigen  Schriften  unter«  der  in 
Rede  stehenden  Gestalt  findet. 

Aus  §.  210.  und  §.  211.,  und  aus  der  Formel  für  den 
Krümmungshalbmesser  erhellet ,  dass  in  einem  Wendungspunkte 
d^  Krümmungshalbmesser  unendlich  oder  null  ist. 

D.     E^Vxolution  oder  Abwickelung  der  Carven. 

§.  2i7. 

um  die  convexe  Seite  der  Curve  AB  (Fig.  28.)  denke  man 
sich  einen  völlig  biegsamen  Faden  gelegt,  und  in  B  nach  der 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Tangente  vder  Curve  ausgespannt. 
Wird  nua-^dieper  Faden,  indem  man  ihn  immer  gespannt  erhält, 
nach  und!  nach  von  der  Curve  AB  ahgewickelt ;  so  wird  sein 
Endj^unkt^  C  eine  Curve  CD  beschreiben,  welche  man  die  durch 
Abwickelung  der  Curve  AB  Erzeugte  oder  die  Evolvente  von 
AB  nennt.  Umgekehrt  heisst  AB  die  Evolute  von  CD,  d.  i. 
die  Curve,  durch  deren  Abwickelung  die  Curve  CD  entsteht. 

§•  218. 

Die  Evolute  wird  von  der  Richtung  des  Fadens  stets  be- 
rührt. Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Evolute  und  PF'  die 
Sichtung  des  Fadens  in  diesem  Punkte,  P'  der  Endpunkt  des 
Fadens,  also  P'  ein  Punkt  der  Evolvente;  so  sollen  P  und  P' 
zusammengehörende  oder  einander  entsprechende  Punkte  der 
Evolute  und 'Evolvente  genannt  werden. 

Dass  immer  PP'  =:  BC  +  BP,  d.  i.,  wenn  wi»  die  con- 
stante  Linie  BC  =sa,  den  Bogen  BP  =^  s  setzen,  PP'  =  a4-g 
ist,  folgt  aus  der  Natur  der  Evolution  von  selbst. 

Der  allgemeinen  Theorie  der  Evolution  muss  zuerst  die  fol- 
gende Betrachtung  vorausgeschickt  werden. 

§.  219. 

Es  sey  xy  ein  beliebiger  Punkt  einer  durch  die  Gleichung 
y  =  /(jt)  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  characterisirten 
Curve. 

Denkt  man  sich  nun  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt 
dieser  Curve  als  Anfangspunkt  aller  Bo^en  derselben ,  und  be- 
zäcbnet  den  bei  diesem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  auf- 
fangenden, bei  dem  Punkte  xy  sich  endigenden,  immer  als  posi- 
tiv zu  betrachtenden  Bogen  durch«;  so  ist  kein  Zweifel,  dass  « 
eine  Function  der  Abscisse  x  ist,  und  man  wird  nun  offenbar 
auch  nach  dem  Differential  oder  dem  Differentialquotienten  dieses 
als  Function  von  x  betrachteten  Bogens  in  Bezug  auf  x  als  un*> 
abhängige  veränderliche  Grösse  fragen  können. 


28i     DüootialEecknn^  .  Iheüdortn  Kipifci. 


um  Br  i^  Düo^ntal  in  Bogeu  # 
AttMirmck  wä  imikn,  hsie  sau  x  säk  um  Ar 
wird  tkh  y  um  Jw,  9  nm  Am  yeraBdcra.  Die  S^ae  4er  fgegö- 
koes  CurrCy  wckm  die  Endpuakte  der  OrdinatcB  f  «ady^-^y 
nt  enander  verbindet,  sey  c;  so  ist  nach  Pmafitn  ier 
tytifdien  Geometrie 

i»  u 

oder 


(i)'=-(^y. 


Nadi  f.  110.  II.  ist  aber,  wenm  ^  einen  positiven  echten  Brad 
bezdduiet, 

oder 
folglich 

also  nach  dem  Obigen 

wobei  wir  annehmen,  dass/(4p),  /{x),  f"(s)  in  der  Nähe  vo» 
s  stetig  «ind^ 

Weil  nun/"(jr+pz/ar)  sich,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert, 
immer  mehr  tind  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der 

Grösse  /"(o?)  nähert;  so  nähert  sich  offenbar  (  —  ]  »  wenn  Jx 

sich  der  Null  nähert,  immer   mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  der  Grösse  1  '\-  \f\x)  1=^,  tind  es  ist  also 

Da  nun  aber,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  a  uüd  der  ab- 
solute Werth  von  An  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  jedem 

beliebigen  Grade  nähern;    so  muss  sich  natürlich  [~\  9   wenn 

Jx  sich  der  Null  nähert,  derselben  Gränze  wie  i-A-)   nähern, 
und  es  ist  also 
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•  ■ 

Weil  111111'  aber  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differential- 
quotienten 


ond  folglich  offenbar 


c?s  V 


-■■"{CS)1  =  (S) 


ist;  so  ist 


Ss\^ 


oder 


der 


5a»  =  Sx^  +  5y«. 

^^S^eitere  Betrachtungen  über  diese  wichtige  Gleichung  gehören 
3«tzt  nicht  hierher;  wir  werden  aber  späterhin  (in  der  Integral- 
^s^echnung)  auf  dieselbe  zurückkommen. 

§.  220. 

Die  ganze  Theorie  der  Evolution  kommt  auf  einige  Haupt- 
gleichungen  zurück,  welche  wir  jetzt  entwickeln  wollen. 

Die  Coordinaten  zweier  zusammengehörenden  Punkte  P  und 
t^  der  Evolute  und  Evolvente ,  welche  wir  jetzt  immer  rechte 
^ivinklig  annehmen,  seyen  a,  y  und  x\  ff.  Die  Linie  PP'  sey 
=s=  dy  die  oonstante  Linie  BC  sey  =s  a^  der  Bogen  BP  sey  =  a, 
'Wobei  es  kaum  noch  ^ner  besondem  Erwähnung  bedarf,  dass 
ay  69  «stets  positive  Grössen  sind. 

Die  Gleichung  der  Linie  PP' ,  welche  die  Evolute  in  dem 
Pankte  xg  berührt,  ist  nach  §.  181. 


-^-'fft^''-''^ 


ß.ß 


Hieraus  ergiebt  sich ,  weil   die  Linie  PP'  durch  den  Punkt  ^jf' 
^dity  femer  unmittelbar  die  Gleichung 

]Mi  §.  ijl8.  ist  ■      '    \ 

3.    (9=;=  a  +  f,    00  =  5«, 

und  folglich  nach  §.  219.  '' 

also 

-(^)*='-(^)'-(fy='H^Y- 


Saefc  .Vnmämn  der  aaalytiMbai  GcoMHie  Ht  an,  yiA 
xg  oi  yy  ÄeEa^ukle  te  Linie  9  smk, 

FtlgEefc  ist  ncfc  2. 

ür-5)«{i+(f )'}  =  «•>• 

^  L  sadi  5. 

oder 

WcQ  aber  nach  2. 
isl;    so  ist  mit  Beziehung  der  obem  nnd  nntem  Zeidien 

WO  sieh  non  noch  firagt,  ob  in  diesen  Gldchnngen  die  dkts 
oder  nnl^n  Zeichen  za  nehmen  sind. 

Diese  Frage  lässt  sich  aof  folgende  Art  beantworten. 

Man  denke  sich  dorch  den  Punkt  P  als  Anfangspunkt  zwei 
den  nrimitiyen  parallele  neue  Coordinatenaxen  ^egt^  so  istnadi 
d^  bekannten  allgemeinen  Formeln  der  CoonunatenyerwandhiDg 
s'  —  X  die  Abscisse  des  Punktes  P'  in  Bezug  auf  dieses  ^/a» 
Coordinatensystem. 

Bezeichnet  nun  tp  den  von  der  Linie  '6  mit  dem  positive 
Theile  der  neuen  Abscissenaxe  eingeschlossenen  Winkel,  indem 
man  diesen  Wi9kel  von  dem  positiven' Theile  der  neuen  Absc^ 
senaxe  an  *nacb  dem  positiven  Theile  der  neuen  Ordinatenaxe  Iud 
von  0  bis  360^  zählt;  so  ist  pffenbar 

11.    *' — i  =  ö  cosq). 

Bezeichnen  wir  femer  den  Winkel,  welchen  das  der  Noll 
unendlich  nahe  kommende  Differential  Sb  des  Bogens  s  mit  dem 
positiven  Theile  der  neuen  Abscissenaxe  einschliesst,  indem  dies^ 
Winkel  wieder  von  dem  positiven  Theile  der  neuen  Abscissenaxe 
an  nach  dem  positiven  fheile  d^r  neuen  Ordinatenaxe  hin  voa 
0  bis  360®  cezählt  wird,  durch  y/,  den  absoluten  Werth  des 
Differentials  ot  aber  durch  o;  so  ist  offenbar 

12.    5a?  =  a  cos  ip. 
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Ist  nun  zuerst  da  negativ;  so  ist^  wie  ans  der  Natnr  der  Eto- 
Intion  unmittelbar  folgt »  %ijs=sg)  und  also  coB%p=scoB(p.  Weil 
aber  in  diesem  Falle  a  =  —  d«  ist;  so  ist  nach  12. 

dx  =:  —  COS  q> .  5s. 

Ist  femer  da  positiv,  so.  ist  offenbar  entweder  rp'-^g)  s=s  180®, 
oder  q>  —  t^  =  180<>;^  d.  i.  entweder  ^  =  ^  4.  180®,  oder 
^  CS  g>  —  180®;  also  immer  cosyj  :=s  —  eoaq).  Wiä.  nun 
in  diesem  Falle  o  =s  dg  ist;  so  ist  wieder  nach  12. 

5j^  =  —  cos<p»di» 

Also  ist  allgemein 

13.    5a?  =  — •  cos g>,di. 

Ans  den  Gleichungen  11.  und  13^  ergid>t  sich,  wenn  man  cosf 

eliminirt,  sehr  leicht 

eSx 

*-^  =  ""  "ST' 

V 

oder,  weil  5«  =  SO  ist, 

eSx 

Hieraus  sieht  man,  dass  man  in  den  Gleichungen  10.  die  untern 
Zeichen  nehmen  muss,  und  dass  also 

4A       '         —         ö5a;        ,  eSy 

EU  setzen  ist. 

Aus  6.  folgt  durch  Differßntiatiott 

dso  nach  14.  ^ 

^{dx'^dx)dx--idy'-dy)Sy:=zSe\ 
\i  i.  nach  4.  ' 

—  ißx' '-dx^dx-'ißy  '-Sy)ay  =  dx^  +  Sy^, 
ind  folglich,  wenn  qian  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt; 

15.    dxdx  +  dydy  =  0 
ider 

* 

^c      Sy  dx'  ' 

)urch  Differentiation  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  14.  er- 
gebt sich,  wenn  man  nach  x  differentiirt,  und  also  dx  als  con- 
itant  betrachtet,. 

dx  —dx  =— ^~ dxi 


1. 


4.7     5*  _  BS^ß  '      Sx  _    5^V 
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Ifittelst  der  hier  entwickelten  Formeln  lassen  sich  nan  Icidit  die 
beiden  folgenden  Sätsse  beweisen. 

.  §.  221. 

lArmtx.  Die  Linie  PP'  (Hg.  TU.)  ist  jederzeit  die 
Normale  der  ErolTente  in  dem<P«akt«  P^« 

Beweis.  Die  Gleichnng  der  Linie  PP*  ist,  wena  wieder 
Xj  y  und  Xy  jf  die  rechtwinkligen  Goordinaten  ^  PaidcAe  P 
und  P'  sind,  nach  §.  220.    1. 

Weil  aber  diese  Linie  durch  den  Ptankt Vjf'  geht;  so  ist 

und  folglich  durch  Subtraction  der  beiden  vorhergehenden  GleL— 
chungen 

Nach  §.  220.    16.    ist  aber 

Sy  Sx 

Also  ist 

die  Gleichung  der  Linie  PP',  und  diese  Linie  ist  folglich  nach 
§.  183.  offenbar  die^ Normale  der  Evolvente  in  dem  Pimkte /y 
oder'P',  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  222. 

Lehrsatz.  Die  Linie  PP' (Fig.  28.)  ist  jeflerzeit 
dem  Krümmungshalbmesser  der  Evolvente  in  dem 
Punkte  P'  gleich. 

Beweis.  Die  rechtwinkligen  Goordinaten  der  Punkte  P 
und  P'  seyen  wieder  x,  y  und  x\  y'  y  die  Linie  PP'  sev  =  ö; 
der  Krümmungshalbmesser  der  Evolvente  in  dem  Punkte  xi 
sey  =3  ^;  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen,  nach  §.  201. 


wenn  wir  bloss  den  absoluten  Werth  der  Grösse  ^uf  der  rechten 
£»eite  des  Gleichheitszeichens  berücksichtigen. 
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Weil  nun  nach  §.  220.     16. 


ist;  so  ist 


»  •  f 


Ferner  ist 

^    .  '.••■• 

und  folglich,  weil  nach  §.  220.    17.      . 


ist. 


?    :.!tj>; 


41so  ist  nach  1.,  2.  und  3. 


<• 


.1 


Dnrcb  Differentiation  der  tlleichung  \      - 

crgiebt  sich  aber,  weil  dx  constant  ist, 

5.    ded^e  -  Syd-'y.  ^  ^  i 

^8o  ist  nach.  4. 

^e  bewiesen  werden  sollte.  '  ^   . 

§.  223, 

Weil  nach  § .  202.  d^  Mittelpunkt '  des  Krninmnngskreises 
einer  Gurve  in  einem  gewissen  Punkte  derselben  immer  auf  der,, 
durch  diesen  Punkt  gebenden  Normale  der  Curve,  und  nach 
§'•  215.  immer  auf  der  concaven  Seite  der  Gu^e  liegt;  so  er- 
giebt  sich  aus  §.  221.  und  §.  222.  unimittetbar  der.  folgende 
wichtige  *Satz :  ^  .*  .  ' 

^  Die  Evolute  ist  jederzeit  der  geometrisch^  Ort 
der  Mittelpunkte  ^d  er  Krümmungskreise  aller  Punkte 
der  Evolvente. 

Mit   Hülfe   dieses  Satzes    lässt   sich  die  folgende   Aufgabe 
auflösen.  ^ 

§.  224. 

Aufgabe.    Aus. der  Gleichung  der  Evolvettle  di« 
Gleichung  der  Evolute  zu  finden. 


I 
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Auflösung.     Die  Gleichung  der  Evolvente  zwischen  recht- 
winkligen Coordinaten^  welche  als  gegeben  adgesehen  wird,  sey 

1.    y(^',3fO  =x  0. 

Ist  nun  sy  der  dem   Punkte  xy   der  Evolvente  entspreohende 
Punkt  der  Evolute;  so  ist  nach  §.  201.,  weil  nach  §.  223.  die 
Evolute  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der  Krümmungs- ' 
kreise  der  Evolvente  ist, 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  Gleichung  1. 
die  Grössen  x%  y;  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  s 
und  y,  welche  die  gesuchte  Gleichung  der  Evolute  ist. 

§.  225. 

Wir  wollen  z.  B.  die  Evolute  der  Cycloide  zu  bestimmen 
suchen. 

Die  Gleichungen  der  Cycloide  sind  nach  §.  192. 

x'  =  r(q)  —  sin(p)f      y'  =  r(l  —  cosfp). 

Also  ist 

Sx'  SS  r(i^  cos(f)d(p9      Sy  =s  r8in(pS(p; 
folglich 

ox         1  —  cos  ff*  ydxj  1  —  COS(p  * 

Ferner  ist  nach  §•  207. 

ygy 1 1 

5j:'*  ""         4rsin4y*  r(l — cos(py  * 

Folglich  sind  nach  ^  224.,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  die 
gesuchten  Gleichungen  4er  Evolute 

Ist  .nun  in  1^%.  29.  ASB  die  gegebene  Cycloide;  so  ver- 
längere taaü  die  Axe  SC  über  C  hinaus,  mache  Cy/=3C5=2r, 
ziehe  durch  A'  eine  Parallele  mit  der  Basis  AB^  nehme  diese 
Parallele  als  Axe,  A'  als  Anfang  der  Abscissen  an,  und  nehme 
die  positiven  Abscissen  von  A'  an  nach  der  linken  Seite  hin, 
die  positiven  Ordinalen  in  dem  neuen  Systeme  aber  wie  in  im. 
primitiven  in  der  Richtnpg  von  unten  nach  oben.  Bezeichnen 
nun  s"y  y"  die  Coordinaten  in  dem  neuen  Systeme;  .  so  ist 
offenbar 

X  :=^  rn  '-'  ä",    y  =  y"  —  2r, 

und  folglich  sind 

rn-^x"  =  r(^4-<xn^),    y" — 2r  =  —  Kt  — cosy); 
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oder 

oder      „  , 

x"^sr[n^(p  —  sin(7i — (p)]y    y"  =  r{l  —  cos{n — fp)\: 

odor,  wenn  wir  n  —  q):=ixp  setzen, 

jr"  =  r(Vf— smi/;),    jf"  =  r(t  — cos  V) 

di6  Gleichungen  der  Evolute  in  Bezug  auf  das  secundare  Sy- 
stem. 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  nun  mit  den  g^benen 
Gleichungen  der  Cycloide ;  so  wird  leicht  erhellen,  dass  £e  Evo- 
lute der  halben  Cycloide  .<^5  eine  ihr  gleiche  halbe  Cycloide  jfA 
in  umgekehrter  Lage  ist. 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  und  Hyperiiel  ist, 
indem  sich  immer  die  obern  Zejlchen  auf  die  Ellipse,  dio  untern 
auf  die*Hyperbtt  bezieben, 

(ary  ±  (by)i  =  (a« +  &«)*> 

oder 

(t)' i  (f)*=  (^- 4)' 

Für  die  Evolute  der  Parabel  findet  man,  wenn  p  der  Parameter 
ist,  die  Gleichung 


J6    (s^^p)» 

^    ~   27  •        p 


9 


oder,  wenn  man  s — 7/»  c=  u  setzt,  die  Gleichung 

^    7"  27p  • 

§.  226. 

Aufgabe.  Aus  der  Gleichung  der  Evolute  die  Glei 
chttng  der  Evolvente  zu  finden. 

Außösung*    Es  ist 

5Y  "      dx'd^y"       *TSx-+fly- 

i  i.  in  der  in  §.  Ü222.  eingeführten  Bezeichnung 

Wy'       "^       /        *  Tdx'^+dy*  ' 
ind  folglich,  weil  nach  §.  222. 


F^f 


>•       • 


ist. 
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Aber  nach  §.  220.     16. 

Folglich 


Bt' 


und  daher  nach  dem  Vorhergehenden 
also  nach  §.  220.     16.  . 

Weü  nan  nach  §*  224. 

X  —  X  "t"  ^^-; >    jr — y     ^ j.        .  9 


oder 


ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

oder  auch,  wie  leicht  erhellen  wird, 

x  =x  —  (a+s) -jjr,   y=y  — (ß+0^- 

Alis  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  gegebenen  Gleichung 
der  Evolute,  die  t//(j:,  y)  =0  seyn  mag,  müsste  man  ar,  y 
eÜminiren,,  um  die  Gleichung  der  Evolvente  zwischen  x,  y  zu 
finden. 


Vierzehntes    Kapitel. 

Differentialformeln  fiir  eb(^e  nnd  sphärische  Dreiecke. 

§•227. 

Die  zur  Bestimmung  eines  ebenen  oder  sphärischen  Dreiecks 
gemessenen  Stücke  sind  wegen  der  Unvollkommenheit  der  bei 
der  Messung  gebrauchten  Instrumente  und  unserer  Sinne  nie  ganz. 
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OD .  Fehlern  frei ;  daher  ist  es  namentlich  fiir  Geodäsie  und 
stronomie  von  grosser  Wichtigkeit,  den  Einfluss  benrtheilen  zu 
önnen  9  welchen  die  Fehler  in  den  gemessenen  Stücken  eines 
)enen  oder  sphäHschen  Dreiecks  ^anf  die  aus  denselben  nach 
rincipien  der  Trigonometrie  berechneten  Stücke  dieses  Dreiecks 
isüben. 

§.  228. 

Wir  weiten  vier  beliebige  Stücke  eines  ebenen  oder  sphä- 
scb^n  Dreiecks  überhaupt  durch  x,  y^  z  und  u  bezeichnen,  und 
ollen  annehmen,  dass  zwischen  diesen  vier  Stucken  die  Glei- 
lung 

tatt  finde.  Sind  dann  s,  y\  %  die  durch  Messung  gefundenen 
Berthe  der  drei  Stücke  or,  ^,  z ;  so  ist,  wenn  u  den  aus  diesen 
/^erthen  berechneten  Werth»  des  Stücks  ^  bezeichnet, 

^zeichnen  wir  nun  femer  die  bei  der  Messung .  der  Stücke 
y  y^  z  begangenen  Fehler  respective  durch  Ax^  Jy^  dz^  den 
IS  denselben  resultirenden  Fehler  -des  vierten  berechneten  Stucks 
irch  Au\  so  ist,  wenn  wir  Jx,  ^y,  Jz^  Ju  als  fositiv  oder 
s  negativ  annehmen,  jenachdem  die  Grössen  x\  y\  z' y  Uy 
*iisser  oder  kleiner  als  die  Grössen  x,  9,  z,  u  sind, 

u  s:^  u  +  Ja 
id 

jr  =  Jf'  —  /4Xf     y  z=:  y    ^^  Jy^     z  =z  z'  '—  jiz,  \ 

u  =  m'  —  ^u; 

Iglich  nach  dem  Obigen 

u'  —  ^u  =  f(x'  -^Jx,    yf  '^Jy ,    z  —  Jz) ; 
50 

Ju  =:f(w  +  JXy    y+^yi    ^-^  ^»)—f(.x,  y,  z) 

id,  wenn  wir 

—  Jm  =  Jx\  —  ^y  =  Jy'y  —  Jz  z£  Jz\  —  Ju  =z  Ju 

tzen, 

Ju'  =  fix'  +  Jx,    y'  +  Jy\  '  z'+Jz' )  -  fix',  y\z'). 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  Jx^  Jy,  dz  und  Au  die 
ihler  in  den  gemessenen  und  dem  berechneten  Stücke,  übrigens 
» Sf,  zyu  die  richtigen  oder  fehlerhaften  Stücke  des  Dreiecks 
zeichnen,  immer 

duzsf(x+/Uf,   y  +  Jy,   «  +  ^«)  —  A»i  V,  «.^ 
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Ist,  wenn  man  nur  wegen  der  Vorzeichen  der  Grossen  äx^  dy^ 
J%j  Ju  die  folgende  Re^l  beobachtet. 

Wenn  x,  y^  z^  %  die  richtigen  Stocke  des  Dreiedks  bexeich- 
nen,  so  sind  die  GN)ssen  dx^  Jy,  Jz,  Ju  pontiv  oder  neffatiy, 
jeDaehdem  die  fehlerhaften  Stöcke  grösser  oder  klmner  als  die 
richtigen  Stücke  sind;  wenn  dagegen  jt,  y,  z,  u  die  fehlerhaften 
Stficke  des  Dreiecks  bezeichnen ,  so  sind  die  Grössen  /Ix,  Jy, 
J%,  Ju  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  fehlerhaften  Stöcke 
kleiner  oder  grösser  als  die  nchtigen  Stücke  sind.  Beapeichnen 
alM  Sy  y,  Zy  u  die  richtigen  Stöcke,  so  werden  die  fehlerhaften 
erhdten,'  wenn  man  die  Grössen  Jx,  Jy,  Jz,  Au  zn  .den  rich- 
tigen Stücken  addirt;  bezeichnen  dagegen  x,  y,  z,  u  die  fehler- 
haften Stücke,  so  werden  die  richtigen  Stücke  erhalten,  wenn 
man  die  Grössen  Ax,  Jy,  Jz,  Ju  zu  den  fehlerhaften  addirt. 

^tf  wird  nach  dem  Vorhergehenden  in  allen  Fällen  erhalten, 
wenn  man,  die  Grössen  or,  y,  z  als  von  einander  völlig  unab- 
hängige  veränderliche    Grössen   betrachtend,    die  Differenz  dei 
Function  /(jt,  y,  z)  nach  Principien  der  D]fferenzenrechnuD{ 
entwickelt  Indess  ist  die  Sache  noch  einer  andern  Ansicht  fähige 
welche  wir  im  folgenden  Paragraphen  entwickeln  wollen. 

§.  229. 
Wenn  u  eine  Function  der  einen  veränderlichen  Grösse 
ist;    so  ist  der  Differentialquotient  -^  bekanntlich  die  Gränze, 

welcher  —   sich  nähert,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  un 

es  ist  folglich  offenbar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  näb 
Jx  der  Null  kommt, 

^u. Bu 

oder 

cx  ox 

* 

d.  i.  dtt  =3  dif. 

Wenn  ferner  u  =;  f(x,  y,  z,  .  ,  .)  eine  Function  der  vo 
einander  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  x,  ^,  ^,  .  •  •  ist 
so  ist,  wenn  wir 

F{a)  =:f(x  +  adXf    y  +  aSy,    s  +  adzj  .  .  .), 

WO  8x9  dys  Sz,  ♦  .  .,  wie  immer,  mit  ^s,  Jy,  Jz,  ••  .  vöüi, 
einerlei  sind,  setzen,  nach  §.  109. 

F{a)  =  F(0)  +  «F'(e«), 

WO  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  oder 

/(«  +  afla?,    y  +  ody»    a+a5»,...)  =/(^i  Vi  »,•••)  +  «F'(?«)i 

folglich  ist 
/(x  +  ttdxy    y  +  a9y ,    «  +  «5«, . . . )  —  /(x,  y,  »,.••)&=  «F'(^o), 
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und  fiur  a  s=  1 


»  ■  •  • 


-^5=5.^'(l?0-:.:;    -:    .^.''':' 


> 


!'.. 


Setzen  wir  der  Kürze  wegen  ''''■  /•<  /  .^  s   . 

■'^«)  =/(^i>  yi»  «i^',T.ft •>•..' s..:.'  •: . :  . 

Betrachten  wir  nun  a?j,  yi»  i^i»-^  l  ;  als  ^Fiinetionen  >Ton  d ^ 


to  IBt 


.1 


Nach  §.  137.  ist  aber,  wenu^  ]jbmei;.;^los3  a  :iJ6.  unabhajq^ 

veränderliche  Grösse  betrachtet  wupd,      .  ,;    •.    f^ 

wo                                            '    *                '    •'    ;•                    ■.'  '•    .•  •■'-■'     *»rl';.--;    ■ 

die  partiellen  Differentialquotrcntea '  von  jP(cc)  in  Bezug  :aiif.  yV|3, 

9, ,  iSi ,  •  .  .  als  veränderliche  Grösse  sind.  Also  ist  n^^h  dem 
Obigen 

und  folglich 


oder 


Ueberlegt  man  nun,  dass 

ist,  und  dass  i^a)  aus  u  entsteht,  wenn  man  für  x,  y,  z,... 
respective  a?i ,  ^i,  «i ,  •  .  •  •  selzt;  so  erhelle  auf  der  Stelle, 
dass  auch  F\a)  aus  du  entsteht,  wenn  man  für  x,  y,  z,  .  .  . 
respective  a?^,  y^,  z^y.,..,  d.  i.  x+aSx^  y -{- ady,  z^adz, . . . 
setzt. 

Folglich  entsteht  F'(q)  aus  9u ,  wenn  man  für  x,  y,  «, . . . 
respective  x  +  qdx,  y  +  Q^y,  z  +  QJ^^9  •  •,  •  setzt,  und  man 
sieht  nun  hieraus,  dass  F\q),  weil.^  eine  positiver  echter  Bruch 
ist,  dem  Differential  du  desto  näher  kommt,  je  näher  dx,  dy, 
cfz  y  .  .  .  der  Null  kommen.  Also  ist  wegen  der  Gleichung 
Ju  =  F'ig)  auch  in  diesem  Falle  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit 

Ju  w=i  du, 
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je  näher  dxy  Sy,  Sz, .  .  .  der  Null  kommen,  ein  Satz,  welcher 
fSr  alle  Anwendungen  der  'Differentialrechnung  auf  Gegenstände 
der  Praxis  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist. 

Da  nun  bei  allen  Messungen,  welche  mit  guten  Instrumenten 
nnd  aller  nur  möglichen  Sorgfalt  von  Seiten  des  Beobachters  an* 
sestellt  sind,  die  Fehler  in  den  gemessenen  Stücken  der  Null 
immer  sehr  nahe  kommen  werden;  so  wird  man  offenbar  die 
Gleichung  zwischen  den  Fehlern  in  den  gemessenen  und  dem 
berechneten  Stücke,  statt  durch  die  Differenzenrechnung,  wie  es 
eigentlich,  , wenn  völlige  Schärfe  verlangt  würde,  erforderlich 
wäre^  mit  einem  hier  hinreichenden  Grade  der  Annäherung  durch 
die  Diinirentiah^cbnük^  ^entwickeln  können.  Man  wird  aisc,  um 
den  Fehler  des  berechneten  Stücks  zu  erhalten,  nicht  Juy  son- 
,dem  vielmehr  du  durch  Differentiation  der  Function  /(o?,  jf,  z) 
entwiciLeln,  wobei  wieder  or,  y,  jp  als  von  einander  ganz  unab- 
hängise  veränderliche  Grössen  zu  betrachten  sind.  Diese  Ent« 
Wickelung,  welche  eine  vortreflBüohe  Uebung  in  derRechliung  mit 
partiellen  Differentialen  gewährt,  und  zugleich  von  grosser  prak- 
tischer Wichtigkeit  ist,  in  allen  Fällen  auszuführen^  ist  der 
Zweck  des  gegenwärtigen  Kapitels. 

Die  richtigen  oder  •  fehlerhaften  Seiten  und  Winkel  •  des 
ebenen  oder  sphärischen  Dreiecks  werden  wir  nach  einer  aus 
der  Trigonometrie  hinreichend  bekannten  Bezeichnungsart  im 
Folgenden  immet  respective  durch  a,  &,  c  und  Ay  B,  C  he^ 
zeichnen. 

A.    Differentialformeln  für  ebene  Dreiecke. 

8.  230. 

Zunächst  kommt  es  darauf  an ,  die  allgemeinen  Fundamen- 
falformeln  der  Fehlerrechnung  der  ebenen  Trigonometrie  zu 
finden. 

Zu  dem  Ende  differenliire  man  die  aus  der  ebenen  Trigo« 
nometrie  bekannte  Gleichung 

a*  =  Ä*  +  c*  —  2hccosA, 

Dadurch  erhält  man  •       % 

ada  =r  (J  —  e  cos  Ä)dh  +  («  —  *  cos  A)dc  +  hcsin  AdAp 

oder,  wdl  bekanntUch 

acosC  +  ccosA  =:  ^, 
bcosA  4"  aco$  B  =  c 

ist, 

ada  ==  acosCdb  4-  acosBdc  -f:  hcsinAdA* 

Difierentiirt  man  ferner  die  ebenfalls  aus  der  ebenen  Trigono- 
metrie bekannte  Gleichung 

asinBzs  hsinA4 
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erhall  man 

>        sinBda  +  acosBdB  sss  hcoiÄdA  -f-  sinAßb 

er 

sinBda  -^  sinAdb  =  hco$A9Ä  —  acosBdB. 

ircb  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben  in  den  beiden  ge- 
ndenen  Gleichungen  erhält  man  nun ,  überhaupt  xlie  folgenden 
eichongen: 

ada  ^  acosCdh  +  acosBdc  4-  bcsinAdA 

1.  ^  hSk  =  bcosAdc  +  bcosCda  4<  ocsinBdB  ^  ^ 
cdc  =-  ccosBda  +  ccosAdb  4-  absinCdC 

sinBBa — sinASb  =±  bcosAdA — aeosBdB 

2.  {  sinCSb — sinBdc  =  ccosBdB^bcosCSC 
{  sin  Ade  —  sfnCda  =  acosCdC — ccosAdA» 

mmt  man  zu  diesen  Gleichungen  die  aus  der  Gleichung 

A  +  B  +  C=s  n 

A  unmittelbar  ergebende  Gleichung 

3.   dA  +  dB  +  5C=0/ 

hat  man  4ie  Fundamentalformeln  der  Fehlerrechnung  der 
enen  Trigonometrie,  die  wir  nun  auf  alle  Fälle,  welche  vor- 
immen  können,  anwenden  wollen. 

§.  231. 
Gegeben  a,  B,  C.     Gesucht  A,  ^,  c. 

Aus  3.  und  2.  erhält  man 

4.    dii  =  —  5ß  —  dCy 

sinBda  —  bcosAdA  4-  aeosBdB 


5.    db  = 


6»    de  == 


5171  il 

sinCdß  —  ccosAdA  4-  acosCdC 


ich  diesen  Formeln  berechnet  man  zuerst  d^y    und  dann  db 
id  de. 

Uebrigens  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  Formel  auch 
iler  der  Form 

sinBda  4-  (bco9A  +  acosB)dB  4-   bcosAdC 


db=z 


sinA 


-     Q  sinCda  4-  (c  cos  A -^  acos  C)  dC  4-  eeosAdß 

Sin  A 

[er,  weil  bekanntlich  , 

bcosA  4"  acosB  =  c» 
ecosA  4"  aeosC  sc  6 
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ist^  unter  der  Form 

.     Q-         »inBßa  +  cdB  4-  icasAdC 

smA  ^ 

'  o     *j  sin  Cda  +  hdC  +  e  cos  AdB 

smA 

darstdUen. 

Die  Verhältnisse  der  Fehler  db\  8c  zu  den  Seiten  b,  c  lassen 
sich  auf  die  folgende  bequeme  Art  darstellen. 

Weü  ' 

sinB  _^    h       sin  C  ^    c 
sinA  "^  ^'    smA  *"  a 

ist;  so  ist 

a  sin  if 

^c  =  +  -: — '  +  ccotAoBy 


a  sin  A 

und  folglich,  weil 


bsinC       ,         üsmB 
c  Ä  — r— =-•    Ä  s= 


ist. 


oder 


si^  £   '  sin  C 

db         Sa    ,      sinCBB       ,        ^    -*j^ 
b  a  sinAsmB 

9e        8a    .      sinBdC      ,  .«„ 

e  a         smAstnC 


I 


c  a  smCsin^B'^  C) 

Setzt  man  also  der  Kürze  wegen  * 

sinC  --  sinB  -„,  /»  •  ^\      »t^ 


so  ist 

o  a 

12.    ii=  il  +  itf'5C  -  NdB. 
e  a 


Zu  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  in  allen  vorhergehenden  For-^ 
mein  8B  und  8C  als  in  Theilen  des  Radius,  d.  i.  der  Einheit^ 
ausgedrückt  gedacht  werden  müssen.     Sind  dagegen  dB  und  d(^ 
in  Secuaicj^  ausgedrückt;  so  muss  man  ii(  die  vorigen* Formel^ 
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statt  8B  und  8C  respective  die  Grössen  Mini" dB  nnd  «tei'  dC 
einführen,  wodurch  ^eselben  folgende  Gestalt  erhalten :  . 

13.    ^  =  if.  +  Msinf'dB  -  Niini"dC, 
b        •  a      • 

c  a 

§.  232. 

Um  den  Gebranch  ier  Torhei^^ehenden  FcMmeh  mi  einem 
Beispiele  zn  erläutern ,  wollen  wir  annehmen ,  dass  man  durch 
Messung  die  Seite  a  und  die  beiden  an  derselben  liegenden  Winkel 
Bf   C  eines  Dreiecks  respeclive  100  Ruthen  und  30*6',  140*8^    * 

f;efunden  habe,  dass  man  aber  aus  der  Natur  der  gebrauchten 
nstrumente,  aus  der  auf  die  Messung  gewandten  Sorgfalt,  über- 
haupt aus  den  Verhältnissen  und  Umständen,  unter  denen  die 
Messung  angestellt  wurde,  zu  schliessen  berechtigt  sey,  dass  die 
Seite  a  wohl  um  2  Fuss ,  der  Winkel  B  um  6',  der  Winkel  C 
um  4'  fehlerhaft  gemessen  seyn  könne,  und  wollen  nun  den  Ein* 
flnss  zu  beurtheilen  suchen,  welchen  diese  Fehler  auf  die  Be- 
stimmung der  Seite  b  ausüben. 

Setzen  wir  a  =  lOOtf,  B  =  SO^G-,  C  =  140»8'  und 
nehmen  an,  dass  alle  gemessenen  Stücke  zu  klein  sind;  so 
müssen  wir  nach  §.  228. 

da  =  2',    dB  =  30(r,    de  =5  2¥r 

setzen.    Folglich  ist 

—  =  0,002. 


Ferner  ist 


logsihC  =  0,8068602  —  1 
logdB      :=:  2,4771213 
log  sin  i":^  0,6855749  —  6 

0,9695564  —  4 

log  sin  B  =  0,7002802  —  1 
logsin(B  +  C)  =  0,2295185  —  1 


/■ 


\ 


0,9297987  —  2 
log.  M  sin  i"  dB  =  0,0397577  —  2 
Msinl"dB  =  0,0109587 

Zo^  I-  coKB  +  ^ )  I  =  0,7641411 

logdC^  2,3802112    • 
logsinl"  =  0,6855749  —  6 


logir-Nsinr'dC)  =  0,8299272  —  3 
Nsinr'dC  =  —  0,0067597. 
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Folglich 

^  s  0,002  +  0,0109587  +  0,0067597, 

4.  i. 

"^  =  0,0197184 

oder  nahe  =  0,02.    Auf  50  Rathea  würde  also  der  Fehler  schon 
eine  ganze  Ruthe  betragen. 

Will  man  db  selbst  finden;  so  moss  man  zuerst  aoso,^,  C 

die  Seite  b  berechnen,  und  muss  dann  den  Bmch  -j-  mit  b  mul- 

tipliciren.     Die  hierzu  nöthige  einfache  Rechnung  fuhrt  man  auf 
folgende  Art. 

loga  =  3/)000000 
log  8in  B  =  0,7002802  —  1 

2,7002802 

log  sin  (B  +  C)  =  0,2295185  —  1 

logb  ==  3,4707617 

log  Ü  =  0,2948717  —  2 

logSb  =  1,7656334 

db  =  58',295  =  5ö,829^ 

Der  Fehler  in  d^  Seite  b  ist  also  unter  den  gemachten  Voraus- 
8etzunge9  sehr  beträchtlich. 

Wäre  a  um  2  Fuss  zu  gross,  B  um  5\'C  um  4?  zu  klein 
gemessen  worden;  so  hätte  man 

a«  =  —  2',  SB  =  300",  de  =  240" 

setzen  müssen,  und  würde  dann 

^  =  —  0,002  +  0,0109587  +  0,0067597 

d.  i. 

^  =  0,0157184 

gefunden  haben. 

Wäre  auch  B  zu  ^oss  gemessen  worden;  so  hätte  man 

da  =  —  2',  aß  =  —  300",  ÖC  =  240" 

setzen  müssen,  und  würde  dann 

^  =  ^  0,002  —-0,0109587  +  0,0067597 
o 

d.  i. 


^    =  —  0,0061990 


^^^^SßfyiO 


den  haben. 
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Wären  alle  drei  Stücke  zq  gross  geniessen   worden;    90 
hätte  man 

5fl  =  —  2',    5B  =  —  300",    de  =s  —  fMT 

setzen  müssen,  nnd  würde  dann 


i.  i. 


ij.  =  —  0,002  —  0,0109587  —.0,0067597 


^  =  —  0,0197184 


gefunden  haben. 

•        >      .      .  ,  ■ 

§.233. 
Gegeben  b,  e,  A.    6esn<^ht  J?,  C,  a. 
Ans  den  Formeln  1.  erhält  man 

.-      A  acosCSb  4"  acosBSc  4-  hcsinAdA 

ID.    fja  =r  ■  ••     '.» 

a 

oder  nach  bekannten  trigonometrischen  Sätzen 

-c      A  (h  —  ccosA)Bh-\'{c  —  hco8Ä)Se+hcsinAdA 

lt>,     Ca  =:  ,>>^  —  -  r=: •  • 

jTja  +  c»  — .2Äcco«ii 

I^erner  ist  nach  den  Gleichungen  1. 

bdb  —  hcoiASc  —  hcosCBa 


17.  5JB= 

18.  5a  = 


ac  sin  B 
cSc  —  ccosBda  —  ecosddb 


ab  sin  C 

Aus  der  Formel  15.  erhält  man  auch 

8a        b         ^  53     ,     c        '      de     .     he     ,    '^-^ 

.y—  =  —  cos  C-r-  +  —  COS  JB. +  — r-  sinAüÄ 

,  a  a  b  a  c'a* 


4-i., 


^   sinBcosC    8b    .  sinCcosB    8e        BinBjinCn , 
s%nA  b   •'       3m^  c  smA  , 


wenn  wir 


,.         sinBcosC      ^       smCcosB      „       sinBsinC 

^  r=  — r?r~^ —  >   V  = — ::7r"3 —  t  ^  = 


setzen, 

r  • 

19.  ii  -=  p^  +  Q^  +  Äa^. 

a  b      \         c 

§.234. 
Gegeben  5,  c,  £.     Gesucht  A,  C^  a* 

Aus  den  Gleichungen  1.  nnd  2.  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

nn     n  bdb — b  COS  Ade — aosinBdB  * 
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21.    dA  SS r 7 ^-^  ' 

b  eo$  A  9 

^  cos  C 

Durch  Sabstitutioii  des  Wertüs  von  da  aus  20.  in  21.  wurde 
man  einen  von  da  nnabbäögigen  Anadrack  von  dA  eriialten 
können. 

§•235. 
Gegeben  a,  h,  c.    Gesucht  A,  B,  C. 

Nach  den  Gleichungen  1.  bt 

*  -        ada  —  4co9Cdh  —  aeosBde 
CA  =s  '  . — : — .  • 

oennA 

Substituirt  man  hierin  die  aus  der  Trigonometrie  bekannten 
Ausdrucke  für  iinA,  comB,  comV  durch  die  drei  Seiten,  für 
«=:4(a4-'^-)-^)9^^  vertauscht  dann  die  Buchstab^i  gehörig; 
so  erhält  man 

^      .  ^         ^aheia  —  (fl»  +  »*  —  c»)  cdl — (fl*  +  c»  —  »>)  Wi? 
33*    C/Ä  =3  ■  -  »-  > 

-.-      Q»  2flJc5i— (fl»  +  h^  — c>)  c5fl  — (**  +  c»  —  a»)fl5c 

24.  C/JB  =   '  TT    "       C  ""^     .      ■      I  , 

4flcf  »(s — fl)(s— Äj(s--c) 

25.  ac  =    ^^^g^g  —  (^*  ■!-  c^ — ^*)  &gg  —  (5»  +  c»  —  fl»)  a^^ 

§.  236. 

Schliff  sind  auch  die  Gleichungen,  welche  man  aus  den 
FundamentaUbrmeln  1.  und  2.  erhält,  wenn  man  zwei  Stücke 
des  Dreiecks  als  richtig  bestiinmt  annimmt.  Man  kann  aber  als 
richtig  bestimmt  annehmen; 

!•  Eine  Seite  und  einen  anliegenden  Winkel. 

2.  Eine  Seite  und  ihren  Gegenwinkel. 

3.  Zwei  Seiten. 

4.  Zwei  Winkel. 

Diese  vier  Fälle  wollen  wir  nun  nach  der  Reihe  durchgehen. 

§.  237. 
Richtig  bestimmt  a,  B. 

Nach  der  Annahme  ist  Sas=dB  s=z  0.    Weil  nun  nach  3. 

dA  +  dB  +  dC=z  0 
ist ;  so  ist  in  diesem  Falle 

dA  +dCaOf    dA:A"^  dC. 
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as  den  Gleicbungen  1.  und  2.  ^hält  man  ferner  für  da  =s 
3  =  0 

bdb  =r  bcosAdcf 
—  BinAdh  =  bcosABA.  r 

olglich  hat  man  zwischen  56,  ScydAySC  die  drei  Gldchan- 
5n  , 

26.    \  Sb  =2  cosAde 

bSA  SS  -^  tahgABb 

;      t     > 

ittelst  welcher»  wenn  ii^end  eine  der. vier  Grossen  db,  de, 
4,  SC  bekannt  ist,  jederzeit  die  4rd  übrigen  leicht  gefunden 
erden  können. 

r 

§.238: 

'.  * '  '       ■  .  "  ■  -  .    •        •  .  , , 

R i;C.b tig   bestimmt    ^y  J» 
In  diesem  Falle  ist  Sa  ^=2  dA  s=s  0.    Welt  nun  nach  3. 

djt  +  dB  +  de  =z  0 
t;  so  ist  in  diesem  Falle 

dJB  +  de  =  0,      5B  =  —  da 
US  den  Gleichungen  L^iind  2.  erhält  man,  für  da=di4=0 

0  =s  aoosCdb  -|-  aeosBdcp 
—  «iitil  db  =s  ^~  acos  B  dB. 

)]^lich  hat  man  zwischen  d6,  de,  djff,  dC  die  drei  folgenden 
leichungen: 


'    :     ..7 


27, 


dBz==^^  de 
cosBdc  ==  —  cosCdh 
acosBdB  S2  iinAdb, 


Ittelst  welcher,  wenn  eine  der  vier  genannten  Grössen  gegeben 
t,  die  drei  andern  jederzeit  gefunden  werden  können. 

Die  letzte  dieser  vier  Gleichungen  lässt  sich,  weil 


tinA  =  -T-  sinB 


t,  auch  unter  folgender  Form  darstellen: 

28.    bdBsBtangBdb. 
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§.  239. 
Ri  chtig   bestimmt    a,  b. 

In  diesem  Falle  ist  da  t=s  db  =s  0.     Also  ist  nacl 
und  3. 

dA  -h  3B'+  de  rs  0, 

0  =  acosBdc  4-  besinädAf 
0  =  bcosAdc  4-  oQnnBdB, 
cde  =  absiTLCdCf 
0  =  bQOMAdA  —  acoiBdB; 

oder  ... 

-—  htnnAdd  ^  aeoiBdCf 
—  aciinBBB  sz  bcosAdcf 
cde  =  abiinCdCf 
acoiBdB  =  bcosAdAm 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  aber  abkürzen.     Es  ist  i 
^  l^enn  man  in  der  ersten  Gleichung  auf  beiden  Seiten  m 
multiplicirt,  und  dann  mit  comB  dividirt, 

<—  betin AtangBöA  =s  osinBdc» 

/ 

Aber  bekanntlich 

bsinA  =  asinB,         » 

Also  durch  Division 

—  ctangBdA  =z  de, 

und  ganz  eben  so 

—  ctangAdB  :^  5c. 

Ferner  ist  aus  der  dritten  der  vier  obigen  Gleichungen 

de  =  a.  5iil?5C  =  b.  2?^5C  =  oiinBdC  =  bsinAc 
c  c 

utod  endlich  aus  der  vierten  Gleichung 

asin  AsinB  cos  BdB  ==  bsin  AsinB  cos  Ad  Ay 
asinB  tangA  dB  :=  bsinAtangBd  Ay 
fang  A  dB  =  tangBdA. 

Also  hat  man  jetzt  folgende  Gleichungen :  \ 

dA  ^  dB  +  dC  =  0, 

—  ctangBdA  =  dcy 
29.    {         —   CtangAdB  =  dcy 

de  z=f.  asinB  de  =  bsinAdCy 
tangAdB  z^  tangBdA. 


SinB 

""• 

b 

> 

SinB 

sinC 

= 

b 
c 

» 

sinC 

_ 

e 

• 
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§.  240. 

Richtig    bestimmt    Jy  B, 

In  diesem  Falle  hl  SJ  ^=  SB  =z  0  ^   folglich  wegen  der 
Gleichung  3.  auch  dC  =  0,  und  daher  nach  1.  und  2« 

Ida  =  cosCdb  •\;'  cosBdc, 
c)b  =  cos  Ade  +  eosCdof 
Sc   =  coiBSa  4-  cos ASb% 

iinBSa  —  sinASb  =0, 
sinCM  -^sinB8c  =  0, 
sin  ASc  —  »in  CSa  =  0;  •  ; 

Sa         sin  A  a 

Sb 

Fc"^ 

Sc  _  

ca    '    sinA 

3L    bSa  =  aSbf    cSb  =s  bSc^    aSc  =  cSß* 

B.     Differentialformeln  für  sphärische  Dreiecke* 

§.  241. 

Zunächst  kommt  es  hier  wieder  auf  die  Differentiation  der 
I**undamentalfdrmeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cosa  =  cosbcosc  -f-  sinb  sine  coi  A  ^ 

sin  A  sin  b  r=  sinB  sin  a, 

cosA  i=s  — >  cos  B  cos  C  4"  sinB  sin  C  cosa 

Die  erste  giebt  durch  partielle  Differentiation 

Sin  aSa  =  (sin  b  cos  c — cos  b  sin  ccosA)  Sb 
+  (cosb  sin  c  —  sin  b  cos  e  cos  A)  Sc 
+  sin  b  sine  sin  AS A. 

Da  aber 

.         eosa  —  cosbcosc 

cos  A  =:  .    ,    ■ 

sin  0  sm  c 

ist;  SO  ist  der  in  Sb  multiplicirte  Factor' 

^^    sinb^cosc  ^^cos  a cos b^cosb^coic 
"^  sin  b 

cosc  —  eosa  cosb  .  ^ 
=:  sin  a  cos  (7 


sinb 

und  ganz  eben  so  ist  der  in  Sc  multiplicirte  Factor=s«tii«c«t  B, 
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Da  nan  auch 


sinbsinA    ■_     .    _ 


stna 


ist;   80  erhält  man,  wenn  man  zugleich  die  Bnchstaben  gehöri; 
vertauscht : 

Sa  =  cosCdb'^'CoiBdc'i'UneiinBdAf 

I.    \  db  =  eosAdc'\'Co8CSa  +  sina  ainCdB, 

de  =  cosBda  +  eosAdb  -f  sin  b  sinAdC. 

Aus  der  zweiten  Fundamentalgleichung  der  sphärischen  Trigono-   / 
metrie  erhält  man  augenblicklich  durch  Differentiation: 

f  in  A  coi  bdb  +  cos  A  sin  böA  :=  sin  B  cosaSa  4-  cos  B  sin a8B, 

2.    (  sinBeoscSc  +cosBsincdB  =  sin  C cos  bdb  -f*  cosCsinbdC, 

sin  C cos  a  da  +  cos  Csin  adC  zrs  sin  A  cos  cdc  4-  coi  A  sin  e  dA» 

Aus  der.  dritten  Fundamentalgleichung  der  sphärischen  Trigono- 
metrie ergieht  sich  durch  Differentiation 

—  sin  AdA  =  (eos  a  cos  BsinC-^  sin  B  eoi  C)  SB 
+  (cos  a  sin  BcosC-\-  cos  B  sin  C)dC 
—  sinasinBsinCBa^ 


woraus,  wegen 


/ 


cos  A  Ar  cos  B  cos  C        sin  a  sin  B    ^      ,    , 

co$a  = ■    p   .   ^ t    : — r—  =s  »mo, 

smBsinC  smA 

ganz  wie  oben  erhalten  wird: 

—  8A  =  coseSB-^^cosbdC — sinbsinCdoy 
B.  ^  —  SB  =:  cosaSC-\-cosc8A  —  sincsinASb^ 

—  Sc  =  cos  bSA  -(-  cosoSB  —  sin  a  sinBSc* 

§.  242. 

Gegeben  a,  b,  c.     Gesucht  Ay  By  C. 

Nimmt  man  an ,  dass  J,  B,  C  aus  a,  by  c  berechnet  tini'f 
so  ist  nach  1. 

Sa  —  cos  CSb  —  cosBSc 


SA  = 


sine  sin  B 


A     I    *\^  Sb-r-cosASe  —  cosCSa 

*'    {    SB  Z=i   : -r-p? , 

sm  a  sin  C 

Q  ^  Sc  —  cos  BSa  —  cos  ASb 

smostnA 


I 
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tzt  man  nun  statt  der  trigonometrischen  Functionen  der  Winkel 
re  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  bekannten  Ausdrücke 
rch  die  Seiten;   so  erhält  man  für 

(co8  a  —  cos  h  cos  c)  sih  a  =r  2Cy 
(cos  h  —  cos  c  cos  a)  sin  b  =:  fBf 
(cos  c-^  cos  acosb)  sine  =  Q. 

ad  4(a  +  &  +  c)  =  t  leicht 

sin  a  sin  b  sin  cda  —  ^Sb  —  SBdc 


dA  = 

6.)  (  BB  = 

SO  = 


2sinbsin  Cfsins  sin(s — d)sin{s — b)sin(s — c) 

sin  a  sin  b  sin  cBb  —  TCdc  —  (^da 

2sin  a  sincfsins  sin(s — a)sin(s^b)sin(8 — c) 

sin  a  sin  b  sin  cBc  —  83(^a  —  TüSb 

— "  -"^.^ 

sin  s  sin(s — d)  sin^s—b)  sm(s  — c)    . 


§.  243. 
Gegeben  b,  c,  A.     Gesucht  B,  C^  a. 
Nach  1.  ist 

6.    Sa  =  cosCSb'\-cosBdc'\-sincsinBdÄ. 

^rner  ist  nach  1. 

Sb  —  cos  ASc  —  cos  Cda 


8B=: 


sin  a  sin  C 
Sb  —  cos  ASc —  cos  CSa 


sine  sin  A 

3tzt  man  hierin  für  Sa  seinen  Werth  aus  6.  und  vertauscht 
tnn  die  Buchstaben  gehörig;  so  erhält  man 

^  „  sin  C^Sb  —  cos  a  sinB  sin  CSc- —  sin  e  tin  B  cös  CSA 

dB   =    : ; — ^ • 

iincsmA  ' 

7.     ( 

^  iin  B  ^Sc  —  cos  a  sinBsinCSb —  sin  b  cos  B  sin  CSA 

^^  = ' Iin  b  sin  A 

§.  244. 
Gegeben  a,  JB,  C,     Gesucht  Ay  b,  e.  . 
Nach  3.  ist 

8.    SA  =  iinbiinCSa-^coicSB-^coibSC. 

erner  ist  nach  3. 

Sb  4-  cos  aSC  +  cos  cSA 


Sb=z 


sine  sin  A 


^     Sb  +  cos  aSC+  COM  cSA 
""  sin  a  iin  C 

2Ö* 
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Folf^eh  crliiUt  man  saeh  euwM  ganz  ähnlidi«  Yttbinm-wn 
im  vorigen  Paragraphen 

I   €r#  =:  . : — ^  — —  , 

_      I  smasmC  ' 

■"  MinasinB  *' 

§•  245. 
Gegeben  ^,  £,  C      Gesucht  a,  6,  r. 
Nach  3.  ist 


'öa  = 


.  sin  6  sinC 
^#^     /    n.  C'B4-cot^cfC-{-co8ef)A 

10.     <    ^ft    =:    : : : — 3 

^  vC  +  f  o»  Ä  f^^  +  €0»  a  BB 

de  =  


tin  a  sin  B 

Setzt  man  nnn  für  die   trigonometrischen  Functionen  der  Seiten 
ihre  bekannten  Ausdrücke  durch  die  Winkel ;  so  erhält  man  ßr 

(coi  A  +  COM  B  eoi  C)  tin  A  =  7C', 

{co%  B  +  CO«  Ceo%  Ä)  $in  B  =  §ß\ 

(eot  C+  cos  A  coi  B)  sin  C  =z  (5* 

und  ^{J  +  B+C)  =  S  leicht: 

o  sinAsinBsinCdA+a^SB  +  B'aC 

da  = ,  , 

25inBsin  Cj  -^cos  S cos{S—A)cos{S-'B)cos{S^C) 

.     g^_  sin A sin B sin  CdB  +  Xc^C+^dA 

2sin  A  sin  cY—cos  S  cos(S^A)cos{S'-'B)cos(S-  C)  ' 
n  sinAsinBsinCdC^^'dA^XBB 

2sm  A  sinBY—cos  S  cos{ß'-A)cos{S''B)cos{S—C) 

§.   246. 

Gegeben  a,  i^,  j^.      Gesucht  B,  c,  C. 
Nach  2.  und  1.  ist 

n  „  sin  A  cos  bSb'\-  cos  A  sin  b  BA  —  sin  B  cos  a  Sa 

dB  = -—, , 

cosB  sm  a 

Sa  —  cosCSb  —  sincsinBSA 


12.    {     Sc   = 

5c  = 


cos  ß 

Sc   —  cosBSa  —  cos  ASb 
sin  b  sin  A 
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§,  247. 

Gegeben  a,  A^  B.      Gesucht  6,  Cy  e. 
Kacb  2.  und  3.  ist 

^  -  sin  B  COM  acia-Ar  cos  B  sin  a  djB —  cos  A  sin  b  BA 

ob  = : — 3- T^ ^, 

smAcosb  ' 

^•»      i     r\^          '^  ^-^  —  COS  c  dB  4r  »in  b  sin  C da 
13.    <     f^C  =   


ac  = 


r?(7  +  cosbdA  +  cos  a  dB 


sin  a  sin  B 


§.  248. 

Richtig    best  iin  m  t    üf  B. 

Für  da  =  di?  =  0  geben  die  Fundamentalgleichungen 

db  =  ccsAde, 
stn  ^  cos  bdb  >{»  cos  A  sin  b  dA  =  0^ 
.  —  BAzs.  cos  b  de. 

ividirt  man  die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  durch  eoiAeoib; 
I  erhält  man 

Idb  =  cQsAdcf 
tangAdi  =  —  tangbdA, 
^dA=:co9bdC 

ittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich ,  wenn  eine  der  drei 
rossen  db,  de,  dA,  dC  gegeben  ist,  jederzeit  die  drei  andern 
iden, 

§.  249. 

Richtig    bestimmt    a,  A. 

Ffir  da  s=z  dA  =2  0  geben  die  Fundamentalgleichungen 

0  =  cosCdb  4*  cosBdCf 
sind  cos  bdb  =  cosBsinadBf 
0  =  coscdB  +  cosbdC. 

a  die  zweite  sich  auch  unter  der  Form 

.  n.         cosBsina  ^-^        cosBsinb^- 

cos  beb  s= r-T — dB  =  *■'  ' .    ^ — dB 

smA  smB 

abreiben  lässt;  so  werden  diese  Gleichungen 

cosBdc  =  —  cosCdbf 

« 

15«    {    lang  Bdb  =  tangbdB, 
coscdB  r=  —  cosbdC. 
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§.  250. 

Richtig    bestimmt    «r,    b. 

Für  da  :=s  Sb  ^=  0  geben  die  Fandamentalgleichungen     1. 
uod  2. 

0  =  coaBde  -(-  sineainBSAy 
0  =  cos  Ade  '{■'  3in  a sin  CdBp 
dc^ainbsinAdCy 
cosAsinbdA  =:  cos B sin a dB; 


oder 


0  =  ^c  -]-  sinctangBdA, 
0  =  ßc  +  sine  fang  AdBf 
de  ziz  sinbsinAdCf 


sina 


also 


cos  Ad A  =  eosB'  .    .■  ÖÄ  =3  sin  A  cot  B  dB; 

smo  * 


16. 


5c  =  —  sinctangBdA, 
de  ^s  —  sine  fang  AdBp 
de  =  sinbtinÄdC^ 
cot  Ad A  =  cot  B dB. 


§.  251. 

Richtig    bestimmt    .^,  JS^. 

Für  dA  =  dB  szs  0  geben  die  FandamentalgleichuDgen     i^* 
und  3. 

sinAcosbdb  =  sinBcosadop 
0  =  eosbdC'^sinbsinCda^'  • 
0  =  cos  ade — sine  sin  Adbf 
de  =  sm  a  sin  B  de  ; 


oder 


also 


.    n  costab  =    .    ,   cosbob  =  cosava 
smB  smb 

0  =  5C  —  f  fln^  Ä  sm  C5fl, 

cos  a  cos  a 

de  ^s  sin  a  sin B  de; 


17, 


cot  ad a  =  eotbdbf 
de  =  f  an^  6  sin  C  da, 
f^C  =  longa  sin  edb^ 
de  zs  sin  a  sin  B  de. 
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Erstes    Kapitel. 

Allgemeine  Begriffe   und   Sätze» 

a 

bis  sey  X  eine  beliebige  Fanction  der  einen  unabhängigen 
veränderlichen  Grösse  x.  So  wie  man  nach  dem  DiiSerential- 
[uotienten  dieser  Function  fragen  kann;  so  kann  man  auch  um- 
gekehrt eine  Function  von  x  2u  finden  verlangen,  deren  Difieren- 
ialquotient  die  gegebene  Function  X,  oder  was  dasselbe  ist, 
leren  Differential  die  Grösse  Xdx  ist.    v. 

Jede  Function,  deren  Differential  die  Grösse  Xdo?  ist,  durch 
leren  Differentiation  man  also  diese  Grösse  erhält,  heisst  ein 
Dtegral  von  Xdx,  und  wird  im  Allgehieinen  dadurch  bezeich« 
let,  oass  man  der  Grösse  Xdx  das  Zdchen  /*,  welches  in  die- 
ler  Beziehung  das  Integralzeichen  genannt  wird,  vorschreibt, 
;o  dass  aiso  fXdx  eine  Function,  deren  Differential  Xd^  ist, 
!•  h.  eine  Function  voa  solcher  Beschaffenheit,  dass 

dfXdx  =  Xdx 
sty  bezeichnet. 

Aus  vorstehender  Gleichung  sieht  man  auch,  dass  das  Diffe- 
rential- und  Integralzeichen,  wenn  das  erstere  vor  dem  letztern 
(teht,  sich  jederzeit  gegenseitig  aufheben« 

Es  würde  leicht  seyn,  den  vorhergehenden  Begriff  des  Inte- 
grals auf  Functionen  mit  mehr  als  einer  Veränderlichen  Grösse 
;a  erweitern.  Für  jetzt  wollen  wir  aber,  so  lange  nicht  etwas 
anderes  besonders  bemerkt  wird,  immer  bloss  Functionen  mit 
iiner  veränderlichen  Grösse  betrachten. 

Die  Wissenschaft,  welche  sich  mit  der  Entwickelung  der 
ntegrale,  d.  i  mit  der  sogenannten  Integration  aller  Arten  von 
Differentialen  beschäftigt,  ist  die  Integralrechnung« 

§.'  2. 

Die  Integrale  sind  nicht  wie  die  Differentiale  völlig  bestimmte 
jrrössen.  Ist  nämlich  f(x)  ein  Integral  von  Xdx,  ^o  dass  also 
^(x)  =  Xdx  ist;  so  ist,  weil,  wenn  C  eine  ganz  beliebige 
Konstante  Grösse  bezeichnet,  nach  D^  §.  38. 

1* 
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ist ,  auch  f{x)  -|-  C7  ein  Integral  von  X9x ,  und  es  folgt  also 
hieraus,  £iss,  wenn  man  auf  irgend  einem  Wege  ein  Int^ral 
eines  Differentials  entwickelt  hat,  zu  diesem  Integrale  immer 
noch  eine  constante,  von  j^  also  unabhängige  Grösse,  die  aber 
übrigens  an  sich  ganz  willkührlich  ist,  und  der  daher  jeder  be- 
liebige Werth  beigel^  werden  kann,  addirt  werden  muss. 

Ist   Y  eine  beliebige  Function  von  x  und  also  dY  deren 
Differential;    so  ist  nadi  dem  Vorhergehenden  immer 

und  iliatt  sieht  also  hieraus,  dass  auch  dann  das  Differential-  nnd 
Integralzeichen  sich  immer  gegenseitig  aufheben,  wenn  das  letz- 
tere vor  dem  erstem  steht,  nur  dass  man  in  diesem  Falle  za, 
der  nach  gegenseitiger  Aofhebiing  der  beiden  Zeichen  erhaltenen 
Function  immer  noch  eine  wülkütuüche*  Constante  addiren  muss^ 


.1.. 


§3. 
. ':  Wenn  iiberfaanpt 

fXdx  =fix)  +  <? 

ist;  So  lieiM  die  Differenz  '       . 

zwischen  d^i  beiden  Werthen,  welche  unser  Integral  fur^==>i 
ufid.o?  =r  ^  erhält,  das  zwischen  den  Gränzen  a  undi^ 
p4er  das  von  x  t^i  a  bis  :r=  b  genommene  Integral  v^ 

Xdx  bezeichöet. 

Da  aber  offenbar  ' 

{/(*)  +  C\  -  {/(a)  +  C)  ^f(h)  ^f^ä) 
ist;  60. ist  auch  - 


/. 


Xdx  ^  fih)  ^  f{a)., 


und  man  sieht  aUo  hieraus,  dass  aus  jedem  zwischen  bestinuDteit 
Gränzen  genoiqmeneD  Iptegrale  die  wiUkührliche  Constante  gafl£ 
verschwindet,  und  dass.  also  ein  solches  Integral  jederzeit  Ätt 
völlig  bestimmte  Grösse  ist.  Man  nennt  daher  auch  jedes  zwi- 
schen bestimmten  Gtänzen  genommene  Integral  ein  bestimmtet 
Integral. 

Weil 

ist;,  so  ist  offenbar  immer 

f  'Xf)x  =  -  f^'xdx. 
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•  WeU  ferner:.-  ■_  .      •._•:■•;:  ' ;•.:•■■''  -^    ''    ■•    '■    '■ 


;srö*=s/(c)-./(i), 


i.l  <         '  '• 


TV  • 

ist;  so  ist,  wie  man  durch  Addition  dieser  Gleiehungen  leicht 
finde**  .  •    ...^"-^  .:.  .     >::^•    ■'    '    ^'  »  *.-^  'r'-  ' 

=  f\dx  +  f'^di'4^t%C8i4L'^nXfix-\-f^Xdßr, 
d.  i.  immer  '•  ' 

Bemerkt  zu  werden  verdient,  dkss^man,  um  das  Integral 

zwischen  den  bestimmten  Gränzen«  a  ijnd   b  zu  nebinietf,^  nbcH 
auf  eine  andere  'Art  wie  vöt^r-jrerfs^eA  kann. 

Man  besUmme  ^mUch^'i^telst  der  Gleichung 


^■■■■-    m^cd:b  "^-  ■•  -'   '■"- 


die  willkührliche  Conslante  C  so,  dass  das  gegebene  Integral  für 
j:  =  a  verschwindet;  so  erhält  man  C  =  — /C»)^  und 

bt  also,^  wie  auch  auf  der  Stelle  \n  die  i\[pgen  JgiiUj:  ^er  für 
a;  :?=  a  verschwindende  \Verth  u^sers  IntjBgr^ls.  oetzt  man  nun 
in  dem  Ausdrdcke  *  '  "  •    =      '    '      '  . 

or  =  Ä;  so  erhält. man  die  PifiTel^eiiz  .     ,    ^ 

d.  h.  das  iK^ischen  den:  Gränzen  a  und  b  gjbnomlnene  Integral 

yop  Xdx*  oder  /    Xdx.      Mai^  sieht  also  hieraus,    4fiss  mau 

das  Integral  /X^jr  andi  so  «wischen  den*  Gränzefll  a  und  b 
nehmen  kann,;  d^^^^nii^ii  $nmi  #e  wilUäihrliehe  Conatänta  so 
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besUmmt,  dass  das  Integral  far  x=za  verschwindel,  nnd  in  dem 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Werthe  des  Integrals  dann  s  =  i 
setzt. 

Der  für  f j?  C3  a  verschwindende  Werth 

dcfs  Integrals  von  Xdx  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 
nichts  anders  als  das  zwischen  den  Gränzen  a  und  x  genommoie 

Integral  von  Xdx,  und  kann  also   durch    /    Xdx  bezdchnet 

werden.    Den  für  jr  =  0  verschwindenden  Werth  des  Inti^grals 

von  Xdx  kann  man  folglich  durch  /    Xdx  bezeichnen« 

Lehnatz»    Wenn  X  eine  Function  von  x,  a  eiae 
constante  Grösse  bezeichnet;  so  ist  in^mer 

faXds  =5  afxdx  +  C. 

Beweis.     Weil  .nach  bekannten  Sätzen   der  DiffiBrential- 
rechnung 

B[nfxdx  +^  Cf  ca  aBfxdx  ss  aXdx 

ist;  SO  erhellet  die  Richtigkeil  des  Satzes.  ^ 

§.  5. 

2Suiatz.    Unter   denselben  Voraussetzungen  wie 
vorher  ist 

aXdx  =  «/    Xdx. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit. 


r  » 


§.6. 


Lehrsatz.  Wenn  Xy  X^^  X^^j  .  .  •  X,  Functionen 
von  Xy  dagegen  a^y  cc,,  *  •  •  ^»  constante  Grössen 
bezeichnen,  nnd 

ist;    so  ist 

Beweis.  Weil,  wie, man  nach^'bekannteh  Sätzen  der  Dif- 
ferentialrechnung leicDt  findet,  das  Differential  der  Grösse  auf 
der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der  zu  beweisenden 
Gleichung 

»iX^dx  +  a^Xjdx  4-  a^X^dr  '^  ^. ,  ^  »mXnd^i 

d.  i.  Xdx  ist ;  so  erhdlet  die  Richtigkeil  des  Satzes. 
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§.7.  ■.:    :••    ..  •  •;    ■ 

Zusatz.     Utttci^  deli&eiben^  Vo^ra^i^seizaBgeu   wie 
vorher  ist  •        . 

Der  Beweis  dieses  Salzes  hat  nfcht  die  mindeste  Schwierigkeit. 
Lehrsatz.    Wennv.die  Grössen 

,    Uq  I  U^  y  U2  9  Uji  >  U4 1  •  •  •   * 

Fanctionen   von  o?  sind,    und   eine  £ür  jedes  x  von  ' 
X  =.a  bis  X  =i  6  G)i^ny§rgireii^46Heihe:bilde^9   defren 
Summe  •  i«t;  sör^^il^QA  auicb.  di^JjQtegr^lp 


fSr  jedes  x  von-;r  s=?!a  bis  x.  r^  t<eine  ci^ii vergären  de 
Reihe»  und  die  Stupine  dieser  Reibe'Jst  /  .sdx^  oi^hx 

wenn,  indem  wir/uns  der  in'  D»  §;  11?.  eingeführten 

Bezeichnung  bedienen^  '•     « 

■     .,'  ^    .  .   .     ■   •      ■'.  — 

«  T=  Wo  +  tt^  +  Ua  +  M3  4;.»*4  +  •  •  »  •    , 

I    '--•■-'    i ,  •     •.■■-••-■.•-•■/  ^'  '■  rk  . 
.     .  {a  =;.^  =  i},^  -       :  ...  '..'    ..•:,; 

ist;  so  ist  immer 

«5af  =  #     UflSd?  4"  /     ußx  +  /     Ä2^^  +  /     U3Ö*  +  •  >\ 

a  •/«  «/«,  •/«  «/a 

{a  =  a?  ==  ^1 .  1^ 

Beweis.    Sey 

js  =3  Uq  +  M4  +   M2  +  "3  +  •  •  '  +  "«— t  4"  ffn(x); 

so  ist  nach  §.  7. 

s8x 

yr%jf  /»ar  /•  ar  .  px  px 

a  «/a  »/«  '■  •/«  t/a 

Setzen  wir  nun  überhaupt* 
^0  ist 


i. 
I«  .  ■      .     ■ 

I 


/. 


(fn  (x)dx  =  /i,  (j?)    —  fn  (fl)  . 
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Nach  D.  §.  110.  I.  ist  aber 

oder,  weilfn(f)  =  9»(*)  ist, 

wo  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 
Also  ist  • 

und  folglich 

/*  /**  /*'  /** 

I  Ja  J  ^  ^^I<*.  ' 

Weil  nun  nach  der  Voranissetzniig  die  Reihe  tf^,  ti|,  tc,» 
«»j5  «^4>  •  •  •  .  fiir  jede^«  von  J^3b  W'bis  a^=  b  convergtrt}' 
so  nähert  sich,  für  jedes  x  yqvl  x  ,s=  «,bis  x  ==^69  die  Grösse 
g>n(j^)9  wenn  n  wSchst,  der  Null,  tlnd^ann  derselben  beliebig 
nahe  gebracht  werdijn,  wenn  man  nur  n  gross 'genug  nimmt. 
Dii  Grösse  «  + f(a7>^'i»)  ist,  weil  p  ein  positiver  echter  fihid> 
ist,  für  jedeiSi  äf  von:r:^  a  bis  jKr=s6,  wie  leicht  erhellen  wird,- 
imixikt  zwischen  a  \iiii  b  enthalten,  d.  h.  immer  grosser  wie 
die  kldnere,  kleinet  wie  .  die  grössere  dieser  beiden  Grössen. 
Also  nähert  sich,  wenn  n  wächst,  für  jedes  x  von  x  =s  a  his 


...  •  I 


nimmt.    Daher  Jst 

a  %f  a  Ja  J  tt  %/  a 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.9. 
Zusatz.    Wenn 

»  =  Mo  +  U,    +  U2    +   Uj  +  U4  +  .  .  .  .  ' 

ist;    so  ist  auch  ,       ^ 

«  Ja  Ja'  Ja  Ja 

I   ö  <  *  =  Ä  I 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  in  §.  8.  be- 
wiesenen Satze. 


Allgemeine  Begrifie  mid  fi^e*  ^  9 

8.  io.     • 


■ "  I' 


Der  Begriff  des  Integrals  lässt  siqh  auf  folgende  Art  noch 
VFeitem. 

•  • 

Man  versteht  nämlich,  wenn  wiedet  X  eine  FiihcAion' roik 
bezeichnet,  überhaupt' nnt^  dem;  Inf^hil.  von  Xdai^  eitefiFun- 
on  von  d7,  deren  ntes  Differential  Xda^  ist,  und  be|^äcb9et, 
m  hier  wenigstens  geschehen  seil,  ein  solches  Integp^' dibt£ 

Kdaf^^  so  dass  also  für  jede  durch  dieses  Symbol  beBeicbneie 
mction 

n 


Man  kann  iibrigens  dai  ^IntegEab/^j^*  immer  bloss  durch 
wohnliche  Integrale  ausdrücken,  «indem  sich  nämlich  leicht 
igen  lässt,  dass  immer  ^  *   .. 

n 

9  die  Anzahl  der  Inte^lzeichen  auf  der  rechten  Seite   des 
eichheitszeichens  ==  h  ist,  d.  h.    '. 

2  ', 

.       .      fxdxy  ti=:  ßx  ß»  f&ds^ 

fxdx*  z=::ßx  ßw  ßxfxdtc^ 

'  $■        . 

fxdx^  =  ßxßxßx  ß%  fx&x, 

11.  8.  W. 

isetzt  werden  kann. 

'      .>         ... 

Um  dies  zu  beweisen^  wird  es  hinreichend  seyü,  bloss  die 
rösite  .     '  ,   .         .         '  • 

ßxßxßx  fXdx 

L  betrachten. 

Durch  successive  Differentialion  «rhält  man  leicht 

dßxßxßx  fxdx  z=z  Sxßx  ßx  fxBx, 
Blßx  ßx  ßxfxda^  =  ^x ,  Sßx  ßx  fxdx = Bx^ßx  fxdx , 
d'^ßx  ßxßxfXdx  Ä  Bx^.  Bßx  fxBx  SS  Bai^  ßcBs, 
BßxßxßxfxBx  =  Bx^ .  BfxBx  =  X3x\ 

Iso  ist 

ßmßxfdafxdmr 
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wirklich  eine  Function,  deren  viertes  Differential  Xdx*  ist,  und 
man  kann  folglieh 

fxSx^  =:ßxfdxßxfxdx 
setzen,  wie  bewiesen  worden  sollte. 

Bei  jeder  der  n  dnt  einander  folgenden  Integrationen,  durch 

welche,  hiernach  das  Integral  fxdx*  erhalten  wird,  muss  immei^ 
eine  willkührliche  Constante  eingeführt  werden,  so  dass  also 
dieses-  Integral  jederzeit  im  Allgemeinen  j»  willkährliche'  Con- 
stanten enthalten  wird. 


Zweites    K|tpiteL 

Yen  der  Zerlegung  der  gebrochenen  rationalen  algebraischen 

Functionen  in .  Fartialbfiiche. . 

-'.."■§.■  ii.  '    ..'■.• 

Die  Zerlegnng.der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Fon-. 
ctionen  in  sogenannte  Partial-  oder  einfache  Brüene.  ist  zwar  nur 
eine  Hiilfsoperation  der  Integralrechnung,  für  diese  Wissenschaft 
aber  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  wir  in  derselben,  ohne 
die  in  Rede  stehende  wichtige  Operation  voUstän^g  kennen  ge- 
lernt zu  haben,  keinen  Schritt  weiter  gehen  können. 

Im  Allgemeinen  bemerken  wir,  dass  wir  im  Folgenden  bloss 
sogenannte  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen, 
d.  h.  solche  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen  be- 
trachten werden,  deren  Zähler  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  einem  niedrigem.  Grade  wie  der  Nenner  ist.  Dass 
dadurch  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht  im  Mindesten 
beeinträchtigt  wird,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  jede  unechte  ge* 
hrochene  rationale  algebraische  Function,  deren  Zähler  eine  ganze 
rationale  akebraische  Function  von  einem  höhern  oder  von  dem- 
selben Grade  wie  der  Nenner  ist,  mittelst  gemeiner  algebraischer 
Division  in  eine  ^anze  und'  in  eine  echte  gebrochene  rationale 
algebraische  Function  zerlegt  werden  kann. 

§12.  ' 

Lehrsatz.  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function    . 

des  nten    Grades    für  j;  =  a   verschwindet;,   so  ist 
dieselbe  jederzeit  durch  x  —  a  ohne  Rest  theilbar. 


Zedßgmg  der  gebrochenen  Finetionen.  11 

und  der  Qirotient  ist  eine  ganze  algebraische  Fun- 
ction des  (it — l}sten  Grades. 

Beweis.    Nach  der  Voraussetzung  ist 
und 

0  =:  Aa*  +-ili4»»-*  ■!•  -^f  ja»-*+.. .  +  Am^ia+  Am . 

Sobtrahirt  man  nun  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten;  so:  er- 
hält man 

und  folglich 

X 

X  —  a 
=  -^-I T-+  -^*""T ^ +...  +  4i— 1  H- 

Also  ist,  wie  leicht  erhellen  wird, 

_  * 

+  -ii(ap»-*  +  jr»-^a  +  ...  +  *«»-*  +  a»-^ 


+  il»»i(s-[-a) 
+  A^X 

oder 

+  {Aa  +  ifj)*«»-*  '        - 
+  {Aa^  +  A^a  +  if ,)*»-» 


»• 

w<^lis  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet. 

§.13. 

Lehrsatz.    Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function ' 

des  Uten  Grades  fär 

j 

X   SS3    flf    «t  9    A2  9    ^3  9    •    •    •   '«—1 

verschwindet;  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  II  Grössen  a,  <r;,  ^2,  a\  9  •  •  •  Om^i  sämmtlich  un* 
ter  einander  ungleich  sind,  immer 

X  SS  it(jp— a)L(jr— a|^(<r — a«) . •  •  (^— ^Ai»»i)* 
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wo 

Grades 


BeWei».    Waü'X  für:«  e=s  ü  yarschtrindei^    so  lA  ilmh 

wo  X^  eine  ganze  ratiouale  algebraische  Fm^ctiQn  des  (m — lösten 
Grades  ist.  -,    ..    r 

Weil  nun  ferner  X,  also  auch  (x  —  a)  X^  für  a?=a,  vlttTJ 
schwindet,  aber  '»  nicht  =i=  «jj^  isf^  sor  nidsl'- offenter  X^  für 
jp  «si.^-vc9rsel|winden,  und  eis  i^t  fi»lgiißh>.iiach  :§•  22.: 

y^oli^  eine  ^ttze  ratrona|e  algeliraische  F&hoäoB  Qle&  (^-^2)tt^ 
Grades  bezeichnet.  ■..!*;!': 

Also  ist  nach  46111  Obigen 

Nafcfa"der  Yoranssetäuiig  verschwindet  aller  X»  «n4-lol^cb-  auch 
(j?  — a)(a?  —  a,)X, ,  ffir  a?  ==  a^.  Also  nius&,''weil>2  keiner 
der  beiden  Grössen  a  und  a^  ^eiob  ist,  ofienbab'Xj  fiir  iK=3«i. 
verschwinden^  pnd  jb^  ist  folglich  nach  ^.  12. 

X3  eine  ganze  i^atiolfäle  algeBräische  t^Ction  des  (n — 3)ten 
les  bezeidmel,  ;  •  •  i 

Also  ist  nächr  d^mf  Obigeit    ^    * 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann  y  erhellet  nun  schon. 
Endlich  wird  man  offenbar  auf 

WO  X„  eine  ganze  ratiouale  algebraische  .Function  des  (n — «)ten 
oder  nullten  Grades,  d.  i.  eine  constante  Grosse,  die  wir  durch 
C  bezeichnen  wollen,  kommen,  und  folglich  immer 

X  =  C(x  —  a)  (a?— öj)  (x  —  öj) . .  .(a?  —  a»-i) 
ist       - 

Die   coasta^t^   Grösse    C  lässt  sich  auf  folgende  Art  be- 
stimmen. , 

Man  setze  x=  — ;  so  erhSlt  man,  wenn  der  Kürze  w^n 

y 

gesetzt  wird^    ... 

«»  r  =  C( a\( Äi V a,^  .  .  .  f  —  —  OMf^t)  • 

\y      Jy . .    J\y       )      \y         ) 

oder 

und  folglich,  weil  jj^y-ss  1  ist,  

y  SS  C<l*-ay)(4— «4y),(l'-aay)  ..,(1  — fl»-iy), 


1 
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§Uie:  flir  jedes,  w  gdiQUde  6l0i*üi»gji  '.d#  %  y  »  0  auf  der 
Stelle  zu  der  ^l^GJiujig  Qk=^4t:SikXp.  IWPdwdBh  aIhq:  dif  C49r 
Staate  C  bestimmt  isf^       .      .  .^. 

Folglich  ist  nach  "dein.  Obigen     *-  ^   '> 
wie  b^iefeil  werdeir  solHe. 


'    t' 


j   • 


/  • 


§.  i«. 


•  •     •     r  •  ■    » 

■  I    »  '     "  ■,.•...,. 


\Lebttat%.  Wenn  /{üb)  no'fl  9»|(Jr>  gimse  ralidni^i» 
algebraische  Functione^n  sjij^d^  ttpA/C^)  voB  j^^nem 
höbern  Grade  wie  q>iQß),  also 


eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Fun- 
ction ist;  so  kanit  man  nnter-def^.^ Voraussetzung, 
dass  9i(^)  für  o?  =  a  nicht  rerschwindet,  jederzeit 


/(^) ^j^fM 


'  1 1    I 


setzen,'  wo    A   eine    yöIUg   'Kc^Btttii-nAte    Gon'stant'e 


hene  rationale  algebraische  Function  ist. 


c 


[  .  Beweis.  Dm-  dies]  zu  bewdsen,  muss  man  Steigen ^  dass 
unter  den  gemachten  Vdiraiii^setzungen  fik*  jedes  x  sowohl  der 
Gleichung  ' 


fi^y        _     A     \   Mr) 


vi 


J,    , 

als  auch  aHen  übrigen   Bedingungen    unsers  Satzes  vollständig 
genügt  werden  kann.   ' 

Aus  der  zu  erfifllendeni  GIcSi^uDg  fq^ 

und  e3  wird  -offenbar»  wenn  diese  C^eiehung  erfüllt  ist,- auch  die 
erstere  Gleiobying  erg^U  seyn. 

Da  aber  die  vorstehende  Gleichung  für  jed^s  x  gelten  soll ; 
so  muss  dieselbe  auch  für  xs±sm  gelten,  und  es  muss  also  noth- 
wendig/(a)  =  A(pi(a)^  d.  i. 


■         «         • 


sejm,  wodurch  die  constante  Grösse  A,  weil  nach  der  Voraus*« 
Setzung  q)i(a)  nicht  =  0  ist,  vollständig  bestimmt  \%i. 
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Hat  maii  mm  auf  diese  Weise  A  bestimmt;    so  wird  die 
obige  Gleiohung  fSr  jedes  x  erfüllt  werden,,  wenn  man 

^"^^^ ""      x^  a 

setzt,  weil  sich  dieselbe,  wenn  man  diesen  AnsdmdL  von /^(jr) 
in  sie  einfuhrt,  offenbar  auf  die  identische  Gldehoog /(a?)  =/(«) 
redudrt,  und  es  wird  sich  also  bloss  noch  fragen,  ob  die  auf 
diese  Weise  bestimmte  Function  fi{x)  allen  in  unserm  Satze 
ausgesprochenea  Bedingungen  genügt,  d.  h.  eine  ganze  rationale, 
algebraische  Functicfn  vpn  einem  medrigOTn  Grade  wie9i(jr)  ist 

'  Wefl  nach  dem  Vorhei^henden 


ist;  so  ist 


^^-^  -  ^  *'^"^ = ' 


der  Werth,  welchen  die  Function 

/Cr)  —  i<yi(x) 

erihSltj  wenn  man  xtssLa  setzt,  und  nach  §.  12.  geht  also  s — a 
in  dieser.  Function  auf,  oder  fi{x)  ist  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function.  Da,  aber  nach  der  Voraussetzung  f{x)  von 
keinem  höhern  Grade  wie  9) t(j:)  ist;  so  ist 

fix)  ^  Acp,(x) 

d.  i.  fiix),  offenbar  von  einem  niedrigem  Grade  wie  q)i{s), 
und  die  Function /^^C^)  genügt  also  augenscheinlich  allen  in  un- 
^Serm  Satze  ausgesprochenen  Bedingungen. 

Daher  ist  der  Satz  durch  das  Vorhergehende  vollständig  be- 
wiesen. 

§.  15. 

LehraaNi.  Wenn  die  Grössen  ^9  a^^  a^»  •  .  •  a^i 
sämmtlich  unter  einander  ungleich  si^d,  und  die 
ganze  rationale  algebraische  Function  f(x)  von 
einem  niedrigem  Grade 'wie  vom'nten  ist;  so  kann 
man  jederzeit  die  echte  gebrochene  rationale  alge- 
braische Function 

/OO 


(r  — fl)(x  — ß,)(a;  — a,)  .  .  .  (or  — fl»-.i) 

T   •  •  •    T 


WO  ji,  Ai9  A^y.  .  .  A^i  völlig  bestimmte  constante 
Grössen  bezeichnen,  setzen. 


ÜtxhlgpBg  der  gcbrockemui  Fviictioiieii«  t$ 

Beweis.     Man  bezeichne  der  Kurze  wegen  die  Prodncte 

(af— fl)(«-*-Äj|) (*—«,) (x—i A3)  .  .  .  (ir— 'ai».i}y 

(jT  —  Öj)  .   .  .  (*"— flii-l),  ■' 


chdCT  Reihe  dnfch'  :^  \\  .^     ;  . 

9<^>  y i(ar) ,  ^ j{r)  ^  9>3(aO ,  i  ;  w  yi^i («);  '■• :,  < 

kann  man,  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Glossen  il,  6,, 
,  a^;  ...  a^t  sämmtlich  ]anter  einander  angleich  sind,  Bach 
14.  ^ 


•  •  r 


■  •     • 


tzen,  wo  die  Grössen  A,  A^^  A^, . .  .  A,^^  conslante  Gi^ 

n,  und  .      *  • 

■>iW     AW      M^y  fnMx) 

fp.ix)*  (p\{w) '    <f'3(xy  '  •  •  qn^iixl 

mmüich  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen 
ad. 

Addirt  man  die  sämmtlichen  obigen  Gleichungen  zusammen  f 
»  erhält  man,  nachdem  man  aufgehoben  hat,  was  sich  aufheben 

f>-  -£-+  -i^L— +     -f»    .+  ..,  +  ,  -^«-^    ,  A-iW^ 

x)        x—a        jr  — a^         jp— flj  ^  X  — a».a       9»— 1(0:) 

^eil  aber  "^""'v    ^i^t^  ^hle  &ebroohene  rationale  ateebr&ii^he 

inctioh,  und  9?„-i(jr)  =3^  jT —  a^J^i  ist;  so  kann /,«i(jp)  offen- 
ir  bloss  eine  constante  Grösse  seyn,  die  wir  durch.  Jdf«»i  be- 
dchnen,  und  folglich  / 

itzen  wollen.  '  Führt  man  dies  nun  in  die  obige  Gleichung  ein, 
id  setzt  für  q>{s)  wieder  seinen  obigen  Werth^  «a  etldkv  m»i 
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A  A.         ^        A^  "  AmCl 

jr  —  a  X  —  a^         jp- — a^  ^     ± — oi». 


wie  bewiesen  werdeo  sollte. 

§.  16. 

Aufgabe»  Wenn  die  Grössen  a,  a^f  a^,  .  •  •  iiM 
sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind»  f{x)  eis« 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  eines 
niedrjgern  Grade  wie  vom  nten  ist,' und  der  £nrze 
wegen 

gesetzt  wird,  in  der  Gleichung 

(fix)  x^a         JT  —  a^    ^  or  — flj   T  •  •  •  T  jf^^^, 

die  constanten  ZShler  A^  A^^  A^y   •  •  •  <^»-i  ^^  ^^' 
stimmen. 

^   Auflösung.    Wir  wollen  einen    beliebigen   der  zu  bestini- 
menden  Zähler  durch  Af,   bezeichnen,    und  setzen  der  Rone 


•       • 


wegen 

,  ip{x)  =  (or— a^)  9>^W' 

Denken^  i^rir  uns  nun  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite  des  Gleick* 
heitszdchens  in  der  Gleichung 

fix)    —        ^        j_        ^,         .  ^a         .  .         ^«-t 

•      •     • 

mit  Ausnahme  des  Gliedes 


ar  —  a     • 


mit  einander  vereinigt^    so  erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichoog 
von  der  Form 

aus  der  sich,  wenn  man  auf.  beiden  Seiten  mit  q>{x)  multiplicirt, 
unnMttcibar  die  natüriidbi  für' jedes  s  geltende  Gleichung 

fix)  =  Aj^  tp^  (X)  +  (^-«^) /^  (*) 

ergiebt.    Setzen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  x  =  a  ;    so  e^ 
halten  wir 


Vi  (»4) ' 


wodurch  der  Zähler  ^^  bcsümmt  ist. 


Mfttt  kftfl^  a&cür  iKo6b  dneii  rem  dem  vorigen  väMdtfedeiieD:  ibärld- 
wiurdigen  Ausdhick  fHr  J    findeti. 

cagiebt  sich  nämlich 

imd  folglich^  wean  man  ^  &=>  n^  setzt» 

80  dass  also 

ist  '     .  ",       !.- 

Wir  wonen,  uiq  die  vorhergehende  Aufgabe  durch  ein  Bei- 
spiel zu  erläutePBr -die  Fuieäon' 

...   .  ■■■  1  >i  H        JLi'^l  i  »>    K    ^    ■ 

bel^achton« 

In  diesem  Falle  ist  f{s)  =  1  +  jp',  a  sid  0^    ä^  A  |y 
a,  t=  —  1,  und  i  ■ 

also 

Weil  nun  femer         ,^      ■    x   :■  - 

ist;    so  ist  na^h  den  ersten  der  im  inMgen  Paffagrapben 
wickelten  allgemeinen  Formeln 

und  folglich 

Integralrecbnuii^*  ^ 


'•* 


eine  Gjjeichoiifi;^  von|  deren  Bichtigk^t^n^n/noh^^iHdi  Idcht  doreh 
Veiremigang  der  Bruche  a^  ,'Aer  .redit^n  .S^iW^des  GieicIiheiU- 
zeichens  mit  einander  überzeugen  wird. 

fWül'.man  sich  der  zweiten  im  vorigen  Para^aphen  ent- 
wickäiw  aUgeiheincfii 'FV)rmeIn,  deren  Anw^^a^ung.  hiei^  aber  nicht 
so«beanepi  wie.  die  Anwendung  der,  ersten, seyn  Mrtlt^  bdUcnen^ 
SO  muss  man  zuvorderst  den  L|ifferentialquf>|ient^ 

ip'(x)  =  x(*-.l)  +  *(:r+  1)  f  (a;--l)(4:+l')  =  a««  —  1 

des  Nenners  ^  

entwickeln.  ^^  '\  ' 

Weil  nun      '''  ^'^  *^'  ^   ''"  "■"/■'  ;'   ^''"^ 

ist;  so  erhält  man  mittelst  ,d^iLaiw^ten  der  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  allgemeinen  Formeln  für  ji,  A^ ,  A^  offen* 
bar  ganz  dieselben  Werlhe  wie  vorher. 


Lehrsatz.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die\< 
g^n;be^rationale  aige^raische^F^y^ction  (^-^aj'^.C^) 
vo;Bft,^fte?»,'^lso  g>gl^)^  Yom  f«-^^Tg^t:eft  Gbade  scy;  dass 
y\(icj  für  X  =  a  jiieÄ^  verscBVinde,  und  dass  diß 
ganze  rationale  algebraische  Function  fCx)  höch- 
stens vom  (n  —  l)sten  Grade  sey;  so  kann  man 
immer. 

setzen,    wo    ^    eine    völlig    bestimmte     constante 
Grösse,  und/i(i)  eine' *gän^e  rationale  algebraische, 
Function,    welche  höchstens  vom   («'— 2)ten  Grade 
ist, .b^z^icbnert.        '       i    ^       -  <     '     ■  » 

Beweis.     Die  Gleichung  -     / 

ist  für  jedes  it  erfüllt^  wenn-  die  ^Gltichung 

für  jedes  x  erfüllt  isti  Soir  abef  diese  Gleichung  für  jedes  ir 
gelten^  so  inüss^ftie  aiteb/für  J^l^^  a  gelten^uad  es  muss  alsd 
nothwendig /(«)  =  Ag>^{a)f  d.  i.  >    . 

seyn,  wodurch  die  cons^ante  Grösse  A^  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung 9)|(a)  nicht  =  0  ist>  vollständig  bestimmt  ist. 


Zerlegang  der  gelti^rochei^  rd^cstioncn«  i^  ^ 

Hat  man  nun  auf  diese  WäMii  beilipaoLti  ^.sq.  ;wi^>4i^, 
obige  Gleichung  für  jed^  ^  ei:fug^ytii;iejii^,j!fp^^^         .'.V( -;;\. 

setzt,  weil  sich  dieselbe,  wenn  mau  diesen  Ausdruck  von  /|(a?) 
in  sie  einfübrt,  offenbar  auf  die  ident^äcbe'€rl«ikiimg'^Jßj#)itIti•f(^ 
reducirt,  und  es  wird  sich  alsQ  b\g>$^  ^9Phl  ^^^^^iff  ^j.^^^  ^^^ 
d^ese  Weise  bestimmte  Function  jfj(a:]i.  allen  lu  unserm  Satze 
ausges])rochenen  Bedin^ogen  genügt,  d,  l|.  eine*  ^gaiize  rationale- 
algebraische  FnüclicTn  ist,  deren  Grad  An  («— Ä)t^  *nicht"äbei*J 
steigt.  I'i   m 

Weil  nach  dem  Vorh^rgeheoden        _L  "X,, 
ist$.so  ist  .    .    •  ••  f,:,.,  ...:.;     :;-.  .lk-j   v.i 

derWcrth,  welchen  die  Function  /      '/   rtioif 

erhält,  wenn  man  w=::a  setzt,  und  litacK  §.  12.  gebt  also  x^a 
in  dieser  Function  auf,  oder/i(a7)  ist  eine  ganze  rationale  alge- 
braische  Function.     Da  aber  nach  der  Voraussetzung  die  «Fttim; 
ction  f(x)  höchstens  vqm  (n— »sten,  die  Function  ;(yij(ar)jY<i^y 
(ff — a)ien  Grade  ist;  so  erhellet  leicht^  di^ss  die  Funot^^  r::.4'  ö 


a;  —  a 


d.  i.  fi{sc)^  höchstens  vom  (n — 2)ten  Grade,  ist,,  und  dass^also 
diese  Function  in  der  That  allen  in  unserm  Satze  ausgesprocheoeft) 
Bedingungen  genügt,  derselbe  fol^ch  durch  das  Vorhergehende 
vollständig  bewiesen  ist,  \     /' 

Erster  Zusatz.     Durch  i^uecessive  Anwendung  des  vorher- 
gehenden Satzes  erhält  man  ohne  SchyFierigkeit :     .      ,. 


,       y.  8.  w.  :      'H-  *•  ^•.     ..  '•''-  i'   ■     V. 
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Uro  Sä  gaitzen  Mlömhsä  .ft^dlrrditscbeii  Fancfioiietf  /iC«)»  /«C«)» 
/s(*)»  •  •  *  fai^  rcspecörA  höchstens  vom  (ii^2)teii,  («— 3)teii, 
(n^i)ieny...(n — a — t}W  Gräfe  sind^  so  dass  also^  weil  9>i(a;) 

vom  (n-*(r)ten  Grade  ist,  ^  f\  jederzeit  eine  echte  gebrochene 

irlklidiufeie  tlgßbraisdie  Fwlctioa  ist^ 
Sbkcta*  wir  der  Kfirte  wegen 

•f  I  ■  « 

A.  m'  Ai  \  di  .  .         ÄiB^^l     ,^     ^jimm^l 


SO  ist 

nnd  der  letzte  Bruch  auf  der  fechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
ist  jederzeit  eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Fun- 
ction. ::^     • 

Wenn  f}|(a;)  s=  1  ist;    sd*  ^hält  mktk  ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  vorher 

-        c  '  («-«)« 

^W^/a-.ifÄ)  höchstens  rotafii-- (a-^1)  — l}fcn,  d.  i.^  Wdl  ih 
diesem  Fam^  »  1=3  ^  ist ,  htichstens  vom  Ölen,  d.  i.  f„^i{aiy  dne 
constante  Grösse  ist,  und  daher  =  ^«i-i,  also 


4,         "^a         X         J.  j£*=i 


fix)    ^       A  A,  A^        ^        ,     A 

odtv 

gesetzt  werden  kann. 

^e^er  Zusatz,  Wir  >nr6Uen  jetzt ,  indem  wir  annehmen, 
dass  die  Grössen  a»  ^i»  «2»  •  •  •  a.  sämmth'ch  unter  einander 
ungleich  sind, 

und 

setzen,  so  dass  also  ^(x)  eine  ganze  rationc-de  algebraische 
Function  des  nten  Gra/les  ist.  Ferner  soll/(a7)  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  seya,  welche  höchstens  vom  (n— l)steB 
Grade  ist. 


Setam  wk  wn  iet  MxM  ^Wfigfmi :  : 


80  ist  nach  §•  19. 


«<-<k  V/      € 


.-« 


VjW  «— « 


'-' 9 


* 


und  foldichy  wenn  AiM  auf  beidea  Seiteii  nddirt,  und  aufhebt^ 
was  sich  auflieben  lässt^ 

§.21. 
Aufgäbe,    Wenn   die  Grössen  a^  a^jü^^a^j  .«  0 
sämmtlich  unter  einander  ungleich  si&d;i  und 

und 

«  4*  «1  +  «3  +  «s  +  .  •  •  +  « '  ;;a  n 

ist, /(j?)  aber  eine  ganze  rationale.  ^IgiebrsiiBclie  Fun- 
ction bezeichnet,  welche  höchstens  vom  (n — l)sten 
Grade  ist:  in  der  Gleichung 

f(x\  -^«—1  ^tf.— 1  ^a,— 1  ^a&— 1 


I&         •'  ftMegiali^^^  Kapitel. 

die  con stallten  Zähl%r  ar&nimtlictier  Briiebe  zv'  be- 
stimmen. !.. 

Auflösung.    I.  Es  wir^  binreicbend  seyn,  bloss  die  Bestim- 
mung der  Constanten  tiSAle^<    " 


I    » 


ZU  zeigen,  weil  alle  übrigen  Zäbler  ^anz.  auf  dieselbe  Weise  be- 
stimmt werden./ o  ^.»-^'V      i    '»i  :— 
Setzen  wir 

80  ist 

d«  1«  C '  ■  \ 

IM-  -  -  .- 


(x— «)■  (X— a;«i-?r  ™(xi:.a)«-»-  ••     -    ,        x  — a         Vi(*) 

WO  /«  (j:)  eine  ganze  ratipn^le  algebraische  Function  bezeichnet. 
Aus  dieser  Glqi^ungj  folgt,^  wenn  wif  der  Kürze  wegen 

setzen,  leicht 

und 


Jede    dieser   beiden  Gleichungen    fuhrt  zu   einer  merkwürdigen 
Methode  ^ur  Bestimmung  der  eonstantea  Zähler  Jt,  A.yA^^ 

^j  5    •    •    •    •    ^a— !• 

IL  Bevor  wir  aber  zur  Entwickelung  dieser  beiden  Metho- 
den übergehen  können,  müssen  wir  zuvörderst  den  folgenden 
Satz  beweisen.  -  .  ü     »  ,   .    •      , 

Wenn  Y  t=:^— a.)"X  i$t,  und  wedpr  die  Function  X  der 
Grösse  x  selbst,  noch  irgend  einer  ihrer  Differentialquotienten 
vom  ersten^ bis  zum  {a — l)sten  für  o?  ss  0  unendlich  wird;  so 
verschwinden  die  Grössen 

^'  ^''  •?^'   l^"^  ' '  •  'S^^^^ 

für  X  =  a  sämmtlich. 

Man  findet  nämlich  für  . 

SY        d^Y       S^Y 

^'   'S!'   3^'   'SP''  ••  •  • 
durch  leicht-o  Rechnung  die  folgenden  Ausdrücke: 
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(«  -  ")•  -a-^  +  3«(*  -  "jTf  .^ ,+  3pC«  -  0  (x  -  «l«r»  1^ 

und  tiberzeugt  shh  b^si  näherer  Absicht  4^Q3C^  AvL8am£e  äotiet 
Stelle.  das9  „avch'noclj  dcrAusilttcl^^fe^       (ix^mlü^iffe. 
rentriilqAoeAlicn  v(te^F^'^lfiteri>^cÄA^*6ltcM^ 
X — a  enthält,  und'^atfis^lso,  weil  nach^der-VorausselKung  keine 

der  lxrÖS^9A.  '      •'•>;    l-.'u.i  '■/»'.]  ibU    %'i.-r.:;    ,'!*r,q  -»-xjß  nr.rff  -,:' 
för  X  =3  ü  üÄeWlich  \vird,  '}^^&^  %^  »die  ^Öi'cÄäälff'; "';  ,'; 

für.:  X  ssz  ä  shnmüich  Y!ers^hyiv\n^ 

in.  Nach  >  dem  Obigen  ist/a(jr)  feiq^e  ^ainze  .raäbnislie  alge- 
braische Function  voä-s,  und  ^s  wird  foklich  offenbar  weder 
diese  Function  selbst »   npch  irge'nU  einc^' .mlrer  Dmerieiltiiiltiuo- 

tienten  für  jpf=«  uaendlich.     Daher  lv;^q<^^|f4ß?VF^ki''I^^^^^ 
Function  (x — ßY/Mi^)  und  ihre  s^mo^tiichQii  Qiffiu^nü^ 
ten  vom  erstea  biSfEum  («"— l)stea. für  o:  =.,ai   ^  Differßntiirt 
man  also  die  Gleich^ung  1.  in  I;    so  erhält.,  man  die  jfoigenden, 
jedoch  bloss  f ür  ;r  ==:  a  geltei^dea  Gleichungen: 

fix)  -  Zcp.ix)  =  Q, 

Sfjx)       S'ZfpM^^ 

dx  ~  dx       '"^    *         ' 

•■■-.■  --  ...       •     '  •■   ■ 

\         ■  Ua   8*  •#•■--■• 

a-'/f^)  g«-*.Zy.(«)_^         

Entwickelt  man  nun  die  Bifierentialudotienten  des  Products 
Z(p\{x)^  und  bemerkt,  dass,  wie  mau  leiobt  durch  Differentia- 
tion der  Grösse  Z  findet,  für  #  es  <» 

#  * 

z  =  ^, 
,  5z 


^ 


=  1A» 


24  IiiijyKBahfM^himnr^     EareitiB  KmübL 

•f»  TITO ilorafTW  *" II9'I ' J0J       JvlW    l?TF'    rflTI^""^?? 

ö»Z        ^  «  «  i  )>    . 


ist;  8d  erhält  man  die  folgenden  GleicboDgcb: 


die  man  aber  naeh  ihrem  sich  leicht  kund  gebenden -aHfliemeiBeB' 
Gesetze  immer  bloss  bis  zur  itteA  forkseteen  darf«.*  welches ,  wie 
man  sogleich'  übersieht,'  auch  ySffig^lSiic^chea^  ist,  um  die  ge- 
suchten Gr^acjif^^  .^^,  ^^^.^  y,^;,  ^y  .  4^j^^\  m<^^ 
sammuich  bestwimen  zu  können^ 

IV.  Eine  zweite  Methode  zur  Bestimmung  der  in  Rede 
stehenden  Grössen*  ergebt  *  sich  au^  der  Gleichung  2.  in^L  Da 
nämlicäi^^x)  ^e  ganze  raäönalcT  algebraische  Function  ts^  um 
naph  dto  Fonausset^^ng  f)i(^)  fSr  o?  =s  a  nidht  veisschn^^det; 

so  ^ir4  ofifap^ay  w?d6r  d^e  F^a^süoji  ^^  scjB)st,  pocj^  irgend 

einer  ihrar  IHflerenliaii^ptienten  für  jr  &=  ä  unendlich,  und  auui 
erläit^l)iSO  durch  Diffei^liation  der  Gleichung  2.  in  L  tiach  IL 
die  fol^mfdetf  für  x  =  a  geltienden  Gleichungen  i 


ö. 


U.  f.  W. 

und  folglich  nach  ilL 

U.  8.  W. 


also 


i\ 


y.(*jr  .    .      ,,       , 

•n<  •^»       .  .  ;     ■  ^    -  •  •    •  •■  .       f«««  '^        f..     ■■•i       ,- 


Af-i=  ^  ^'  a     i»     ^v'Aizrr^**'*« 


/(*) 


unter  der  ^edingang  nämlich,  dasg  män'n^  der  ^Differeptiation 
in  aUei^  Bifferential^pitei^  4r  ?=s  #  setast.  -  -i- 


j  *  .■ »   • 


'/  .-■ 


$1*  ^1 


Um  das  Vorhergeh^ifl^e  4wrj}h.  $»g  iHpM^  W  eriäpicrn 
wpUen  wir  die  Function' 

iielrachten. 


•  <■-  •  «  -  ■  »     •- .     .  I  I .   , 


,Nj|ch  dem  Vorliei^elienden  habeii.  wir '  ..     ,      .    . 
zv^  setzep. 


•  '1  • 


Da  in  diesem  FaUe  /(f )  f:;  t  i^f    4^/(^)  =/» 
=  /»  =  ...  .  =  0. 

Dm  nun  zuerst  ^9  Äx%  4^  ^  Hs^poici^»    müssen  wir 
a  sEs  0  und- 

also 

seifen.    ^Uo  .ha})ea  .wir  nach  §•  21,  III,  z«^  B^stimfiiltiß  von 
^9  Äy^  A^  die  drei  Gleichungen 

1  —  ^  =  0,  ^— ^,  =50f  ai+Sil,  -  2J,  =ö, 
aus  denen  sich  ^s=l^^i  n:^l,^2  =  2  ergiebl. 

Um  ferner  B  und  £|  eu  bestpuoiMa,  seteon  mr  4li  ^  ^ 
und 

y ,(»)  SS  «f  Cx  + 1)  S8  **  +-  *» .   9  a(«)  f=  ^'^  +>^'  •• 


■aeli  §.  2L  m. 


siAB  =  hrr  B^  =  —  i  ergOL. 

lÜB  Offick  C  K  kitiMMH,    XCBEB.  VIT  «,  =  —  1,  ui 

ji»  ^lC«-}  =  —  4^  Tmi  bifan  mn  mmk  |.  2t  DL  xnr  Be- 
^Ümmuts  ^m,  €  Sat  Oatbrns  t'i-*C^=9,    as  «er 


Ibaidbe  loritafc  wvrde  ■».  anttdat  «far  in  §.  21.  HT.  cBt- 
'ipiekeiten.  Focmdii.  gfffiimfrg.  kafioL 

Um.  Boen.  tOHat  FalT  xs  BefiRnafisn^  nixe 


(jc— :i>=^i^-fc'J)ix— 1>  ~  ty   ^    ■     »-^        *  +  a^  jr— l* 


kt^  bsmA  f.  21.  nL  ZOT  BdtDamimig  tqü  ^,  ji^,  B,  C  lacht 

Da    tidk   vaa   a«s    fieses  fflrrrftiingga  ^  =  -^^    ^^  c=  |i, 
J>  a»  —  '^,  C  =s'4  crgicfttr  so  ist 


5(jr— a>»  ^    2S(x— 2)  50tJ^H!>  2(*-l)    * 


§.23. 

Ganz  in  der  Enrze  woDen  wir  nun  noch  auf  eine  Melhode 
xar  ZerlegoDg  der  gebrochenen  Fonctionen  in  Partialbrtiche  anf- 
«erkMm  maefaeo,  die  bei  praktischen  Recfanangen.  zuweilen  von 
JKützen  ieyn  kann« 

Um  nämlich  z.  B.  die  schon  in  §.  IT.  betrachtete  gebro- 
efaene  Fonctioo 

jr(j;  — l)(x+l)     • 

Im  PariialbrUcbe  zu  zerlegen^  setze  man 

Äfl4f  —  1)  (4f+l)    ""      X     ■**    »— 1     ■**     X  +  l   > 


ZerlegQJttg  der  ^rodieoei  Fimctiown.  .^23 

juäi  Mdire  liun  die  Btöele'aaf  der  reohten  Seite/dei  GleicUidt»- 

seichens  zusammen;  so  erhält  man  .'!:i      '  ::':]. 

x(ar— l)(a?+t>  .    i  i  x(a:*^l)(j:.+  l)  ..'      .      ,.i 

und  folglich  .(  .      '  ^       ■  '       ;. 

Damit  nun  diese  Gleichung  und  folglich  auch  die  Gleidhftfng:^ " ''' 
wie  es  erforderb'ch  idi,  fui*  ^9Ss  ^  erfSnt^  Virerde^  muss  man  die 

^  +  ß  4-  C  =  1 ,   ß  —  c  =  0,   —  ^  =  i;'     "    ^'^-' 

indem'«ati  iiSffllith  *die  Ci6cffimcÄTOn«der  g^^^  Potenzen 

von  X  auf  beiden  Seiten  der.  Glei<$hung  <.   - ; 

einander  gleich  setzt',  bestimmen,  und  erh^t  auf  diiifie' Arlf\o|ipje 
Schwierigkeit  J  =z  —  1,    ß  =  1,     C  z^  l;'ak6        -'^'  ^ 

ganz  wie  in  §.  17.  ^ 

Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  Jässt  sich  in  dem  in  §.  21. 
betrachteten  Falle  anwen(}en^  ^obei  wir  aber,  da  die  Sache  nicht 
die  geringste  Schwierigkeit  hat,  und  sich  aus  dem  Vorhergehen- 
den unmittelbar  ei*giebt,  hier  nicht  länger  verweilen. 

§.   .24.  .■        ■     ..    ■;■,.    ;       ..• 

I.  In  der  Theorie  der  Gleichungei  wird  in  aller  Strenge 
bewiesen,  das&  sieh  jederg^mi-  ein  reeller  oder  imaginärer  Werth 
der  unabhängigen  yeräoderlichen  Grös»$e  einer  ganzen  rationalen 
algebraischen  Function- änden  J'ässt,.  für  welchen  dieselbe  .ver^ 
schwindet.  Wegen  der  Sphwierigkeit  und  Weitläufigkeit  dieses 
^Beweises  kann  derselbe  hier  nicht  mitgelheilt  werden,,  und  wir 
müssen  daher  wegen  des  in  Rede  stehenden  wichtigen  Satzes 
überhaupt  auf  die  Theorie  der  Gleicjiungen  verweisen,  da  der- 
selbe nach  unserer  Meinung  nicht,  wie  früher  häufig  geschah, 
als  ein  für  sich  klarer  Satz  angenommen  wwden  darf.  Unter 
Voraussetzung  dieses  Satzes  lässt  sich  aber  die  folgende  Betrach- 
tung über  die  ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  an- 
stellen. 

Es  sey  q>{x)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
«ten  Grades,  und  a  ein  Werth  von  s,  für  welchen  dieselbe 
verschwindet,  den  es  nach  der  obigen  einleitenden  Bemerkung 
immer  geben  muss;  so  ist  nach  §,  IZ 

(fix)  =  («— fl)  qPiOr), 


^         > '  JhtognJredbmmg»    Zw^es  ILapitd. 


-wo  fi(J^Jmt  ganse  nlMBak  tigebraiscfce  fViuclioii  des  (mn^l^ttm 
Grades  ist. 

Ist  Bon  ferner  «,  tm  Werlh  ron  x,  fqr  wdchen  die  Fdn- 
ctioQ  q>i(s)  verschwindet;  so  ist  nach  §.  12V 

Wo  QPaC^)  ^^  gasi^  ratipp^le  Algebraische  Fonctioii  des(» — 2)ten 

Grades  ist« 

.-I  __ 

Eben  so  ist,  wenn  a,  ein  Werth  y^n  »  ist,  für  wdchen 
die  FnnctioQ  ^^(^  yersehwindet,  nach  §»  12.      . 

wo  0,(0;)  eini6  ganze*  ntioMde  algd>raische  Fnnctioii  des  CsH*r3)tcii 

Graaes  ist. 

*  ■  ' 

.  jLiif  diese  ^  weiter  gehend,  fconunt  mvi^  endlich  raf    * 

WO  Wm(^)  dne  gan(&e  ratipnale  algdnnaische  Fancti|»n  des  (n — fi)ten 
s;sf  Uten  Grades ,  d.  i.  eine  coQstaDte  Grösse  ist,^  die  wir  durch 
C  bezeichne  wollen. 

Daher  haben  ^wir  jetzt  die  folgenden  GleicJiungen: 

9>2(«)=  (»-^«a)  yjWf' 


/. 


nnd  erhalten  aus  denselben,  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  der 
Gl^hl^eiifcsi^ichei^  alle  Grö&sea  in  einander  muhipliciren, 

SO  dass  sich  also  jede  g^nze  rationale  algebraische  Function  des 
frten  Grades  als  ein  Pn)duct  mU  n  Pactoren  des  ersten  Grades 
von  der  allgemeinen  Form  x  —  p  darstellen  lässt,  wenn  man 
dieses  Product  nur  i^och  mit  einer  gewissen,  vorher  durch  C  be- 
zeichneten Constanten  Grösse  multipiicirt. 

Ceberlegt  man,  dass  das  höchste  Glied  des  Products 

die  Grosse  Co^  ist;  so  erhellet  leicht,  dass  die  Gonstante  (^je- 
derzeit der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  Function  q>(x) 
ist,  welches  sich  übrigens  auch  durch  den,  in  §.  13.  bei  der 
Bestimmung  der  dortigen  Gonstante  C  gebrauchten  ganz  ähnliche 
Schlüsse  beweisen  lassen  würde. 

Unter  den  Grössen  a,  a^,  «2»  ^a  >  *  '*  ^»-t  können  natür- 
lich gleiche  .vorkommen.  Nimmt  man  nun  aber  an,  dass  die  Gros- 


ZerUgvig  der  gpliioAenm  Fracttinlei«  29 

sen  a.  Hl  9  a, ,  ..  •  ajt  säiktttlkb'  «itär  ehasfar  mglddk  iind; 
so  wird  sich  ^e  ganze  ration^e  idgebraisishe  Function  q>(s) 
nach  dem  Vorkergehenden  offenbar  imn^  al&  ein  Prodact  von 
&r  Form 

wo- C^  der  Gokßcient  des  töchsten  Gliede^r  in  g^x),  xati 

a  +'«1  +  «a  +  «3  +  •••'H^  «1=5  n 

ist 9  &rstdQien  lassen«        .,...- 

lad  iiün  ferner  -^>  WG  f^Cir) '  ^r  Vorher  etiifcr  gaüM  Mh 

tionale  Function-  des.  Uten,  f(x)  eine  ganze  rati[onaIe  algebraisdhe 
Füiidion  einesr  niedriger n  Grades  hä^cfan^  döH,  eine  I»eliei»ge 
echie  gebrec^ffe  riiUonaie-  algehraisdie  Ekncticn;  so  wird  nck 
£eselbe  nach  dem^yorhergehenden  jederzeit  auf  die  Fom 

wo  a,  ii|,  a^,  •>••  Oji  sämmtlich  unter  einander  un^ch  siifd^ 
Cder  GoefiB<öiejQt  des  hSchst^ti  Gfiedes  in  g»(ar)  und 

a  'h  a^.*^  ä^.  4»  »,^  +  ..^  i^  «j  x»  » 

ist,  bringen,  und  folglich  nach  §.  16.  und  §.  21.  jederzeit  atls  ein 
Aggregat  von  lauter  Brüchen  von  der  allgemeinen 
Form 

A 

wo  Ayp,qf  so  wie  C,  constante  Grössen-bezeicn- 
nen,  darstellen  lassen,  eine  Wahrheit,  die  für  aBea  Fol- 
gende von  der  höchsten  Wichtigkeit  ist» 

K.  ^  Es  S1&4  hteii>el  mm  aber  0oeh  die  foigendeff'  ^enfid&i 
sehr  wichtigen  Bemerkuneen  zu  machen.  Wenn  nämlich  die 
Function  ipis) ,  wie  dies  häufig  der  Fall  ist,  imaginäre  Factoren 
des  ersten  Grades  enthält^  so  werden,  wei^  man  die  gebrochene 

Function  ^~r-^  nach  dem  Vorhergehenden  in  Partialbrfiche  zer- 
legt, die  den  imagidäi^en'Factoren  des  ersfeir  Graies>der  Function 
S)(x)  entsprechenden  Partialbrn^he  ebenfalls  imaginär  seyn.  In 
er  Theorie  der  Gleichungen  wird  aber  streqg  bewiesen ,  dass, 
wenn  die  Function  9>(a7),  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  reell  ist, 
den  imagirären  Factor  {x — p  —  ^ry^ZTI)«  hat,  jederzeit  auch 
{x  —  ^4-  9  'Y'^y  ci^  Factor  der  Function  q>{x)  »ist.  Wdi 
nun:  diese  beiden  imaginären  Factoren,  mit  einander  V^^Mmden, 
das  reelle  Product  {{x — p)^  +  y*}«  geben;  so  ist  klar,  dass 
sich  die  Functin  q>{s)  jederzeit  in  lauter  i^elle  Factorejji  des  er- 
sten oder  des  zweiten  Grades  zerU^n  hssen  wird. 


«Integralreclimiigif )  Ziw^itM'jKApitül 

•  fi  !Sef2eii.  wir . film  der  Känie,  wegea  . 


üiiä'  y(a?)  =s  CP^igp ,  (jr) ,  ■  Vo"  die  ganze  räitibiikl^  algebraische 
Funcbon  q>i{x)  den  Factor  P, nicht  mehr  enthalten  soll;  so  kann 
man  nach  dem  Obigen  «bekaiMiÜichjjiiiii^er — y     ^. 

setzen  ^  yf^o  A  und  1?  constante  Grössen  sind  und  Q  eine  ganze 

rationale  algebraische   Function  von   x  bezeichnet.  Multiptioik 

npa^fiuf  beiden  Seiten,  die^^r^  Gleicbupg  mir^.Pg^^Ca?);  so  ^fgiebt 
8ic^  die.  Gleichung            '                         '  *  \"   '. 

arirsder^  wenn  mftnzuerst4?as:jp4"9T"-^i»  dann  ;r=j9— i^y^i 
setzt,  ferner    ■  '•..-.  ■■••.'■'^  -.       ■■.^..   -:/''■  . 

_   ,    ^  ...-■-;...■  --1  ■  .  ■     ^      .  ..       .  ,     ;  .        .       ,    . 

f»l^    • .       . .  , 

"  Mit  Bölfe  des  Bi^b^ial- Theorems  für  Potenzen. mit  posiU- 
Ten  ganzen  Exponefiten'  überzeugt  man  sich' 'aber  sehr  leic&t, 
dass  sich,  mit  Beziehung;-  der  obern  «nd  unlem -Zeichen  auf  ein- 
ander^ idie  Grössen  '  ... 

^^  '     *     :    •'         /(prS^'T"^)  und  y^di  +  i^y^)  :•     V 

jederzeit  respective  auf  die  Form 

s  ±  «y^—  1  und  «i  ±  f^y" —  1 

bringen  lassen^),  und  dass  also 

-      ■  ■      ■         ■  J      .-.::•'....■     .  j    V 

'"■■ »  1-  'i'     ■  '   '■•.  .:.'!^' 

^)  Noch  leichter  erhellet  di^s   mittelst  der  m  $.66.  und  $.88.  der 
Dätöentialrechnang  l^ewiesehen  Sätze.    Nach  $.  86.  kann  man  nän^ich 

setzen.    Ist  dann  Überhaupt 

f{x)  =  a  +  0^0?  +  02*"*  +  «3^'  +  ...  +  iß«Ä»  ; 

so  ist  ■  i__   '■'■  .  ^^^^^^ 


d.  i.  nach  $.  88. 

welches  offenbar  die  yerlangta  Form  ist.      :    .        ' 


.> 


Zerle^!«^ '  der)  ^ge&ocheieir  iVwütifßksL  3F 

gesetzt  werden  ksfnüv  iiltittipiicJHifa'^nv^l  fcn  Äusdnick  ron 
^  im  Zähler  und  Neaaer  ipit^»i — f,  I^ET»  *'®^  Ausdruck  von 
B  im  ZKlilervuadl^jenner-iml  ij^  +  z^'jrZT;  so  erhält  man  nach 


leichter  Rechnung    .  r. 


'ru.  ^-      i -  ,> '  "••>+«,  -  (st, — *^ t)Y^  1 


«=- 


oder,  wenn  man  ~-^~  -^--^  ^-^^ ^^^ ^'-  ^'  *-"^'^" 

den  Ausdrücke 


.•=j.; 


and  es  erhellet  also'hfeifins,  4ass  dj^  Grössen  ^  und  B  immer 
Fon  der  Fortö  '    "^ »' "    ^'-i^  r«-^v.  > 

ii  rillte. w^  Ä.^C3T^''Ä'=ii:  i*»+nl^U-L:i^^  !'    ;-;   'S»  Umi 

jeyn  werden.    Also  ist  nach  dem  Obigeff^-'J  \'>  --  v  *'  --  "^ 

)der ,  ,weon  jQQan  dieJt»^i4eajerst^n  B|^  einander  vereinigt, 

^ofiir  wir  kürzer  r    .  •  ,-  -  . 


1 

"•    •   • 

•  •  -•  *-i 

.i;i 

t  ■             « 
•    .     li          * 

ichrei^ea. weilen v:  r.>  .l  , 

Hieraus  folgt  nun  ferner  i  ;  ■- 

md  hieraus  ergiebt  sich  auf  ähnKöhe  Art    J         "  ••"  "^  "-■  .i»' 

ro  nun  auch  schon  erhellet,  wie,  man  au!  diese  Art  weiter  ge- 
en  kann.  ,  -   *  . 


OdeilUn^  irird  Bämlich  immer  '       '  ' 

....       ,  U'  —tjw  +^ p»  +  »»)•  y.(«)       ,  Op» -24W  +  ^»  +  ,»)« 


I  '  i,  ■  ■ 


WO  Q0.1  eine .  ganze  faßonale  algebraische  Function  von  x  be^ 
Aas  dieser  Gteichong.  folgt  aber 


.    .  n.  i."^» 


imd  es  erhellet  nä)^»  wenn  vir  dev  ESlf^e  wegeft^ 

-.  •  (M,  t  JV.o.)  (X»  -2;«r+ii>+9«|y ,(x) 

setzen^  auf  gana^  ähnMche  Aft  wte  in  ^  21.   it   sehr  leicht, 
dass  für  ^  *  .    '    ' 

jederz^t 

ist. 

Weil  nun  abor  sowohl  für  ^  =  />  +  yy^T^f,-  Ä*  aftüA'  fft^ 

ist;    SO  ergeben  sich  äös  di^'Obigeä^  offenbar  inkiäer  2a  Glei- 
ehungen  zwischen  den  Grölslsen  M}  M^j  M^,  .  .  .  M^i $  A, 

<^i9  -^a  »  •^^'  •'•^a-19  wdche  also  zur  voQsQLndigen  Bestimmopg 
dieser  Grössen  gerade  hinreichen;' 

Im  Allgemeinen  werden  dietse  2a  Gleichungen  die  Form 

r,  ±  c/^/-!  =  0, . 


IT.  8;  W.    ' 


F.-i  ±  t/«-iT— 1  =  0 


*■    * 


Zerlegung  der  gebrocheii6tt  Funetionen«  S3 

baben,  und  führen  folglich  unmittdbar  ^  zu  den  2cr  redlen  Glo- 
Anngen 

F«o,   r,  «0,  r,  fc=o, .. .  r«-i»o; 
c;  =5  0,   t/,  =  0,  17,  =  0, . .  •  i/«-i  =  0 

zwischen  den  gesuchten  Grössen. 

Fassen  wir  nun  alles  Obige  zusammen;  so  ergiebt  sich, 
dass  jede  reelle  gebrochene  rationale  algebraische 
Panclion  als  ein  Aggregat  reeller  Brüche  von  der 

Form 

A          .                Jtf+JV* 
oder '-  , 


nnd,  wenn  die  gegebene  Function  eine  unechte  ge- 
brochene Function  ist,  einer  ganzen  rationalen 
algebraischen  Function  dargestellt  werden  kann. 


Drittes    KapiteL 

Entwickelnng  der  wichtigsten  Reductionsfonneln« 

§.25. 

Von  sehr  vielfachem  Gebrauche  sind  in  der  IntegrahiMshntuiff 
gewisse  Formeln,  mittelst  welcher  in  vielen  Fällen  Integrale  dorcn 
andere  Integrale  ausgedrückt  werden  können,  welche  entweder 
schon  bekannt,  oder  wenigstens  einfacher  wie  die  zu  findeiidefi 
Integrale  sind,  woraus  die  grosse  Bedeutung  dieser  Formeln,  die 
ubeniaupt  Reductions formein  genannt  werden,  für  alle 
Theile  der  Integralrepbnung  von  selbst  erhellet.  Die  wichtigsten 
dieser  Formeln,  welche  fast  in  jedein  der  fblgenden  Kapitel  An* 
Wendung  finden  werden ,  wollen  wir  daher  in  diesem  Kapitdi 
entwickeln« 

§.26. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Entwickelnng  sdbst  übergehen, 
machen  wir  auf  eine ,  sich  unmittelbar  aus  den  bekannten  FoiS 
mein  der  Differentialrechnung  ergebende  Formel  aufmerksam, 
welche  für  alles  Folgende  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist. 

Bezeichnet  nämlich  X  eine  Function  von  x\  so  ist  be^ 
kanntlich 

»  .  * 

und  folglich  nach  §.4. 

ji:i.+i  =  (»+i)/x»5i:+C; 
also 


/' 


n+l 


Integralredufimgr. 
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Als  Ausnahmefall  Yoa  dieser  Formel  ist  der  Fall  zu  bemerken, 
wenn  «  =  —  1  ist,  weil  dann  «  +  1  =  0  ist.  Weil  nnn 
aber  bekanntlich,  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  X 
reell  ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  X 
positiv  oder  negativ  ist, 

ist;  so  ist       ^ 

mit  derselben  Bestimmung  wie  vorher  wegen  des  Zeichens.  Um 
aber  die  durch  das  doj^lte  Zeichen  verursachte  Unbequemlich- 
keit zu  vermeiden,  wollen  wir  im  Folgenden,. was  offenbar  ver- 
stattet ist,  immer 


/x-«äx  =  JM-  =  I  l.x^  + 


setzen. 


§.  27. 

Allgemeinste  Rednctionsformel« 
Bezeichnen  P  und  X  Functionen  von  jr;  so  ist  bekanntlich 

5.P2:=PflX+  X5P, 
und  folglich  nach  §•  6. 

PX  Ä  /Pax  +  /xöP  +  c\ 
Setzen  wir  aber 

5p  CS  rö^,       P  sifYdx; 
80  wird 

und  folglich. 

fxYdx  r^xjYdx  —fdxfrdx  +  c, 

oder,  wenn  wir,  was  in  der  Folge  der  Kürze  wegen  meistens 
geschehen  wird,  die  willkührlichB  Constante  weglassen^ 

fXTdx  =  xfrdx  r-  ßxfrdx, 

Natürlich  ist  auch 

fXTdx  =  rjxdx  —  ßrfxdx . 

§.  28. 

Rednctionsformeln  für  das  Integral 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  a  -f«  ^^*  =s  X  setzen. 


ReductionsfoniMliu  3$ 

Nach  §.  27.  ist 

anfl  folidich  Bach  den  Begeld  der  I^^erMtialrechnaDe.  nadi 
|:  26.  Md  §.  4.  *"  6.    ««u 

J  m  m  J 

Druckt  man  nun  das^  Integral  ,auf  der  rechten  Seite  des  Gleich« 
heitszeichens  durch  das  Integral  anf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
hdtszeichens  ans;  jsrä  erhält  man 

J  fjob  pnb^ 


und  folglich,  wenn  man  in  dieser  Gleichung 'm — n  für  «i>  j9-|*l 
für  p  setzt. 


Ferner  ist  nach  §.  6. 

3.   fx^^XPSxv=zfx^^^X^^ia'{'ha^)dx 

Führen  wilr  nun  in  diese  Gleichung  tar  ße^"^  x^  Ss  den  Aus- 
druck 1.  ein;  so  erhalten  wir 

m  m    J 

=  afx^-^%t^Sx  +  ^y^+^-tX^^'a*, 

und  folglich,  wenn  wir  mittelst  dieser  Gleichung yi"'^jC'***54: 
bestimmen,  -    . 

fx^iX^'dx  =  -^^^^   ~  ■(^•^^^)*  /U+«-i  X^*  5«  ;   ' 

^  fna  ma      J 

also,  wenn. wir  In  dieser  Gleichongj»  •\-  i  ^  p  setzen, 

•4.  fr—'y»er-  '^^'^    -  0;i±»+nE)L/>+--'x'a«.. 

^  ma  ma        J 

Drücken  wir  aber  mittelst  dieser  Gleichung  das  Int^ral  auf  ixat 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  durch  das  Integral  auf  der 
linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  aus;  so  erhalten  wir 

und  folglich,  wenn  m  —  n  für  m  gesetzt  wird, 
6.    fx^^xPdx  ^  .  'TZ^^l     -  /Tu   A *''*'- 
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Wenden  wir  auf  das  Integral  yj?"H-»-*  x^^Sx  .Ü  d^  Glächong 
3.  die  Formel  2*  an;  so  erhalten  wir 

nnd  folglich^  wenn  wir  aus  dieser  Gleichung  ßf^^X^ds  ent- 
wickeln: ^  .  j  .^    • 

Bestimmen  wir  nun  endlich  ans^  diesem .Glekiiang  fi^'^^x^^^^ 
durch  yi"*"*  x'*  öj?  ;  so  erhallen  wir  • 


und  folglich,  wenn  wir  p  '{'  1  iis  p  setzen. 


Wir  haben  also  jetzt  die  sechs  folgenden  hiichst  wichtigen 
Gleichungen  s 


m. 


* 

V.  fof^^X^dw  «  J^!ill-  +  ..£^1^  fa^^X'^'Sx, 
J  m-i-np  m+np  J 

VI.  ^/U-tX'aa:=-  ^!!?!J1  +     7+»4-np     /j^ix^+'ß^. 

Durch  jede  dieser  sechs  Formeln  wird  fü^'^^x^ds  durch  ein 
anderes  Integrai  von  ganz  ähnlicher  Form  ausgedrückt.  Die 
Formel  I.  gebraucht  man,  wenn  m  vei^rössert,  p  vermindert 
werden  soll;  die  Formel  II.  wird  angewandt,  wenn  man  m  zu 
vermindern,  p  zu  vergrössern  die  Absicht  hat;  der  Formel  HI. 
bedient  man  sich,  wenn  m  vermehrt  werden ,  p  ungeändert  blei- 
ben soll ;  die  Formel  IV.  gebraucht  man ,  wenn  man ,  indem  p 
ungeändert  bleibt,  m  zu  vermindern  die  Absicht  hat;  die  For- 
mel V.  wendet  man  an,  wenn,  indem  m  ungeändert  bleibt,  p 


• ....  .  .». 
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yermiodei?!  :\i[erden  ^qllr  d^g^gen  bedient  BMiii  steh  der  Formel 
VI.,  wenn,  indem  »t^üngeäudert  bleibt,  p  vergrössert  werdeä 
soll.  Dies  giltJedopb  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine 
positive  Grösse  »t.-^  '  ^ -^ 

Die  hier  ^twickj^tieii^  sechs  Redüctionsformeki  werden  uns 
in  der  Folge  did^  yMrcAielisten  Dienste  leisten. 

§.  29. 

Redactfonsf^rmeln  für  das  Integral 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  wieder  <•  +  Ja?"  +  cor**  i=  X 
setzen. 

Nach  §.  27.  ist 
yi«-»  X^  dx  =  X*»  fx^-^Sx  —  y& .  X^fx^-^  dx 

d.  i. 

1.     fx^-^  X^dx  =s 

Femer  ist 

und  folglich  nach  !•' 

m  m    J  m    J 

=  afx^-^X^'^Bx  +  Äyi«+«r«X^-*aa?  +  c  A'«+2— » X'^-*^; 

also,  wie  sich  aus  dieser  Gleichung  Reicht  ergiebt, 

I 

a^^^  ^  im-fpn)b  f^n,.^^!  X^'dx^  (m+2pn)c  /^»^i  XP-'c?x, 

und  folglich,  wenn  man  /»  +  1  f^^  p  setzt, 

^  ma  ,  ma  4/ 

1 .  ma  J 
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Setzt  man  nun  aber  In  dieser  Gleiehang  m  £^  2«  f3f  m;    so 


man 


(m— 2n)a  (m— 2i»>f     J 

und  folglich  nach  Idchter  Rechnung 


3.  /;--.x'a#=.5!!::^^-i?z=±£^^^»x'a. 

J  (m+2|Wi)c  (m+2|i»)c  y 

(m-~2n)a     /"  ^^ 


Wendet  man  diese  Formel  auf  das  Int^raiyi*+*"^X''^5x  m 
der  Formel  1.  an;  so  erhält  man  nach  1. 

J  m  m    J  m{m+2pn) 

^      m(m4-2pn)  y  m-\-2pnJ 

d.  i. 

m-i-Upfi^  m+2pn^  m+2pnj 

Nach  den  Gleichungen  4.  und  1.  hat  man  nun: 

y  m4-2n-f2pn    ^    m+27i-|-2pny 

^  m+2n+2pn  J  ' 

> 

J  m+3ji4-2;>ji    ^    m+3ii+2pny 

^   m+3iH-2p»y  ' 

y  -  m  m      J 

m         4/ 

und  folglich,  wenn  der  Kürze  wegen 
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-J0?±1)!L_  -.  -  (j>4-1>        _^  (»^>l)it      _ 

m4-2n+2pn  ^       m+dn+^pn  '^^  'm  ""  ^ 

gesetzt  wird : 

Q  s  ^  4-  2aaP  •!•  abS^  ,     , 

Q=/   —    yhS  -^  2ycT. 

Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  zwischen  den  fuitf 
Integralen  P,  Q,  Ä,  S,  T  die  Integrale  *,  T;  so  erhält, mäo^ 
eine  Gleichung  zwischen  den  drei  Integraleii  P,  Q,  Jt.         ' 

Cm  diese  Elimination  auszuführen,  eliminirie  man  aus  der 
zweiten  und  dritten  Gleichung  zuerst  T,  und  verbinde  mit  der 
dadurch  erhaltenen  Gleichung  die  erste  der  drei  obigen  Gieidiun« 
gen$  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

9  =:  ^  4-  2aa  P  +  abS, 
ßbQ  ^  2ycR  =i2yctff  +  ßbx  +  ßy{'kac-^b^)S^ 

aus  denen  man  nun  ferner  &  eliminiren  muss. 

Dadurch  erhält  man  die  Gleichung 

2«/Jyfl(4ac— 3»)P  +  ß  {«6*— (4«c— ä»)  y\q^  2iKyb<fR 
Ä  —  ßy(4ac — Ä*)  qp  •^  2aybc\jj  +•  aßb  */ , 

oder^  wie  man  leicht  findet, 

2aßya(4aG^h^)  P  +  ^{«J*— (4flc— i»)y}0+2«yJcÄ 

__^    2(p^iyn^lb^'-2aC'^bea^\jt^X'^^^ 
'^  m(m-^2n-f-2|>n)(mHh3n-f2|m) 

Weil  nun  aber 

«py  —     m^^  +  2n  +  2/771)  (m + 3ii  +  2pn)    '     ' 

^<«*'-  (4«^-*')  y }  .=  -r m(m+2>H-2jin)(m+3n+2i>n) ' 

ist;  so  ist  offenbar 

s=  (|)+0rtß(4flc— Ä»)P+  {(**— 4ac)(p+..l3ii'-(2ai?-Ä»)m}Q 

+  (m  +  3n  +  2|in)icÄ 

oder  ,  :, 

(2<ic -|  j*  —  &c«»  )  aj^x*** 

=;  (p+l)na(ft«— 4iic)P—{'*(P+0(^'— 4«c)  — m(2flc  — 32)}Q 

—  (fn-(-dn-l-2|)ii)&cii| 
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und  folglich^  w^nn  wir  der  Kurze  wc^geo 

£>  =  (m4-dn+2;7n)&c, 

setzen : 

♦  •  .  .       ■  .... 

Wir  haben  ulso  jetzt  die  folgenden  fünf  Redoctionsformeln»  wel- 
che im  Folgenden,  auch  häufige  Anwendung  finden  werden« 

Tti  nk  J  -  m  J 

J  ma  ma       J 

ma  J  * 

J  (m4-2|>ii)c  (m+2|rn)c  / 

(m~2n)a     /V„.^.,  -.j,^^ 

fiir  ^  ^  ' 

B  rs  —  6c, 

C  =  n(|)+l)(6»-4ac)  —  m(2flc  — Ä»)f 

D=  (m-|-3fi  +  2pn)6c» 

jr=  (;»+l)(6»— 4iic)nii. 

Der  Gebrauch  dieser  Formeln  ist  ein  ahnlicher  wie  der  bei  den 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  erläuterte. 
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Viertes   Kapitel. 

♦ 

Integration  der  rationalen  algebraischen  Differentiale. 


i    L 


^  §.  30. 

Das  Differential  XSx^ .  wo  X  eine  Function  von  s  bezeich* 
net,  heisst  ein  rationales  algebraisches  Differential,  wenn  X  eine 
rationale  algebraische  Fanction  von  x  ist.  Jenachdem  X  eine 
ganze  oder  gebrochene  rationale  algebraische  Function  vonjrist, 
soll  auch  Xdx  ein  ganzes  oder  gebrochenes  rationales  algebrai- 
sches Differential  genannt  werden ,  und  wir  ;werden  uns  daher 
J'elzt  zunächst  mit  der  Integration  der  ganzen,  dann  mit  der 
ntegratioiv  der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Differentiale 
zu  b^chäftigen  haben* 

§.  31. 

Was  zunächst  die  Int^ation  der  ganzen  rationalen  alge» 
braischen  Differentiale  betrifHb;  so  unterliegt  dieselbe  nicht  der 
mindesten  Schwierigkeit.  Ist  nämlich  X  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function;  so  ist  dieselbe  von  der  allgemeinen  Form 

und  folglich  nach  §.  6.  und  §•  26. 

fxdx^zAßx  +  A.fxdx  +  A^fx^Sx  +  ..♦  +  A^ßr'^dx 

SS  Ax  +  ^A^x^  +iA^x^  +  ...  ^  T^iil'*"*^** 

wo  nun  eigentlich  noch  eine  willkührliche  Gonstante  beigefügt 
i^werdei;!  müs^e. 

Hiernach  lässt  sich  jedes  ^anze  rationale  algebraische  Diffe- 
rential ohne  alle  Schwierigkeit  integriren,  und  wir  wollen  daher 
i'etzt  gleich  zu  der,  viel  grössere  Schwierigkeiten  darbietenden 
ntegration  der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Differentiale 
übergehen. 

/  §.  32. 
Entwiekelung  des  Integrals 

8: 


J    («  +  **)• 

Man   setze  a  '\-  hx  ^=i  %%    so  ist  hbx  =3  Bz^  und  folglich 
nach  §.  4.  und  §*  26. 

y"^      fix        ^      \_     rdz      _   J__  fandst  =  —  ^ 

d.  i. 

ioA-öxy^   ^ ' 


(i»-r-l)&(a+*jf)' 


J5^  f 
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wo  nan  aber  der  FalH  wenn  mssI  ist^  noch  besonders  betrachtet 
werden  muss. 

In  diesem  Falle  ist  nach  §.  4.  und  §.26. 
d.  i. 

§33. 

Bntwickelnng  des  Integrals 

(a  +  buoY  • 

Nach  §•  28.  IV.  ist 

(fl 4- 6a?)»   "^  (m  —  n)6 (a  +  6^)»-»  (m  —  n)lj  {a  +  6x)»  * 

1.  Wenn  m  •<  n  ist ,  kann  .  man  durch  wiederholte  An- 
wendung dieser  Reductionsformel  das  gesuchte  Integreal  immear 
endlich  auf  das  Integral 


A 


(o  +  bxY  * 

welches  aus  §•  32.  bekannt  ist,  zurückführen. 

So  ist  z.  B. ,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  a  -i-  bx^^X 
setzen, 

/T^Bx    _  x^  3afx^Sx 

26  ■*■  26»  "*"  46»  "^   206*)   X*   * 

2.  Wenn  aber  m  =  n  ist;  so  ist  die  obige  Reductions- 
formel nicht  mehr  anwendbar,  weit  dann  m  —  it  =  0  ist ,  und 
man  muss  also  in  diesem  Falle  das  gesuchte  Integral  auf  eine 
andere  Art  entwickeln. 

Es  ist  nämlich 


J^a^bx)^^'' 
ia+baf)n  -  y  (a+6^  *  /  (^  +  6a?)*  ' 
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und  folglich 

(a+Äx)-    =*  hJia^bxY  "*"    bj  (a  +  bx)--'^   • 

oder  9  wenn  wir  der  Kürze  wegen  wieder  a  +  bs=sX  setzen^ 

/x^^dx  a   f  x»- » dx     ,     1    fx^^Sx 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Fonttel  ergiebt  sich  aber 
ohne  alle  Schwierigkeit 

x^^Bx 


/- 


•  ••• 


Weil  nun  nach  1.  die  Integrale 

/x»-2 Bm  p x'^^Sof  px?»^dx  p  dx 

~W~'  y~x=~'  J~lir^\  ''  J~1F 

gefunden  werden  können  ^  und  nach  §*  32. 

Sx  1 


/ 


7.x« 


X  2b 

ist;  so  kann  auch  immer  das  gesuchte  Integral  gefunden  werden. 
3.    Wenn  »t  ;>  n  ist;  so  kann  man  daS  Integral 


/ 


^Bx 


mittelst  der  Reductionsformel 

(a  +  bxy    ""    (m  —  Fl) 3 («  +  Z>r)»-i  1"»  — n)*/  (a  +  Jx)" 

imiiier  auf  d^s  in  2.  gefundene  Integral  zurückfuhren* 
So  ist  z.  B. 

X*     "-  3ÄX»"  ""  äS/    X* 


-\3S""  P")xr  •*■  T\/    X* 

-\35'~  P"  +  "T^J  X»    '^    b^  J    X 


»5£ 

4 


WO  nun  das  liltegral  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszei- 
cbens  nach.  2.  entwickelt  werden  kann. 

Man  kann  aber  das  gesuchte  Integral  auch  noch  auf  folgende 
Art  finden.     Setzt  man  nämlich  wieder  114-6x9«;  so  ist 


44.  Jbtegfi^iieeliiiiuig»    Tiertc^s  Kapitd« 

und  folglich 

Jiß  +  hxf  *V  «• 

Entwickelt  man  nua  (f-^tfy***^  nach  dem  Etinomisdien  Lehrsatze 
und  dividirt  durch  is";  so  lässt  sieb  das  gesuchte  Integral  doirch 
di)»e^  Reibe  von  Integralen  von  der  Yovmjz^di  äusdrnck^n»  die 
bekanntlich  immer  leicht  gefunden  werden  können* 

§•34. 

...  ^Entwickelangdeslntegrals^ 

/Bx 
m        . 

Für  a  +  iar  =  X  ist  nach  §.  28.  III.      '  ^ 

und   mittelst  wiederholter   Anwendung   dieser   Reductionsformel 

P  B^ 
kann  das  gesuchte  Integral  offenbar  jederzeit  endlich  auf  / — — 

reducirt  werden,  so  dass  es  also  jetzt  ferner  auf  die  Entwicke- 
l\mg  dieses  Integrals  ankommt. 

Nach  §.  28.  VI.  ist  aber 

J  xX"         (n  -  1)  flX»-*  ^      «  y  orX"-*  ' 

/'  öx 
— ^   offenbar   endlich 

auf    /— ;^  reduciren,  so  dass  es  also  nun  endlich  noch  auf  die 
Entwickeluqg  dieses  letzten  Integrals  ankommt. 
Zu  dem  Ende  zerlege  man  den  Bruch 

'_! 1 

xX     ""  x{a  +  bx)  * 

in  zwei  Parlialbrüche,  und  setze  deshalb,  wobei  §.  23.  zu  ver- 
gleichen, 

1  =:  j1   .     ^ 


SO  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Zähler  A  und  B  die  beiden 
Gleichungen  Ja  =  l,  ^&  +  i? i=  0,  aus  denen  sfch  -rf  c=s  1 , 

5  =^  —  — ,  und  folglich 


^»  4 


t       •        •  < 

/ 1 ; 


..V    .■•:." 


Rationale  algellTraisclrä  llilfeMlitiide.  ^ 

d.  i.  nach  §.  32.  '"^-^ 

/  t    •       ■  k 

oder  auch  i  u--    j '  ,*.,mo 

ergebt.  ,  '  •".'!*»'i  ^'nu 

Das  Vorhergehende'  reicht  in  allen  Fällen  zur^v^Ug^njI^n 
Entwickdan^deiä  gegebenen  Integrals  hin.  '  -.-  v>  -^^ 


§.  35. 
En  t  ir  i  ckelnn  g    de  8    In  t  egral  g 


.» 


/JST  +  La?  n 

, : — —T^ox  • 
a  'J^  bx  '\r  cx^ 


•> 


^    *V.^ 


Wi^  wollen  dieses  Iiitegra!  durch  Zeriegui^  der  gebrochenen 
Function  / 


K  -h  Lx 


zn  entwickeln  suchen ,  und  müssen  daher  zuerst  den  Nenner  die- 
ser gebrochenen  Function  in  Factoren  zerlegen. 

Lösen  wir  zu  den)  Ende  die  quadratfsche  Gleichung 
auf;  so  erhalten  wir 


X  r=:  ~  ' 

2c 


und  folgliclty  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

•^  ""  2c  •      ^  ■"  2c 

setzen^ 

Nun  unterscheiden  wir  die  drei  folgenden  Fälle. 

I.    h^  --4ac  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  /s=g  =  :^9  und  also  re^U.  Folglich  setzen 
wir 

Ä  +  ^Ä  +  ca?»      *"c(a?  +/)*  "**  c{x  +/)  *  , 

und  ^erhalten 9  wenn  wir  die  Brüche  auf  der  rechten  Sd\j^ A^^ 
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Gleiehheitszeicfi^s .  zn  einander  wirklich  addiren,  zur  Bestimmimg 
von  A  und  B  die  beiden  6leich]mgen 

Da  sich  nnn  ans  diesen  Gleichungen 

orgiebt;    so  ist 

K  +  Lx      _    K-^fL       ■  L 

und  folglieh  , 

Also  ist  nach  §.  32. 

Setzen  wir  aber  für  /  seinen  obigen  Werth;   so  erhalten  wir 

/*    K  +  Lx      ^  6L  —  2cK  jfc  ^ /&  +  2cjc\» 

a+6x  +  ex*        "*     c(Ä  +  2cjr)    "*"    2c      \      2e      )  ' 

oder  9  wenn  wir  die  in  diesem  Integrale  noch  enthaltene  Con- 
stante  — -^^  (2  c)«  weglassen,  t 

/*  jr+  Lt     ^  bL-'2cK     ,     L  •    ,-  ,  -    ., 

IL    Ä«  —  4ac  >  0.  ' 

In  diesem  Falle  sind  /  und  g  beide  reell  und  ungleich.^  Wir 
setzen  also 

JC+La?       _  A  B 

a  +  öx-tcx*  cix-^f)  ***  G(x  +  g)* 

nnd  erhalten,  wenn  wir  die  Brüche  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  unter  einerlei  Nenner  bringen  ^  zur  Bestuu- 
mung  von  A  und  B  die  beiden  Gleichungen 

gd+fBzzKf   A  +  B=sL, 
aus  denen  sich 


und  folglich 


K+Lx      _       K^fL K-^gL 

also 

/>   Jg  +  La?     o  Ä-£L    r^a?  Jg-gL     r^a; 
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d.  L  nach  §.  32. 

ergiebt. 

Führt  man  aber  die  obigen  Werthe  von  /  nnd  g  in  diese 
Formel  wirklich  ein ,  und  lässt  die  in  dem  Integrale  dum  noch 
enthaltenen  Constanten  weg;  so  ergiebt  sich. 

4cf  Ä*— 4öc  ^ 

Für  IT  =  1,  Z  =  0  wird 

fl  +  6«  +  ca:»  2]^Ä»— 4ac     \  2ca:  +  b  +  O*— 4ac  /  * 

III.    i»— 4ac<0. 

In  diesem  Falle  sind  /  nnd  g  beide  imaginär^  nnd  wir  können 
also 

folglich 

n^-^jr^c^r*  —    ct(a?+«)»+/J»} 

setzen. 

Setzen  wir  nun  x  +  a  ^=  s,  x  =  s  —  a^  dxc=s  dz^ 
so  wird 

und  folglich  ^ 

Für  is  =s  ßuj  Sz  s=3  jSdtf  ist  nun 

d»         ^  du 

«"M^  -   /?(i+u»)  ' 
nnd  folglich  nach  D.  §.  70. 

Für  Ä*  +/J*=sü  ist  ferner  2asdz=zdv,  und  folglich 


^- 


48  IntegrftlrsdhBiilDg«    Tl^es  KapiteL 

die  Quadratwurzel   positiv  genommen.      Dass '  wir  hier'  rieht 

/Slm  jfsi  4{,9^9  wobei  §;  426«  zu  vergleicIieB  ist,  gesetzt  ha« 
hen^   hat  darin  seinen  Grund ,  weil  9  ^  als  die  Summe  zweier 
Quadrate»  nothwendig  positiv  ist. 
Polgfich  ist  nach  d^n  Obigen 

also 


A 


gg,  8.  =  iirw^54^  +  S^  ^^!±= 


Bemerkt  man  nun»  dass 


2c*     ^  ^         2c 


ist,  und  fuhrt  diese  Wertbe  von  a  und  ß  in  die  obige  Gleichung 
dn;  so  erhält  mau 


Ir  -TTfl+^Jf+g^*  2 JTc  —  Lft  .     -  6-f  2cx 


cf  4ac  —  Ä*  f  4ac — b* 

Für  f  r=3  1 9  £  s=  0  erglebt  sich  hieraus 

y^       gjT 2  6+2cjr 

Weil  nun  bekanntlich,  unter  der  Bedingung,  dass  man  das  obere 

oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  sich  Are  sin  y^  -^  im 
ersten  oder  vierten,  oder  im  zweiten  oder  dritten  Quadraten 
endigt. 


lang  Are  sin  ^^1 .  =.  ±    ^^"*"^'     ^  =  +  2 

odler 

I  i  1  +  a*     * 

ist;    so  kann  man,  immer  unter  der  Bedingung,  dass  man  das 
'  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,    jenacbdem  Jire»m^ip^ — - 


•     -  •  "•**  fr 
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sich  im  ersten  oder  vierten,  oder  im  zw^tea  odei^  dritten  Qaadran- 

ten  endigt,  für  Aretangz  offenbar  jederzeit  +  Jircain^y^        \ 

setzen.    Also  ist  nach  dem  Obigen     '  ^ 

K+Lx 


/- 


a+bx'jr  cs^   ""  "^^ 


/= 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  sich 


im  ersten  oder  vierten,  oder  im  zweiten  oder  dritten  Qoadranten 
endigt,  d,  u  jenachdem 


cos  Are  sin '-'T^  , 

2 /  c(ä+S+CÄ3) 

positiv  oder  negativ  ist. 

§.  36. 
E  n  t  w  i  c  k  e  1  a  n  «    d  e^s    Integrals^ 

a»  —  2abx  eosO  +  i»**    ^^ ' 

borch  Auflösung  der  Gleichung 

a*  —  2abx  cos  ö  +  ***'==  0 

ergiebt  sich 

*=y(cose±sinöK=l), 

und  unser  Integral  ist  also,  weil  diese  Werthe  von  an  imaginär, 
sind,  wenn  nur,  was  wir  hier  annehmen  wollen,  stnd  nichts 0 
ist,  unter  dem  Falle  §.  35.  III.  enthalten.      Wenden  wir  also 
auf  dasselbe  die  a.  a.  0.  entwickelten  Formeln  an^    so  erhalten 
wir 

K+Lx 


f-. 


k  •  ■    ■       ■" 

fix  s=     "    •    ■  '' 

a*  -—^abx  cos  Q  +  b^x^ 


\   ' 

^""^'f-^ 


^iY^d*^2abxcose-^b'^x^    ,     Kb-^-LacosQ      .     ^     '  bw^acvsß  r 
**  7    —T- +         ab^sine       ^'•"*'"*^      asm 6      > 

oder  auch,  wenn  die  in  diesem  Integrale  noch  enthaltene  Gon- 
stante  —  JZ^'»**  weggelassen  wird,  ,« 

Intesralrcchnanc.  ^ 


^  laicgfalrednfiiig^    Yiertm  Kapital» 

Addiit  ]ii9B  hierza^  was  verstattet  is^  die  Constante 
SO  wird,  wdl 

Arc44mß ,  ^    ■  4r  ÄF€iang'-r-^  ss  Aretang — -^ — =^. 


r  ,•/.» :r-r ■'   .  .,   ,  ,   Kb+Lacoiß    ^  bwsinß 

JL IlTa*— 2a5«cose+Ä«f »  +       T>  .   ^^  Aretang r ^  » 

;.  ^»    '  V .     -r     ■        a6"»m0  ^a  —  bxcosß  ' 

und,  für  JK*  =s  1  und  £  =  0,  ' 

/*  Bx  .  ^^         1  5jr8in^ 

a«— 2Ä6*co5  6+Ä«a?»  oAsine  ""^  n -Aar cot ö    ' 

§^37. 

B  n  4  w  I  c  k  e  1  an  g^  d  e  s    Integrals 

Man  setze  der  Kurze  wegen 
so  ist 

pnd  folglich 

iisx— ^^_- 

Multiplicirt   man   nun  auf  beiden  Seilen  dieser   Gleichung   mit 
(*  +  2cj?)*;  so  erhält  man,  weil,  wie  leicht  erhellet, 

(b  +  2cxy  =  AcX  —  (4flc~  Ä») 

ist,  die  Gleichung 


nnd  folglich  nkdi  §.  27. 


4.  i.,  weBB  wir  AarKirz«  wegen  4<to  — :^*  du  A  wtiiiMi  '  ^  > ' 
Also  ist    •  -     :.  .,    V. 


».) 


Durch  wiederholle  An^^ßadung  diesej;  FpandtJcaiiQ  m^  das  ge- 
'  suchte  lütegral  j[ederzeit  auf  das  in  §.35.  entwickelte  Integral 

/•"Y"  zurfiokföhreq. 

Entwickeln  ng    d e s     I  n t e g r a 1 s 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen  wieder 
SO  ist  nach  §.  29.  IV. 


"•  f  / 


'<   C'    ;  j''! 


/- 


JC» 


'•V, 


Mittelst  dieser  Former  kann  man  das  geiiucht^  Integral  auf  nie- 
drigere Integrale  von  dierselben  Art 'zurückführen.  Nur  derFall, 
wenn  m  =s  2n  ist^  leidet  ,eine  Ausnahme,  und  wir  müssen  also» 
jetzt  das  Integral 


X^         y(I+ 


noch  besonders  betrachten. 
Weil  aber 

d.  i. 

ist;  SO  ist  '  *' 

/»«a»^5a?,  rx^^^^dx  pae^^^Bx        -    /««»^«5M 
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und  fol^ch 

eine  Ralatidn,  mittelst  wdeher^  wenn  it  >  1  ist^  die  Reductlon 
des  gewebte»  Integrals  auf  .  niedrigere  Integriile  ähnlicher.  Ar^ 
sich  immer  bewerkstelligen  lässt.  Für  n  =  1  wird  diese 
Rdiati<^:,  .  r 

/aidx     _   \^  fax  ^   a^  PffL  _  \,  fJ!fL 
X  cj    w  cJwX  cj    X    * 

und  dieser.  Fall»  VeteQ^^^eieh  nachher -^sonders  betrachtet 
werden  soll,  leidet ^li^6'ein6  Ausnahme.*     ' 

Für  'm-  =  2  erhatt  nian  aus  dem  Obigen  leicht 

/xBx  _  t   '  b    rSx 

eine  Formel,  mittelst  welcher,  wenn  it  ^  1  ist,  das  Integral 
fA^  immer  gefunden  werden  kann,  weil  das  Integral  /^ 
aus  §.  37.  bekannt  ist. 

Ist  n  s=3  1,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren. 

Weil 

dX^ldx  -^  2cxdx 
ist;  so  ist 


und  folglich 


also 


d*  i. 


2cxdx=:dX  —  hdx 
2€xdx         SX  hdx 


X  X    ' 

3x 


-/^  =/^  -  /- 


X 
'xSx  i    -    _-,  h     pdx 


/?-=ir'-^'-v/- 


wodurch  das  gesuchte  Integral  wieder  auf  das  in  §.  35.  ent- 
wickelte Integral  zurückgeführt  ist. 

§.  39. 

Entwickelung  des  Integrals 


J  («+ 


3x. 


WeU 


yCa+hx+cx^T  J  ia^hx-^cx^T  J  {i 


a'^bX'^^cx^y 
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ist»  uad  nach  §.  37.  und  §.  38.  di&Integrak. 

/l ^ und  /         .^^ 

entwickelt  werden  können;    so  lässt  sich  anch  das  gesuchteih* 
i^ral  jederzeit  enlwickdn.  .    ' 


§.■  40.   ;:■..•■     ■■ 

Entwickelnnc    de«    latögrala^  v. 

dx  -' 


/: 


"*+*  r«  X  Ä*  X  V!i»a\'!  ;* 


a.*-f*(fl+i* +€*»)' 


Nach  der  Formel  §.  29.  HL  isV  wenn  wir  der  Kikze  we- 
gen a  +  Äjr  +  cx^  =  X  setzen,  *J' 

(m  4-  2n— 2)c     /•      5a? 


-/ 


und  mittelst  dieser  Formel  kann  mati  offenbar  das  gestufte*  Inr 
tegral  auf  niedrigere  Integrale  derselben  Art  reduciren.      . 

Der  Fall,  wenn  m  =  0  ist,  muss  ab^r  besonders  betrachtet 
werden.    Aus  der  Formel  §•  29.  V.  ergiebt  sk^  }eicht' 

/Sx  Zac-^b^-^bcx  1        jl    ^    P      ^^ 


arX*"* 


4.         (2n~-3)ftc  f  Saf_ 

•*"   (n— 1)(Ä»— 4ac)ay  x*"^* 


1  i   r  dx b  i    hA 


2(2n--3)c    rjf_\ 


wenn  wir  4ac — 6^=^  setzen.    Also  ist  nach  §•  37. 

/Sx    ■  __  1  \  p    Bx >^  /*gx 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  das  gesuchte  Integral  auf 
niedrigere  Integrale  von  derselben  Form  und  auf  die  aus  §.  37. 
bekannten  Integrale  zurückführen. 

Nur  der  Fall,  wenn  «  =  1  ist,  in  welchem  n  — 1=0  wird, 
muss  noch  besonders  betrachtet  werden.    Es  ist  aber 

/Bx     _ 
xX     "" 

/{X-^hx-'Cx*)Bx        1    tax  b     p  Bm  c  fxSx 

axX  ^  «y    *  aJ—X^^    aj-^r^' 


4Si  JnfagitJyecInimgt    Tiettes  Ka^lleL 

d.  i.  nach  |.  26.  ibxd  fi^'SB^  . 


dr 


80  das8  also  hierdurch  das  geMkcble  Integral  wieder  anf  das  ans 

L35.  bdcaonte  Integral  xuriickgefiihrt^  und  daher  selbst   he» 
int  ist. 

Anmerkung.   Die  Integrale 


■j,- 


w^en  ans  $»  38.  und  dßifi  in  diesem  Paragraphen  entwickelten 
Integrale  ^hahen>  wenp  man  6  :Ss;  0  und  a  «  6  setzt. 

§.  41. 

Aufgabe.  Jedes  reelle  gebrochene  rationale  al- 
g^bti&$6^he'f>irferenlial  2n  integrir'lsn. 

AuflosuhgJ  Kach;  ^.  24.  II.  lässt  sich  jedes  reelle  sebro- 
diene  rsiionale  algebMiisebe  Differential  Xdx  in  lauter  redUe  ge- 
brochene ratikmiAe  'dj^diraisobe  Differentiale  von  der  Form 

-^    pd?r  i ^ , 

und,  wenn  X  äne  Unechte  gebrochene  Function  ist,  in  ein  reel- 
les ganzes  rationales  algebraisches  Differential  zerlegen.  Da  nun 
die  Differentiale 

Adr  j  {M+Nx)dx 

C(x^ay        '  C(x»—2p*+|>«  +  9»)*' 

sich  jederzeit  nach  §•  32.  und  §.  39.  integriren  lassen,  und 
jedes  ganze  rationale  algebraische  Differential  nach  §.  31.  into- 
grirt  werden  kann;  so  kann  auch  das  reelle  gebrochene  ratio- 
nale algebraische  Differential  X(ix  jederzeit  nach  §•  6.  integrirt 
werden. 

Beispiele. 
I.    Das  Differential 

ZU  integriren. 

Aus  der  Gleichung 

a  ±  bx\  zszO  oder  *>  +  -^  =  0 


RatidBde  ftlgelfraisclte  Öifferäfiate^  ^ 

erhält  man  o:  =  —  / -^»    oddr^    WQnn   fler   Kurze    wegen 

•   a  .      '     '  ' ' 

f -7-  =3  £  gesetzt  wird ,  jr  =:  —  £1     Bividirt  man  non  mll 

a?  +  Ar  in  or*  +  Ar»  hinein ;    so  ergiebt  sich  4?*  —  fco?  -J-  ifc*  als 
Quotient)  und  es  isi  folglich  '. 

'     '     .      '  ' 

Deshalb  setzen  wir 

IL  A  M+Ns 

indem  wir  zugleich  bemerken^  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
leidb  imaginär^  nämlich  ' 

sind* 

Aus  obiger  Gleichung  folgt  nun 

Für  «74^  &SSO9  d.  i^  ^4;  =s  —  Ar^  ergiebt  sich  hieraus 


.'    '  '^ 


Setzen  wir  femer  x  =  TA?(l+yiI3),  so  wird 
oder 

eine  Gleichung,  welche  auf  die  bdden  Gleichungen 

3M=4-      Ar+22VJks=:0 
fuhrt,  aus  denen  sich 

ergiebt. 

PolgBch  ist 

1  1  .  2Jfe— a? 


und  also 


V.I 


;40  Inlegr^chini]^.    \k 

Nacb  %.  32.  nnd  §.  35.  III.  ist' aber 


M^J-,  -  Tini^  +ra.^.«„  ^ 


Also  ist 

Soll  dieses  Int^ral  so  bestunmt  werden,  dass  es  fSr  :r=0  ver* 

schwindet:  so  muss  man  offenbar  die  Constante*  J^-r^^c/aMin 

öbk*  ^Y^ 

zu  demselben  addiren.    Weil  nun  aber    . 

Arctang  -jjpj-  +  Jbrctang  p^  es  Aretang  -jj^H^ 

ist;  SO  ist  . 

1 

IL    Das  Differentid 

zu  integriren. 
Wir  setzen 

d.  i. 

Für  dP  =s  <—  i  ergiebt  sich 

Für  «=}  Ar  (1 +1^=1)  wird 

4k(i+T=3)  =:  ^itf+*2n(i+r:^)Ht+il(l+r^)i, 
oder  , 


*r=3 


und  foklich 


o' 
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Also  ist  :' 

y^  xdx    _        i    fSx         1     f(hJhx)dx 
a-^bx^  3bkJ  x+kT  3bkJ  s*^kaf+k^  * 

und  folglich  nach  §•  32«  und  $.  35.  IQ» 

/'  sSx    _       1  (,,     (£±^V    \^M^,       2*-lfei      j 

nnd  auf  ähnliche  Art  wie  in  L 

Anmerkun-g«    Das  Differeiiti^ 


^«ö 


's 


lasst  sich  sehr  leicht  anf  folgende  Art  integriren. 

Man ,  setze  a  -^  ^^^  ===  ^ ;  ^  ist  ^on^da: = dx,  und  folglich 

x^dx     dz 

a+bx^   "^    a*f  • 

Also  ist 

§.42. 
Aufgabe.    Da,s  Differential 

ZU  integriren-9  uuter  der  Voraussetzung^  dass  m— il 
kleiner  aPs  n  ist.  ^ 

Auflösung.    I.    Zerlegung  der  Function  ^  4-a"  in 
Factoren. 

1.    n  eine  gerade  Zahl. 

Die  allgemeine  Form  der  Wurzeln  der  Gleichung  x"  4«  a 

ist 

t 

»sis,(— l)»*.     ' 

Weil  nun 

—  1  CS  €0971  +  «mwlT^l    - 

ist;  so  sind  nach  D.  §•  89.  111. 

cos  — "T  fin — f— 1, 


q3  utt^¥lnM4lhiiill^«     viertes  Kl^i 


• 

^^    J_    mim    ^  «V"      ^ 


\^     .  ü«  ^  w« 


n  ^fiiH^b  tlttti^  Idhaide]^  «ngleiclw  Werlke  von  (— 1)^»  und 
folglich 


•      r  •.  < 


r=i) 


}  "  1  v.v    ':-^  .-»  ~"        » 


•  •  •  I  ■ 
i  ♦  . 


ofcof  — *  +: «»  —  TTZT?) , 

-   n        —  n        ■         -^ 


«  sammtlich  unter  einander  nngldefae  Wurzeln  der  Gleicfiung 
j*.f.a"=0.    Also  ist  nach  §.  13. 

_  I .        0  n         -,71  «%/■  ■■  I  I V 

««  4«  a*  sa       ix-^a&ot  —  —  otm  *-  f-i^  j 


•  * 


t 


5 


X  (a?-^arof  — -  — •  cnn IT — i) 

X  (ar — acü» +  asm  - — f— IT) 

'■?,"',".•    •   .'    •    •    •    *    •  .. 

X  ix—acos  i ^ asm  i ^T-IJ) 

■    ,  .    ♦  ... 

_  ,  (n — 1)71    -        ,    (n — i)n^»nm   .^ 

oder  auch,  wenin.  man  je  zwei  dieser  Factoreu  durch  Mnltiplica- 
tion  mit  dnander  rerbind^t, 

«»  4«  a*»  =3    (4^  —  2Är  cos  —  +  a*) 

Stz 

X  (**— 2arcos +  a») 

n 

X  (x*  -  2fl*  eos  —  +  «2) 

fi 

WO  nun  alle  Factoreit  ree&  dnd. 
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.   ^2.    n  eine  ungerade  Zahl 
Ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  sind  nach  D.  $•  69.  III. 

■   ■■■•-4, 


*         • 


n  —  n 

8w   ,'  .1     37». 


'  \. 


COS +  sin  — f  — !• 

5;r    .    __•     bjt^ 


cos 


•  r 


n        —  n       » 

sämmtlich  unter  einander  ungleiche  Werth^  Von  (—i!)ri'ibl6^ 


.  f 


•  \  » 


w   t    -.-  n. 


aUoi  — ^  +  «"^ f  — l)  9 

U.  8.  W« 

/        (Fl— 2);r   ,    ..     (n— 2)«-^.— -.V 
af  eof  ^i i—  +  sm  ^ ^— JT  — 1  1 


•.   •  t< 


n  sämmtlich  ittiter  einander  ungleiche  Wurzeb  der  trleichung 
a?»  +  a«  =0.    Folglich  ist  nach  §.  13i 


XB«  4-a»  SS  (j;4«o)  (4?—  aeo» —  —  asin  — TT— l) 

X(a»— fl<?os  ^  +  flsm  --y  — i) 


n 


^  371  ^'t/^—^tV 


/  (n— 2)71    ,         .     (w— 2)7t^ -\ 


oder 
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I  ▼  r 

1 

X  (**  —  2Ar  cos  — -+  ö«) 


.      .  .  .      »f 

♦  ■  ■     .    ■  ,  ■ '      


-»  n 


WO  nan  alle  Factoren  iteU  sind.  .       ' 

IL    Zerlegang  der  g'ebrochenen  Function 


;rm-l 


inPartialbPÜche«  ,       V 

1.    n  eine  gerade  Zabl. 
Der  Zähler  des  dem  Factor 

jr  — flcos»^^ ^-  +  asin- 

n,         '  n 

von  j^  '{'  0^  entsprechenden  Partialbmchs  ist  nach  §.  16. 

am-l  7  COM  -i ^—   +  «I»  «i —^—  f  — 1  > 

d.  L 

und  folglich  nach  D.  §•  88. 

n  l  n  —  n  ■       -^J 

oder 

-i  ««-Ico, ühlÜilüL  +  sin    (2fc-0m;r  » 

n  t  »  —  ft  '1 

weil- 


cos 

71 


=:c«.{(2^)(^-.}  =  - 


eos        ■      ■ , 


71 


.      (2]k— l)(m— n);r 
sin  ^i 1> i— 

n 


=  *  { K'X^  -)  I  =  -  -^^^ 


Rationabi  algebraiscbe  Diffprailiale»  oi 

9 

Dift  Samme  der  beiden  Bruche  ^ 


.1 . 


! 


X — aeos  -^ ^— .  —  sm  «^-^ £-— TT— J 

71  W  • 


und 


'        V   —    1 


(2X;'|)m7r  .    (21t— l)m7f  .^^^m«:- 


eo5 

n  n 


X*«- 


•  ■    .1 


(2ik-l)7r     ,  (2ik-l)7r  -^ 

X — a  eos    f  +  a  sm  \  ¥  •— 1 

n  n       -  ' 

ist  aber^  wie  man- leicht  findet, 

(2k-^i)mrt        «           (21^-^1)  (m—l)/r 
n ; n 

^  ,     n 

Also  ist 

^  (  mrt  (m — i)ft  \ 

-  Ja«»*»  <  xros  — *•  —  «cos  i i— } 

»— *  (  n n        f 

(  3m7r  3(m— l);r.l 

-___J Jh _ 2 L_ 

nfw* — 2aa!eo8  +  «*) 

_            (             SmTT                     5(m — l)7rJ 
I n n L 

I  (n— l)m7r  (n— l)(m— l);rl 

2a"*-»  Is  cos  ^ •  —  aeos  >    ■    ^^ ^J 

I n ■ n  I 

2.    n  eine  ungerade  Zahl. 

Der  dem  Factor  j;  4*  <>  entsprechende  Partialbnich  ist  nach 
§.  16. 

weil  «  eine  ungerade  Zahl  ist. 


i3 


^  Wan  nrass  bei  dieier  Additi<m  jeden  der  beiden  Nenner  bloss  als 
eine  a&weiUieilige  Grösse  betrachten»  so  dass  der  reeUe  Tbeü  den  ersten, 
der  imaginäre  Theil  den  zweiten  TheU  bildet 


Die  fihr^  BnAe  findel  Bas  gais  atf*  diwife  ikt  wie 
h  Lp  und  es  ist  üi^ick. 


+^"^"•^^•^(^+5 


{nur                   ("*— 1)^1 
li ^       ) 


{ 


X  «Ö«  —    —  a€Ö8  -^ ^— J 

n  n         I 


xc«^ aeM— ^ ^— 5 

»  »        I 


{ 


57r 

+  «V 

n  n  f 


(n^2)mjt              (a— 2)(in— l>r  I 
X  eo9  r ^ ö  ^05  ^^= — ^^ -  • 


»(s«^2iixeof  i=i^  +  a*) 


III.    Integration  des  Differentials 

dx 


I.    it  eine  gerade  Zahl. 
Nach  §•  36«  erhält  man  leicht 


ri       111  n        »    I      II» 

sü  —  70«  — 1 1  X»  —  2ax  eo8  —  +  a* 


»     I 


It 


9r 


ö— xcos.— 
n 


n      I  n     * 


a» 


Smrr  — 

4-  «in  ^^^Aretang  ^ 


'  ^^^i^B         ^mm.mm.        ^^^^^^^^^^^        ^^m-^r^^  -^  m  m  ^m   w^        ~^M^^^^^^^^ 


a 


Rationale  algeBroiscftuo^  Pjjff^^  Q^ 


;  > 


n 

+  im  —^Jbtetan^    ■>■    ■     a, 

n 


<L» 


(n— l)m«  ,1^   ,    „  (n--i)^^^ 

n  I  » 


+  917»  >        ^       Art  fang 


n 


n  (n— l)rr 


a — «eos- 

n 


2.    »  eine  angerade  Zahl. 
Nach  §.  32.  und  §.  36.  ist 


■■■■     Slo^  jr  •«♦  +  a»     ■  .*- 

1  «jin^ — ; 

+      ,  ■     ffIfK       -  '  n' '; 

sf»  - —  Atet/mg  ■.'■■-.-'  ■■->>■:■; 
»  i.  •      ^ 

I» 


n        I  n  

•     3n 

3««  *"^ 


+  iin  ■  _    "  Are  tang  '  ^^ 


»   .  IL- 


^—  <Pos— —  Z  I    «*—-2<MP cos  —  4*  <»• 

»I  IL 

wsm  — -«, 
,     5m«    -     ^  IE   '• 

a — """TT" 


,  .      n  ■  I  » 

.      (n^2)« 

^      ^^  a  sin  ^ ^ 

+  sin  -i — ^ Are  tang JZ"^ 

n 
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IV.    Als  Beispiel  zu  dem  .Vorhergeheaden  wollen  wir  nun 
das  lateral  A^^^      entwickeln. 

";iach  in.  1.  ist 

^r  das      ^ 

•    '    o/    <  ,  .i'         •     •    • 


-s-  •  I     »•—**»  «V»  ■^"  T  *    T  *•*•  ß 


n 


i'-aeoS'v' 


•-  ^os-^U  «*^2fl?cos-g-  +  1  +  «m—g-^reian^ 


,     3;r 
O 


■     '  ^  ^  . 


57 

CM-g- 


Ab^  cot^ffBs  {^1^3,  «JR^ffcadl;    eotfnssO,  «mffcsl; 
co«|ff.s3— iyS,  ün^n—\,  nnd  folglich 


+  |ilfgtflng^_^y.^  +  Areiangx^^Ärctang  jlf-pj , 

oder,  weil 


ist. 


55+1-  ärä'j  »»_*j^3+i  +  *^'*""**i-4*«+»»  • 


•      »     "  .  •     •     •      • 


^häß  ^^^^^  ^'^^  Voraussetzung, 
dass  41  und  h  gleiche  Vorzeichen  habeii,    entwickeln;    so  setze 


man 

6 


a        ,  w 

k 
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Dann  wird 

%nd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


oder  auch 


§43. 

Aufgah§.    Das  Differential 


«» — fl^ 

zn  integriren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  »1 — 1 
kleiner  als  ^  ist. 

Außöiung.    1.    Zerlegung  der  Function  j^— «a^in 
Factoren. 

1.    steine  gerade  Zahl. 

Die  allgemeine  Form  der  Wurzeln  der  61eich|ing  x" — a'sO 
ist  *         . 

Weil  nun  —    -  -        .--    .-  - 

■)•  1  SPS  eo»2n  4*  9in2ny  ^1        n 

ist;  SO  sind  nach  D.  §.  89.  ÜI. 

+  1,-1,        ^^-:•^• 
cot  22.  +  «in  Hj.y:^:;3^  -- 


n    —  '       Ä 


^>. 


tfo«  — *    +  M IT— 1-, 

n      —  n   ' 


cos 


6«       I   ,..•    ö;f 


'^     -1-   ..*..  "^  ''fc^ — T 


IT, 


•  •  '  •  •  •• 


* 


Integralredinnng. 


^  ^Integrd^l^mig.    Dorfes 'ki^pltd; 

L 

n  sämmtlich  nnter  einaadef  ungleiche  WeiUie  von  (  +  1)*»  und 
folglich  <  "         i 

4-  a,  —  a,  , 


(27C      .    _ .     2?^  >^^».       \ 
CO»—  +.«— r-i). 


«("»*—  +•"'— r-i), 

n  ^sämmtlich  unter  einander  ungleiche  Wurzeln   der  Gleichung 
X»— a»=0.    Also  ist  nach  .§,  13. 

jt«_a»s      (jr  — a)(4r+io): 

(27r,   :  .   2/r^^^— \ 

a:  — aco«-r—    —  asm — r---l  1 

\  n      *  n  '.,    i  fi 

>iC  (i*  —  äeos  — ►' —  äsm Y  — 1  1 


fi 


\ 


^  /  (n— 2)7f     ^        .    (n— 2)«.,^ ^\ 


oder 


jr»  —  a»  =      (x-^a)  (x  +  ö) 


(-     -     ■  Utt  '     \ 

X  ^x»  — ,2ar«rps^  +  «lA 
X  ^*«  —  2fla:«oi^  +  aA 


2.    0  eine  ungerade  Zahl. 
Ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  and' nach  "D.  §.  89.  III. 


COi 

n 


cos—  ±  sm-^y^_|, 

■  ■  ■.«*"*" 

CO« +    «*» IT — I, 

'^       •  . »    .  .  . 

n  —  n         ■    V 


n  sämmtlich  unter  einander  vfsrschiedene  Werthe  von  (4.'!)'*^ 
und  folglich 


(271      ,     ^J    2n  ^ \ 

[cos +  im f  — .1  I- 


a  I  cos 


\      »    -      »    '     / 

ff  sämmüich  anter  eitaander.  angleiche  Wnizeln  der  Gleichung 
*•  —  o"  =  0.    Also  ist  nach  §•  13. 


jc«  _a»xs      (x^a) 

X  f*— aco«  -jj asin—f^i\ 

xLc^aeos-^    +  fltiii-^|rZ3  1 

'  \ 

% 

X  ^Jr  — ßco«  -—•    +  asinr—Y  —1  j 

.    -% 

/                  fii— l)?r    ,            .    (n— l)?r 

r-i) 

5» 


es  iHb!^;nlraf)aia^  '■  ViietteB  KApttd. 

oder  '-•■'■'      t..  .'JV;-  ...;;:     .     . 


'.t .    . 


X  ffl.« — 2axcoi +  fl'1 


•    • 


( 


II.    Zerlegung  der  gcbro'chenen  Fanction 

in  Partialbrüche. 

1.    n  eine  gerade  Zahl. 
Der  Zähler  des  dem  Factor    . 

2kn     —        ,  2Jin^ 

4f  —  a  cos  — —    4-  ü  sin ■  — 1 


I        ■  •  • 


n— 1 


von  jr* — a*  entsprechenden  Partialbrüchs  ist  nach  §.  16. 

.  (       ^kn    ,      .    2k7i^ j»«-*     ' 

flm-i  {cos +  sin  Y^\  l 

na»-*  Jcos Hh  «m- f  — 1{ 

d.  i, 

—  a»*-*»  {cos +  sin  ^—  IT  — l  >         . 

n  ^1         n     —  n    ■  )         '        i 

und  folglich  nach  D.  §.  88. 

1»  (         2fe(m  —  n)7r     i    ..      2^(m— n)7r.v f 

fli»-»  <  cos  — i^ ^—  +  «i»        ^  / — r  «I  J 

n  I  n  —  n  '         I 

oder 

H  K         ikmTt    ,     ..      2kmn  ^, ) 

—  a*"— »  i  cos  — —  +  sm T i  i   , 

n  ,J  »—  n'^' 

weil 

2%(m— n)7F  •  Sn-L^"^^  \t  2km7t 

cos  — «-^ —  =  cos  \  2k  I TT  I  >  =s  cos , 

f       ■         n-.  (.     \n  / )  n 

V .      2k  (m— ft)  7t            .     (  «T  /  '"^           \  )           .     2fem;r 
im 2i ^  =:  Sin  <  2k  ( —  ti  j  >  CS  sm 

ist  "\ 
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Die  Summe  >der  bbid^a  Bruche 

eoi  ^ ^  •I*'  sin 

'v     n-'r  ' 


-*••• 


IW  >■ 


nnd 


cos  — —  —  a  sin  — -  f  1 


jeos  ■  —  tun*    ^    J  ^t 


OS  -^^-^  +  asm y  -ii-i 


n  n 


ist  aber,  wie  maif  l^dht  ffadet,^    ^  .  ,;^ 

^y^s,    ■'  ■/  ^"-^  2a  i?o?  — >     .    :^  -     ,  r  ,  ^ 


jr»  — 2axeos +  '«• 

n 


Endlich  sind   vacb  §•  16.   die  beiden  deq  Factoren  jr<— a  und 
s  +  a  von  xj  ^  o*  entspi^dienden  PaH^attrüche 


na 
d.  i. 


.  ■    ,A  ~    und    ■    ^  ' — H-i 


oder^  weil  n  eine  gerade  Zahl  ist. 


-7 — "-^7—  und  (— l>». 7 ; r-  . 


Also  ist       '  - 

iB»  — a»  n(a? — a)     '    ^       ^        n(j:+a) 


.-  \ 


+  -* 


4  2m7r  ^(m— l)7il 

2a"*""»  <xc<^s  —  —  acos     ^    >  > 


n(^*-*2ajtrcos—  +  a'V 


n  «.  .  f  V.  4m7J  4{m— 1)37 ) 
2am— »  /  ^  cos  '  .  —  a  eos  ^  > 
f n '            n         j 

n{«*—  2ajrcos +0') 


^)  Man  mnss  bei  dieser  Addition  jeden  der  beiden  Nenner  bloss 
als  eine  zweitheilige  Grösse  betrachten,  so  dass^der  reelle  Th^  den 
eisteni  der  imaginäre  Theil  den  sweiten  Theil  bildft. 
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2a»»-»   \xeo9 — *  neoB-^ «^ 

«(  *•  — 2fl»cos — +  «y 


•     ji^Ä»— a^reos  ytZljSL  +  a«^ 

TV  ..■'»■.   ..i  -/ 


.  '  •  » 
2.    it  eine  ung^eräde-Z^hl. 

Man  erhalt  ganz  auf  ähnliche  Art  wi6  v6rtier 


f      k 


x»— a»  n(*— a) 


+ 


nf  «*  —  2a^9ok  J^  +  a^\ 

^1           4m7r                 4{m — i)n  I 
/      .       n  _  n         I 

11^*'  —  2ax  eo9  -—  +  a*  J 

«  -^.  f  ö»»^  6(m— l);r  I 

2a'»—»  <  xeos a  cos  — ^ — <. — ^—J 

(  n n         I 

07*  —  2ajreos +  a*J 


2a»»-»  < 
+  3 


*.-*«•   (n—i)m7t  (n— l)(m— 1)71 

n  n 


} 


nfx^—iaxeoB^^      ^.   +  a»)  ' 


lllr    Integratien  des   Differentials 


X»— a»  * 


1.    n  eine  gerade  Zahl 
Nach  §.  32.  and  §.  36.  ist 
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4-  CO« /f   s^ — 2aXi€os +  a* 

»1  n 

.271: 

....     -     .    . -  ,        ^«m— « 

-— <t»i4£"-»ilr#l4ift^    »  j?  — 

fl — «eo« 

n 


•)- eos »f  ao* — 2aweos +  d^ 

11       I  n 


.    4;r 


-  jTsm  — 

*  .  a — X€d% 

n 


^  e0« *  \  w^  —  1taXco9 'fr  Ä* 


n 


n  071 

4K  — «?0Off 


,  (n--2)m7r  »T^   .      „  (n— 2)7r 


's  1  . W  l 


.     (n~2) 

— *  tin  ^"""  ^"^^  Ateiäng^JU:^ 1-2: : 

n  °  (n--2)7r 

o  —  reo«-        ' 


n 


^.    n  eine  ungerade  Zahl. 
Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  erhält  man 


im^m  J'   jpH  —  ^ 


2a'»—»  ^'  jr«  —  Ä» 


2m;y  »TT  27r    ,      , 

+  .CO« *i    jr*  — 2axeo9 +  lP 

n       \  n 


.     27r 

—  «m Are  lang ^ — i 

M  2;z 

a  —  X  eoM 

n 
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k 


+  90$ If  X*  —  2aw  eoi +  a» 

47f 


M  Mtht — ■ 

—  tin Jretang 


1» ^ 4at 

n 


»I  n    ^ 


.    6» 
15  «tili-— 


—  tli»——  Ariftang  ■■.,  ■ g^ 

a — «cot  — 


--•         (ii«l)mf(  /T     ,    '  (n— l)?r 


a' 


^  '■  »  I  n 


V 


IV.    Als  Bei8[del  zu  dem  Vorhergehenden  wollen  wir  das 
integral   /.p- entwickeln. 

Es  ist 

+  eot^n.lf  x*-'2xeoH7r+t'-'9ini7t.Arctang      ^^^^^^^ 
+•  eo»J^.|f  a;»— 2a?co«|7i:+l  — -fw  j  n.Aretang -^^^ ^os  ^  n 

1""— j  X 


4gr3 

d.  i. 
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Soll  DQD,  unter  der  Voraussetzung^  dass  a  und  &  entgegepge* 

rnrr  entwickelt  werden;    so  setze 


Dann  ist  .  « 

und  folglich  i 


0+*«* ' 


—  sri^*  («•cfc)'(«'-fto4-ik')       ^^* r*"*"«  iTzr^l 

oder  a^ch 


Fünftes/  Kapitel. 

Integration  der  irrationalen  algel^raisclien  Differentiale* 

§.44.  .  ■'  ,   ' 

4 

Ein  vorzügliches  und  sich  zuerst  dari^ietendes  Mittel  zur 
Integration  irrationaler  algebraischer  Differentiale  ist,  dass  man 
dieselben  durch  geeignete  Substitutionen  rational  zu  machen  und 
dadurch  ihre  Integration  auf  das  vorhergehende  Kapitel  zurück- 
zuführen  sucht.  Ausserdem  kann  man  Intemile  irrationaler 
algebraischer  Differentiale  durch  zweckmässige  Substitutionen  ofk 
auf  schon  bekannte  Integrale  irrationaler  algebraischer  Differen- 
tiale zurückführen.  Ferner  leisten  auch  hier  wieder  die  im 
zweiten  Kapitel  entwickelten  Reductionsfonnehi  in  viden  Fällen 
die  vortrefflichsten  Dienste,  und  endlich  muss  man  zuweilen  zur 
Entwickelung  der  gegebenen  Differentiale  in  convergirende  Reihen, 
wenn  dies  möglich  ist»  seine  Zuflucht  nehmen ,  indem  man  dann 
auf  diese  Reihen  die  in  §.  8«  und  §•  Ö.  bewiesenen  wichU^^i 
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ungemeinen  Sä^e  anwendet.      Von  allea   diesen  ^l^rations^ 
mewoden  werden  im  Folgenden  Beisj^ele  vorkommen. 


«   « • 


§.  45. 

Bntwickelung  des  Integrals 


/: 


ia+bai)T 


Wir  nebmthi.  Uer  mid  im  Fügenden  immer  an,  dass  u  eine 
durch  2  nicht  theilbare  Zahl  ist.  Setiten  wir  nun  a  -{^  bx  =  z^ 
so  ist  bds  =s  dz,  und  folglich  - 


f/- 


^ö,=  _ 


»— a    ""  »— a 


§.46. 
Entwickelung    de«    Integrals 


Nach  §.  28.  iV.  ist. 


TT 


A 


n 


n 


(a  +  6a?y 
(2m— n)  b  (a+bxf^  »^    («  +  ba:)' 

Mittelst  dieser  Reductionsformel  lässt  sich  das  gesuchte  Integral 
immer  auf  das  in  §.  45.  entwickelte  Integral  zurückführen. 

Man  kann  aber  dieses  Integral  auch  noch  auf  folgende  Art 
entwickeln.    Setzt  man  nämlich  a  *\-  bx  s=  z^^  so  ist 

(«•|-fta?)T  CSS  ««,    JT  ==  — j i    hdx  =  2a;5a, 

und  folglich 


z»— i 


Entwickelt  man  nun  (2'—«)"^*  nach  dem  binomischen  Lehr- 
sätze und  dividirt  durch  «***;  so  Ksst  sich  das  gesuchte  Integral 
durch  eine  Reihe  von  Integralen  von  der  Form  yi*  5x  ausdrücken, 
die  bekanntlich  immer  leicht  zu  finden  sind. 


Irrationale  algebraisclie  Differeiitiale#  7& 

§.47. 

E  n  t  w  i  c  k  e  1  n  n  g    d  e  8    I  n  t  e  g  r>  1  b 
Man  setze  a  ^  hx  ^s^  z^\  so  ist 

...        ^    *  '        .        j       ■:   -.       r.        •  -t 

und  folglich 

wodorcli  also  unser, hl tegräl  auf.  das  Integral  eines  rationalen 
algebraischen  Differentials  zürt(ckgefuhrt  ist,  und  nach  §.  35. 
gefpi^jj^JX  werden  kaMu.  - 

.  Wijr  untersch^idefa  bd  der  Integration   die  drei  fblgendoB 
Fälle,  ...  ., 

L    a  =s  0. . 

In  diesem  Falle  ist 

n.    a>0. 

Die  Grösse  h^ — 4ao  in  §•  36.  ist  in  Bezug  auf  das  Integral 
/-^^9  wie  sogleich  erhellet,  ss  4a,  und  im  vorliegenden  Falle 
also>0.    FolgUch  ist  nach  g.  35.  IL  , 

y^  da    __    i       (  2g-^V^V 

oder .  .         ■ 
Also  ist 

III.    a<0. 

In  diesem  Falle  ist  die  Grösse  b^  —  4ac  in  §.35.  •<  0, 
und  fol^ch  nach  §.  35.  IIL 


/Ä-^^r^^-'^-'f^s»- 


y 


■  y 
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also 


/; 


'  =  '^—^  Are  lang  ' 


•  .,:8-«-.    ...  .  . 

Bntwickelang  des  Integrals 

/ :• 

;  .    Nach  §.  28.  VI.  bt 

Mittelst  dieser  Redactionsformel  kann  das  gesuchte  Integral  im- 
mer anf  das  in  §•  47.  entwickelte  Integral  znrii(£gefiihrt 
werden. 

§•  49. 
Bntwickelang    des    Integrals 

f ^2L__..     ... 

Nach  g.  28.  lÜ.  ist 

i I     Qm+n^2)5  /r       Bx 

Mittelst  dieser  Redacäonsfoniiel  lässt  sich  das  gesachte  Integral 
immer  auf  das  in  §•  48.  entwickelte  Integral  zurückfuhren. 

E  n  t  w  i  c^  elang    des     Integrals.. 

faTia  +  bxydx. 
Man  setze  a  +  bx  s=s  z'^;  so  ist 

n 

ia  +  bx)    =z  z*,    a^  .l-IüfL,    iSx  =  2202:, 

und  folglich 

n 

/ar(a  +  bxfdx  =  -^^-ß  /(z*  —  a)««»+»fla . 
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Entwickelt  man  nun  (z^ — a)"*  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
and  multiplicirt  den  durch  d^ese  Entwickelang  erhaltenen  Aus- 
druck mit  2*+^ ;  so  wird  das  gesuchte  Integral  durch  eine  Reihe 
Ton  Integralen  von  der  Form  fz^dz  ausgedruckt ,  die  sich  be- 
kanntlich immer  leicht  finden  lassen.       , 

§.  61. 
Bntwickelung    desintegralt 


/ 


Nach  §.  28.  III.  ist 

n 


_  («  +  &fl?)  *  (2m— n— ?)&    r{a^hx)^daf 

Mittelst  dieser  Reductionsformel  kann  man  das  gesuchte  Integral 
immer  auf  das  Integral 


n 


(o'^'bafydaf 


zurückführen,   so  dass  es  also  jetzt  bloss  noch    auf  die  Ent« 
Wickelung  dieses  Integrals  ankommt. 

Nach  §.  28.  V.  ist  aber 

X  •        '  it  .      J  a 

Mittelst  dieser  Formel  kann  man,   weil  n  eine  ungerade  Zahl 
ist,  das  gesuchte  Integral  offenbar  immer  auf 

/{a-\-bxydx   . 
X 

zurückfuhren  9  und  für  dieses  Integral  ergieht  sich  ferner  mittelst 
derselben  Beductionsformel 

I 

/■^i?^  =  '(»+-)♦  + /;fÄ^-     - 

SO  dass  sich  also  dass .  gesuchte  Integral  immer  auf  das  in  §•  47. 
entwickelte  Integral  zurückführen  lässt. 
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Bntwl.okelniig   des  Itotegrals 

/«Ja? 

Man  setze  a  +  bs  s=s  z^,;  so  ist 
und  folglich 

Nach  $.  43.  III.  2.  ist  aber 


4v^-fe  ==  *^-<'  -  ^^>' 


4«     y  S  27r  3 

.231 

4  2tin  -^ 


=  4Z.(.-f«)» 


—  4^f  «'+«f«  +f«»  +  irS.^rcMm^  r^ 


«+2r. 


Aber 
Also 

3 

und  folglich 


'J^Ä+Äjp 


Ksr 


^^1  I 
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§53. 

Bnt  wickeln  ng  des   Integrals 

Sa 


f 


%ß  V 


8^.. 


Man  setze  wieder  a  4*  ^<^^^  ^' »  so  ^^  ^uf  ganz  ähnliche 
x\  wie  vorher  ,V;       ^ 


nd  nach  §.  43.  III.  2. 


■>l'!  ,   >; 


'^fiä-.-M.-f.y. 


t 


9 


ii.iz^r^y 


/  ,         ...... 

roraus  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragraphen 

Irhalten  wisd,  : 

Eatw/ickelnng    des    Integrals^ 


A 


Wir  unterscheiden  bei  der  Entwickelang  dieses  wichtigen 
ategrals  zwei  Fälle»  jenachdem  e  >>  0  oder  o  <C  0  i&V«    '^  ' 


..  .| 
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l.    e>  0.  '       ' 

Man  brioge  die  Grösse  unter  dem  Worzelzeichen  anf  die 
Form 

and  setze  der  Kurze  wegen 

WO  ]f  ebe  reeUe  Grösse  bezeichnet;  so  ist 
und  folglich 

^  Nun  setze  man  femer 

oder 
so  ist 

und  folglich 

Y  a  +  bwi-ew*  "^         rj^—ß 

Aber  nach  §.  32. 
Folglich 

Y  o  +  bx^ew*  2y      v     ^' • 

woraus  nach  gehöriger  Substitution 

oder,  wenn  man  die  in  diesem  Integrale  noch  enthaltene  Gon- 
staute  weglässt. 
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Za  bemerken  bat  man  üb^'gens  noeh,  dass  man  in  diesem 
Aosdrdcke  des  gesucVten  Integrals  bffeid>ar  y^c  positiiF  und  ne« 
gativ  nehmen^  und  daher  auch 

setzen  kann« 

Will  man  also  Y'o  immer  positiv  nehmen;  so  muss  man 
eigentlich 

setzen. 

Weil  aber 

=s  (2r+2cjr)»—4c(rt  +  ^*  +  <?•«•*)  =  Ä*  — 4flc, 

i 

und  folglich 

—  •—  r .  (&  H'  2cx — 2irc.K«  i-  ^^^  +  <?«0* 

ist;  so  reicht  es,  weil 

eine  constante  Grös^  ist^  offenbar  hin, 

zu  setzen,  und  |^c  immer  positiv  zu  nehmen,  welches  im  Fol« 
genden  auch  meistens  geschehen  wird. 

II.    e<0. 
In  diesem  Falle  setzen  wir 


oder,  für  —  1  ==  a,    —  1  =3  /J,  —  c  =  yS 

Y^a  +  bx  +  ex*  r  JY^-^ßx-^xK 

Integralrechnang.  '  >  ^ 
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S^tam  irir  «ns-  ferntr  s  -r^  t  ß  as»  d;  m  ist  dr  «b  dx, 
41  4*  ij}#  >^  j>*  =38  «  4.  4  ^«  ■<-  s4,    «ni  iDlgUdiv  ür 

p        8*  i    f     Sz 

Für  X*  =  -#!i^  ist  aber 
1+»» 

y.  +  txfc.«     =  Ty  T+U^  =  y==  Breton*«. 

Weil  nun 
und  folglich 

ist;  SO  ist 

WO  sich  nun  noch  fragt,  ob  man  das  obere  oder  untere  Zeichen 
zn  nehmen  hat;  eine  F^age,  welche  sich  am  leichtesten  beant- 
worten läftst,  wenn  man  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  differentärt.  IJaduroh  findet  man^  d^iss  naa 
das  untere  Zeichen  nehmen  muss,  und  dass^  also 

^A  .=1=  =    .^ Aretang — j^.— ^  ^^     v     "f  "..-a- 

J^fl+da^  +  ca?«  r—c  2K^.ira+Äa;  +  ca?> 

Auch  hier  ksinn  man  'JT^  positiv  und  negadv  nebmen, 
und  man  muss  also,  wenn  man  j^— c  immer  positiv  nehmen 
will»  eigentlich 

y*         5af                     .         1       ^                           «^*  — 2car 
^^  =  +    ^y. Aretang  .      .^ .^^-.— ^ =. 

Ira4r5i?4::^         —    y^-^  ±  27-^.7  a+  6a;  +  cx^ 

setzen.    Weil  aber  alle  die  ti%»nometrische  Tangente 

->5— 2<?a? 

habende  Kreisbogen,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  ^m  analy- 
Cischen  Ausdrucke 

—  6  — 2ca? 


fotrtiMide  4Eilg€fbrai8ifito  0ifl^irt{&l^  g^ 

zosaBunengefasst  werden  könna»;  Jr>  deicht  es  offenbar  hin, 

zu  «etken,  «nd  f^— e  ^miiiar  {K)sitiv  zii  ndmen. 

|.  55. 
B  a  t  w  i  c  k  e  1  o  ik  g    des    Integrals 


/: 


dx  : 


Wir  setzen  4er  Kflriie  wegen 
folglich  überhaupt 


dm     _  a^T 

ei    I  I    I   I       •>■*> 


und,  wenn  «mb  Mf  beiden  Seiten  ndt  ß*^2es)^  midliplitirti 

oder,  wcfl    , 

ist,  wenn  wir  der  Rärze  wegen  4^o^b^s=zk  setzen, 

x^  T_  J?        ' 


V-  •  ■^ 


Also  ist  nach  §•  27. 

und  folglich 

D«rek  fongesetBte  Anwenteag  dieaar  Fomel  «i^iebt   aicb  iw 
/>  =  -j-,  wenn  wir 
.  t  ,       4fa-j)c  ,   ^  ^  4(i>~5)c  H    n  _,  4(ii-7)c 

setzen,  leicht 

6* 
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dm    ^^ 


Ix»      x>       x^  i    »         x""»    j    ' 

.       +  4(n-2i— l)c£/'  . 

Ist  nun  n  eine  ungerade  Zahl  und  grösser  als  die  Einheit »  wie 
wir  hier  annehmen  wollen ;  so  kann  man  t  =  ^^^  setzen^  und 
wird  also,  da  für  diesen  Werth  von  t  das  Glied 

4(n-2i-.l)cL /l-^ 

J  x^— ' 

verschwindet,  mittelst  der  vorhergehenden  Formel  das  gesuchte 
Integral  immer  vollständig  entwiciceln  können.  Der  Fall,  wenn 
ff  :;3  1  ist,  ist  im  vongen«  Paragraphen  ausführlich  betrachtet 
worden.  * 

Für  fi  s=  3  und  »=3  5  erhält  man  z.  B. 

§.  56. 

Entwickelang  des  Integrals 

n 

Kehrt  man  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte   allge- 
meine Relation  um;  so  erhält  man  für  Ar  =  iac  —  b^y 

^'"''^        2(2ii-3)cX  H^P-^)cJ  x""    * 

und  folglich,  wenn  man  —  p  +  1  Gir  p  setzt, 

y  2(2i»+l)c  ^  il(ip  +  t)ej 

Onrch  fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich. für 
p  =  -=■ ,  wenn  wir 

2(n+J)c    '  *  —  4(n-l)c  "*'  ^  —  4(n-3)c "'  ^  '*4(n-5)c"" 

_   (n-2i-M)fc 
~  4(1»— 2«+3)e 

setzen. 
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Nehmen  wir  nun  wieder  am,  dass«  n-«i&  ungerade  Zahl  ist  9  die 

'  n4-l* 

aach  die  Einheit  seynkann;  so  können  wir  t  =  -^  setzen, 
und  werden  also  offenbar  mittelst  der  vorhergehenden.  Formd 
das  gesuchte  Integral  immer  auf  da&^  in  §•  54.  entwickelte  Inte- 
T^r—  zurückfahren  können.  Für  »  ==  1  und  n  =s  3  cr- 
gidit  sich  z.  B. 

j.xaa,^. .  +  ^J^,  . 

X^da^={^^  +  g5^)(H2ca;)rX+   i^Jyx 

§.  57. 
Entwickelang  der  Integrals 


/: 


n 


•  •    • 

Wir  nehmen  an,,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  setzen 
der  Kürze  wegen  a  +  ia?  +  ^^^  =  ^• 

Nach  §.  29.  IV.  ist 

(m— n+l)cX  '  X  X 

Mittelst  dieser  Formel  kann  das  gesuchte  Integral  auf  niedri- 
gere Integrale  derselben  Art  zurückgeßüirt  weraen^  Färm=l 
ist  z.  B. 

/xSx    i  b   pBx 

X^  (n~2);?X*  *^    X"^ 

wodurch  das  Integral  auf  das  m  %  55.  entwickelte  Intcgnl  zu- 
rückgeführt ist. 


Nor  für  m  s=  fi  -P-  1  ist  4ie  obige  aUgdbeine  Fomiel 
nicht  mehr  anwendbar,  weit  iamä  m.' —  n+  1  =s  0  wird»  und 
dieser  Fall  mas3  also  besonders  betrachtet  werden* 

WWaber 

ist;  so  ist 

-^F¥^^dm  P^^dof  t9r^^9        ^r^^^dm    ' 

üitffclgUeli 

mittelst  welcher  Formel  die  Redaction  des    gesuchten  faitegrab* 
auf  niedrigere  Integrale  ähnlicher  Art  immer  bewerkstelligt  wer*  , 
den  kann«    Fär  »  =3;  1  ist  das  Integral  aus  §•  54.  bekannt« 

Eniwickelnng    des    Integrals 

/   '•  . 

Auch  hier  nehmen  ^rir  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 
und  setzen  der  Kürze  wegen,  a  +  ^<^  +  ^^^  ^=^  X. 

Nach  §•  29.  III.  ist  * 

Mittelst  dieser  Formel  lässi  sieh  das  |esu€hte  Int^ral  auf  ue- 
drigere  Integrale  derselben  ^  zurScknihren^  Mur  der  Fall^i 
wenn  m  =  1  ist,  macht  eine  Ausnahme,  und  muss  daher  beson* 
ders"  behandelt'  werden. 

—p;    gefundenen  Ausdrucke 

in  §•  40.  ^  ffip  n;  so  erhält  man 


#X^  (i»-2)flX^^  *^  a?X  *  *^    X' 


>» 
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und  kann  also  tnitte|st  diesf  r  RefaAion  das  gesucht^  Integral 
immer  auf  Integrale  VQt  der  m  §.  Ö5.  l>9trächteteii  fetm  und 
auf  das  Integral  /  ^^y-  zurückführen,  so  dass  uns  jetzt  bloss 
noch  die  Entwickelung  des  letzten  Integrals  übrig  bleibt. 

Setzen  wir  aber  •*-=«  sfo  ist  *—  Tir  =  ^«>  — saj-^aÄi* 
mA  fol^h^  wie  tnan  Mcht  findet, 

'wodurch  also  das  erstere  Integral  wieder  auf  die  in  §•  55.  be- 
trachtete  Form  gebracht  ist,  und  duber  immer  gj^ftuiden  vmit/k 
kann. 

§•59. 
Entwickelnng    des    Integrals 

Nach  §.  29.   IV..   ist,  wenn  wir  a  +   bx  +   es^  as  X 
setzen, 

f^Jr.  ^"^  ^  '  (2m+n)b      /\..,  ^?. 


(m+i»4-l)cy 


Mittelst  dieser  Formel  wird  sich  das  g«süehte  Integral  immer 
ohne  Schwierigkeit  auf  bekannte  Integrale  zurückfuhreii  lassen. 

Es  ist  auch 

Entwickelt  man  nun  af^X"*  nach  Potenzen  von  jr;  so  wird  sich 
mittelst  §•  6.  das  gesuchte  Integral  in  lauter  Integrale  Von  der 
in  §.  57.  betrachteten  Form  zerlegen  lassen,  und  wird  daher 
au(£  auf  di(ise  Weise  immer  entwickelt  werden  können. 

§.60. 

EntwickeluBgid^s    Titegrals 

Kacb  §.  29.   Ilti  ist,    Wenn  wir  m  +  hx  -{-  cs^  ts  X 
setzen. 
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(m— n— 3)c  pX^dw_ 

-2 


—     (»»—w— 3)c  /• 


Mittelst  dieser  Formel  ßsst  sich  das  gesuchte  Integral  immer  anf 
bekannte  Integrale  reduciren;  nnr  der  Fall,  wenn  «i  sss  1  ist, 
macht  eine  Ausnahme,  und  moss  besonders  betrachtet  werden. 


v       _ 


— ;r  gefnndenen  Ausdrucke  in 
«x^ 
§•  Ö8*  —  n  für  n;  so  erhält  man 

.    m        "^        (ii+2)a  +     aj        1?  "27/^    ^^» 

tmd  folglich  ' 

oder,  wenn  man  «jetzt  n  — <• !}  für  »-setzt, 

/— X—  =  -ir  +  v~^^ —  **■  iyx—dx. 


n 


Mittelst  dieser  Formel  lässt  sich  /JEI^  immer  auf  bekannte 

J  X 

Integrale  zurückführen.    Für  n  s=  1  ist  z.  B. 

y  ^        .  y^r^  *  ^  y rx  > 

« 

wo  beide  Integrale  auf  der  rechten  Seite  des  GleichheitszeicIieDS 
aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  sind. 

Es  ist  auch 

X^^x         rx^'dx 


/X  \^d?    _    fX^^dx     ^ 


X^^X 


Entwickelt  man  nun  ~  nach  Potenzen  von  x,  die  positive  und 

negative  Exponenten  baten  können ;  so  wird  sich  mittelst  8.  6. 
das  gesuchte  Integral  immer  in  lauter  Integrale  von  der  in  §.57. 
und  §.  58.  betrachteten  Form  zerlegen,  und  sich  also  auch  auf 
diese  Weise  immer  entwickeln  lassen. 
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§.61. 

^Entwickelnng    des    Integrals 

Mittelist  §.  6.  lässt  \sich  das  gesuchte  Integral  immer  in 
knter  Integrale  von  der  in  §.  57.  oder  §.  59.  beitradileten.Fonn  , 
zerlegen^  und. kann  daher  immer  gefiinden  werden« 

• 

Die  Integration  irrationaler  algebraischer  Differentiale  durch 
Reihen  wollen  wir  nur  an  einem  Beispiele  zeigen. 

Nach  D.  §,  117.  ist,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  positir 
nehmen  9  ^ 

-«^==,  =  1  +  4».  +  __«♦+__-,.  + __^  ,.  +  .... 

Also  ist  nach  §.9. 

f'    ^' ... 

d.  i. 

ö*.  ,    .     «»    ,    1.3     «»   .   1.3.5.   x-> 


*  +  *  -T"  •*■  2T4  •  T"  ■*■  274T6  •  —  +  •••• 


Bezeichnet  nun  aber  Arctins  den  zu  o;  als  Sinus  gehörenden 
Kreisbogen,  welcher  den  kleinsten  absoluten  Werth  bat;  so  ist 
nach  D.  §.  68.  offenbar  ^ 

und  folglich 

{0  =  *<!}. 

§.63. 
Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  die  Reihe     * 

x^       1.3    ar*       1.3.5     x\ 


•.   .  •  ♦ 


•  • 


I 
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auch  noch  fSr  o?  s=3  1  convei^rt,  d.  h.-  man  kann  beweisen, 
dass  die  Reihe^ 

11      1.3    1      1.3.5    1 

*?  T; 3  *  2:4*T*  rXB^T '  — 

eihe  convergirende  Reihe  ist. 

Lassen  wir  jeixt  x  immer  eine  posiUre  Grosse  bezdcbneo; 
die  kleiner  als  die.  Einneit  ist|  so  ist  naoh  D*  §•  117. 

odef  der  Yäxtt  wegen 
SefeEea  wir  also 

Sj,  s=  Aq  4*  ^1  ^"1*  ^1  ^^  +  ^3  ^^  -h  •  •  •  +  fl»— ix**i  ; 

SO  nShert  sich  S|,,  wenn  n  wächst ,  der  endlichen  völlig  be^ 

stimmten  Grösse  (I—<p)'^"'  immer  mehr  und  mehr ,  und  kann 
derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross 
genug  nimmt.  l)aher  muss  für  jedes  beliebig  grosse^  aber  ^^ 
stimmte  m  die  Grösse 

sich,  wenn  n  wächst  der  Null  immer  mehr  und  mehr  nähern, 
und  wird  dorsdfben^  wenn  man  nur  n  gross  geong  nimmt,  aueh 
beliebig^nahe  gebracht  werden  können. 

Da  nun  die  Coefficienten  a^ ,  «i ,  aj ,  a, ,  a« ,  •  .  «  . 
offenbar  beständig  abnehmen;  so  kann  man,  wie  leicht  ferheÜen 
wird,  die  positive  ganze  Zahl  h  immer  so  annehmen,  dass 
zugleich 

5fc^  <  *""^*^  «»  <  «^+«-.1 
ist.    Weil  aber 

unter  den  Grössen 

1  1  1  1 

und 

rcspeclive  die  grössten,  dagegen 

S*+*»— 1   und  0aJ.ifr-.| 

unier  den  Grössen 
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respective  die  klmstea  and;  so  ist  olTeiikftr 


<  «»+1 ,  Oi 


2*+3  ^  '  *+i 


2lri>2/7»— 1 


Folglich  ist 

d.  i.9  wenn  wir 

setzen,  ^ . 

Uekerlegl  man  nun,  dass»  wenn  n  wSshst,  ^offenbar  avch  tt 
wächst;  so  ist,  aus  dem  Qbigen  klar,  dass  5^.1^—  iSji  sich, 
wenn  k  wSchst,  der  Nnll  immer  mehr  und  mehr  nähert  „  und 
derselben  beli^ig  nahe  gebraN^ht  werden  kann,  ^enn  man  nur  k 
gross  genug  werden  lässt»  Daher  wird  Sj^  sich  offenbar,  wena 
k  wäcnst,  einer,  gewissen  bestimmten  endlichen  Grösse  imm^ 
mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebten  Grade  nahem,  uni 
die  Reibe 

1  1  11 

«Ol  ^l**a*>  ****3"»  ^1*"7"»  ^4»  cf">  •  •  •   •  > 

d.  i.  die  Reihe 

11       1,3    1       1.3.5      1 

*' T'T'  27¥T*  2:1:6  •T' • 


folglich  convergiren,  wie  behauptet  wurde« 

Weil  nun,  wenn  t  eine  unendlich  kleine   positive  Grösse 
bezeichnet,  nach  §•  62.  auch  noch  für  jr  =  1  —  t 

.  ,    a?*    .    1.3    X»    ,    1.3.5    *»    . 

m 

ist;    weil  ferner  Arc^ini  eine  endlich  völlig  bestimmte  Grösse 
ist,  und  nach  dem  Vorhergehenden  die  Reine  auf  der  recbten 
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Seite  des  Gleichheitszeichens  auch  noch  für  or  =  1  eine  end-* 
liehe  völlig  bestimmte  Summe-  hat;  so  erheUet  leicht ,  dass  die 
obige  Gleichung  auch  noch  für  x  ==  1  gilt,  oder  dass 

und  folglich 

^      .  ,    1      a?'        1.3     a?J    ,    1.3.5     a?'     , 

ArcBtni,zzc,  +  ^.^  +  27J.-5-  +  27476-—  +  •  •  • 

ist.  Offenbar  gilt  diese  Gleichung  nud  aber  auch  noch  für  jedes 
s  von  s  ^  0  bis  X  =  —  1,  und  es  ist  also 


j        .  ^    1       JT»      ,      1.3      *» 


1.3.5^     «7 
6"~ 


4-      • 
^   2.4. 


Für  j?  es  1  und  x  = 
merkwürdigen  Gleichungen 


{-  1  ==ar  =  +  1} 
1 


r* 


erhält  man  hieraus  die  beiden 


1    1 


1.3    1 


*^=^  +  2-3-+IT-F,+ 


1.3.5     1 


2.4.Ö    7 


'^  + 


und 

Besonders  die  letztere  Gleichung ,  welche  sich  auch  unt^  d^ 
Form 

schreiben  lässt,  ist  "^egen  der  ziemlich  starken  Convergenz  der 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  zur  Berech'- 
nung  des  numerischen  Werthes  von  n  geschickt. 
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Sechstes  .Kft^piteL 

t    •    _ 

Integration  der  Differentiale^  welclie  Kreisfunctionen 

enthalten.    ,  .  -.    .. 


r   > 


§.64./ 

Redactionsformeln    fuidas    Inte  g  r  a  1 

Jiin  «"» cos  X»  5*. 

1.  WeU  nach  D.  §•  60«  und  §.  61.^marssciiflj^  und 
dcoBx  s=  *-—  sinxdx  ist;  so  ist  umgekehrt 

zwei    Formeln,    welche   die   Granflage^   von    allem  Folgenden 
bilden. 

2.  Nach  §.27,  ist 

Jsinx^coix^dx  =  8inx^co8ai^'^\/coswdw'^Jh.8iHäfi^ea$a^]/cosxdx 
c=  »in  jr'«+l  cos  x'^^  — J*{  m  sin  «*•  cos  x^ — (n— 1 )  f in  a7«»+-2  cosar»-* }  ^jp 
=  «in  «^»+1  cos  or»— 1  —  mfsin  x^  cos  x^  öo?  +  (n— l)ysina:"H:?ipOÄ«»— ^^jf, 

und  folgUch 
sinx^cosaf^ax  =  rr +  — r2  Isimxf^^  eost^^^ax» 

3.  Ganz  auf  ähnliche  Art  ist  nach  §•  27« 

Jsinal^cosa^dx=zsinacl^''^  cos  x^Jsinxdx — Ja,  sinx^'^^coiaf^JsinxBx 
s= — «in  x*^i  co»a?»+i  — y*{  — (m— l)sin  jc«»»-^  cos  «"+2  4-  nsmx"*e<Mir»  \dx 

= — »ma?»->  coÄX^+i  +  (tn — i)J'^n(ifi'*'^eoix^^dx'^nJsinX^cosx^dxy 
und  folglich 

y".                   Q             s/n a?*!«— *  CO« j:'"+*     .     m— 1  /*.     ^^  .,,n 

sntx^cosx^  dop:=z r- +  — r-7-  t  sm x»»*-*  |.|, j  ob^'t^Qx^ 
n+1        •  ?»+iy 
■  • 

4.  Setzt  man  in  2. 

«injr'""*"^  =  «ina:«(l-?co«x'); 

so  wird 

Jsinx^eosx^dx-,  . 
^  «ms'H-ico«x»-t        n^l  fsina^cosx-^^dx^fsinx-^xosx^dx], 

und  folglich  .1 

sin  of»  co^  «»  5flf  =5 \ i +  — ^T—  /*»«  .r*»^cof  *»-«  ^x . 

w+n  .  m+n^ 


5.    Setzt  man  In  3. 

80  wird 

Jsin  i*»  CO»  Jp»  Sar 
tili  *•■■■*  <?os  af*  M 


+  -xrl  f9inafl^^eoix'dx^isin:if^o$x*d»y 


n+1 

und  fplglich 

fiing^eoMi^dx 

6»    Darcli  Csikehraiig  der  Glelcbung  in  4.  ei;^iebt  sich 

S3  --  I, — T ^  +  3—  fsinp^cosa^CS9 

»— »  »* — ^1  ^ 

mild  felgUeky  Vena  wir  non  n  -f*  "2  für  Jt  seteen» 

n+l  ^     n+l    y 

2.    Durch  Dmkehrnng  deü*  füleichnng  in  5.  ergid)t  sich 

m^n    P,  n 

•I-  — 7- /«m«^  CO»*»  C7X, 

m—iy 


»in  a:"*-^  co»  *^1 


ond  {fdgUcb»  wenn  wir  Bim  »  +  2  für  m  seiaeii» 

jMnx^eosmndaf 

^    Hna^-hicosa^i  m^nj^  fsinaf^  co»*-Är. 

Wir  haben  also  jetzt  die  folgenden  Reductionsformeln : 

I-    Jiin  ad^  cot  aß^  Bs 

CO    -— —    4-    — "-/«Fl Ä"H*  CO»*»-*  W, 

n+l  n-fiy  ' 

"!•    y»i »  a^cosa^dr 
•in  «M(^i  CO»  1*4-1  ,„-«1     /* 


■•*■*■ 


mS^n     '  m+n 


IMe]Wltia^^weldle  Kreqftmoti^     wtiialteiu 

IV.  Jsin  **•  cos  aß  ds 

V.  J$in  4f"«  cos  aß  dx 


■■  9     *wm    •     ^ 


.VL    fiinamto9^ds 

s= ■  .   -,-^  4i  ^7.    i^n^^co9aßr*px , 

BntwiflJcel^^g    dttslnlegtals 
Nach  §.  64.  III.  ist 

Ist  nun 

1.  n  eine  gerade  Zalil^ 

80  erhält  man  dovch  wiederholte  Anwendung  der  vorhergehenden 
Relation 

l  n  n(n-2) 

+     n(n-2)(n-4)    «»*^*+--+       ^^.2)..2      "^*| 

,     (n— 1)(n— ar)(n~5) . .  .1  '    . 

Ist  aber 

2.    n  eine  ungerade  Zahl; 

80  erhält  man  dorch  wiederholte  Anwendung  der  obigen  Relatian 

Jsinx^dw 

{4     ,      -.,  ,     »— t  «  a  I  (n— l)(n— 3)     .    _^-  ^ 

+   nt»-2>::.d  '^^  +    «(»-2)...r- 

S.66. 

Bntwickeli&iig    de«    I«4  e^  t  a  1  s 

Nach  §.  64.  ly.  ist 


cosjr 


ni  cosx« 
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Ist  nim 

1«    n  eine  gerade  Zahl; 

so  erhalt  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Yorhei^[dieBdai 
Relation 

,      (»— l)(n-3)         __.- .  .  (iiP-l)(n— 3)...S  1. 


■*■       ni;ii-2)(ii-4) . . .  2    '      • 

Ist  dagegen 

2.    ff  eine  ungerade  Zahl; 
80  giebt  die  wiederholte  Anwendung  d^  obigen  Relaüon 

\  n  n(?i— 2)  "   •   7i(ii~2)(n — 4)  ' 

(n~|)(n-3)...4                      (n-i)  (n^3) . . .  2 
'•••+       n(»i-.2)....3      ^^•^    + n(n^2)...l 

§.67. 

EAtw{ckelaiig    do/S    Integra^  1  • 

aar 


*smx. 


ß 


sinx'* 


Nach  §.  64.  V-  ist 

y^  ffa? ££•£ n— 2    /•    fJjT 


smar»~2 


Für  »  s=s  1  ist  diese  Relation  nicht  gültig ,    und  das  Integral 
-: —  wird  a^o  besonders  zu  entwickeln  seyn. 

Es  ist  aber 

/5s    ptinxBx    ^^    psinxBx      ..,  /*     cot ar 

Tnx  ^^ J     sinx^  ^  1-^cosx*    "^      ^1 — cosor'    * 

oder^  wenn  wir  cobx  =  z  setzen,  ' 

sinx    ""       y  1— a*    * 

und  folglich,  wie  man  leicht  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 
findet,  oder  auch  nach  §.  35.  IL 


Ist  nun  '  * 

1.    IT  eine  gerade  Zahl; 

so  ergiebt'sich  aus  der  obigen  Relation  ohne  S 


• 


.      ^  (n^2)(n~4)  .^^.    (n~2)(n~4)...2 

(n— 1)(fi— S)(n— 5)iinÄ**"^   ^  (n— 1)  (n— 3) .  •  •  1  f  in  * 

Ist  aber  :  ^      ;     • 

2.    «I  eine  ungerade  Zahl; 
^so  erhält  man  aus  der  obigen  Relation 


/ 


dx  r  1  ■  n-.2 


•»— r 


(n— J)(ii— 3)...2»Mx« 
T    (»— 1){»— 3)..,4.2ytiii*    ' 


I/o«« 


§.68. 

»Entwickelnng    des     In  t  e  g  r  a 1  • 


/; 


cotx 

Nach  §.  64.  VI.  ist 

/'  l^af  -  __  sinx  ■        n--2    /*  f?jr 

Der  Fall 9  wenn  »  =s  1  ist,  muss  zuerst  wiifeder  b^sondeiis  be^ 
trachtet  werden. 

Es  ist  aber 

y'^dof  _:  r     fix       _  ^  pH^^-^x)  '  • 

cos  jr  '^J  iin^^n-^x)  "~     J 9in{in—x)  *  •  ^ 

ttil4^  folglich  nach  §.67. 

Ist  nun 

1.    it  eine  gerade  Zahl; 

so  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Relation 

cof  ar*  t  (n-l)coi  i-""'  (n- J)(n-?"     -   *"* 


-3)co«a; 

+ 

intHEcalieduiHiig. 


(».— ?K"--4)  .      (fi-2)(«-4)... 

(n— l)(n— 3)(n-5)cof  a?"'*  ^  (n-.l(n— 3) . . .  1 « 
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Ist  aber 

2.    n  eine  ungerade  Zahl; 

so  glebt  die  obige  Relation 

r  ^^     ^  I  ^      1  ^  ^-^  I   ,  : , 

J  oosai^     ■■      I  (»— l)cos »""*  (n— 1)  (»i-3)cos  ar'^   -     ' 

(n-2)(n~4)...3      )*  . 


(n— 2)  (rk-4)  ...3.1     f  dx 
\    Z      (n— l)(n— 3)...4.2ycof*' 


1 .' 


§.69. 

f 

Bntwickel  nn  gdes    In.te^rals  . 

y si»  a?  cos  X   ax. 

Um  deutlich  zu  zeigen,  wie  man  sich  bei  der  Entwickeluag 
der  Integrale  yon  dieser  Form  zu  verhalten  hat,  wird  die  Be- 
irachtuDg  einiger  besondern  Fälle  hipneichend  seyn. 

Für  m  =  8  und  n  =:  7  erhält  man  mittelst  abwechselnder 
Anwendung  der  Formeln  §.  64.  III.  und  IV.  \ 

fsin  x^  cos  x'^dx  =  —  ^  sin  x"^  eos  a?'  +  ^  fsin  x^  cos  x'^dx^ 
fsin  x^  cos  x'^dx  =  ^Jj-  sin  a:'  cos  x^  +  tt/**'*  ^^  *^*  x^dx, 
fsin  x^  cos x^fixz=z»^-^ sinx^  cos  x^  +  tt/^^^  ^^  *^*  x^dx^ 
fsin  X*  cosx^  dx  =z  ^  sin a?*  cosx^  +  4  /^"*  •***  ^^^  ^'  ^^> 
fsin  X*  cos  iß^  dx  =^  —  -f  sina?^  cosx*  +  ^  fsin  x^  cos  x^  dx, 
i  fsin  a?'  cosx'  5a?  =        4-  sm  j:^  cos  a:*  +  |-  /sm  a?^  cos  x  dx, 

fsin^x^eosxdx  =  —  j.  sirlarcofap^  +  j/cos^Sor^ 

Weil  TkMVL  fcoBxdx  =  »tna?  ist;  so  kann  man  mittelst  der  vor- 
hergehenden Ausdrücke  das  gesuchte  Integral  offenbar  vollständig 
entwickeln. 

Für  »1=9,  «  =  4  ergiebt  sich  aus  §.64.  IIL  und  IV. 

fkinx"*  cos  x^  Sx  SS  —  ^  sin  x^  cos  x^  +'  -^  fsin  x"^  cos x^dx^ 
fiinx''  coix^dx  s=  —  ^  sin  x^  cos  x^+-^r  fsin  x^  cos  x^{)xf 
fsin x^  cos x^dxziz  —  ^  sin  x^  dos  x^  '{-  ^  fsinx^  cosx^dx, 
f^inx^  cosjr *  dx  =  '  <f  sin  x^cosx^  +  ^  fsin  a?'  cos  x^  5ar, 
fsin  x^  cos  x^Sx  =  —  ^  sinx^  cosx^  +  ^  fsin  x  cos  x'^dx^ 
fsin  xcosx^dx  z:s        .4-  sin  a:'  cot  a?    +  j-  /sin  x dx* 

Weil  nun  Jsinxds  =  -*•  cosa;  ist;  so  wird  sich  mittelst  der 
obigen  Ausdrücke  das  gesuchte  Integral  leicht  vollständig  euU 
wickeln  lassen. 
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Für  « s=  6  und  «  =  6  ist  nach  §.  64.  III.  und  IV. 

fiinx^  coix^  5jr  =:  —  iSj  sinx^  eosw''  dx  +  -f^/sinx^eosx^dx, 
fsinx^cosx^dr  =        -^  sinx^tosai;^  -f.  y'^r /*^'*  ^*  ^ös  i^*  5*1. 
fiinüß^cosx*daf  =:  —   -J  sinx^  cofw^  +    f/smjr'co^s^S«, 
fsinx^cosx^dx  :=:         i   sinx^  cosx^  +    ^fsinx^  cosx^  dx^ 
fsinx^  cosx^dx  =  —   i   sin  x  cos  x^     +    ifeosx^dx\ 
fcosx'^dx  =3         4   sinxeotx      *+   \fdx, 

WeiI/*5J?=  ^  ist;    so  lässt  sich  mittelst  der  vorhergehenden 
Ausdrücke  das  gesuchte  Integral  wieder  vollständig  entwickeln«  > 

Für  »t  =  5  und  n  =  b  ist  nach  §.  64.  III.  und  IV. 

fsina^  cosx^dx  ==  —  -^  sin x^ cos x^  +  -^/iinx^  eosx^dx^ 
jkin  a?5  cos  x^dx  =^  i    sin  x^  cos  x*  +    ^  fsin  x^  cot  x^  ^x, 

ßinx^  cosx^dx  =s    —  ^   sin  x^  cos  x^  -f  ^  fsin  x  cos  x^  Sx^ 
fsin X cos  x^dx    =    •      i    sinx^  cösx-  -^  \  fsinx  cosxdx. 

Weil  nun  ... 

fsin  xcosxdx  =  4-  fsinZx 5ar  =3  JJ  fsfn2x f) . 2af  =2  —  ^  cos 2j? 

ist;    so  lässt  sich  mittelst^  der  obigen  Ausdrücke  das  gesuchte 
Integral  vollständig  entwickebi. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  däss  man  bei  der  Entwickelun«p 
des  Integrals  yitno;^  CO«  x^dd?  auct^  auf  eine«  d(^  beiden  folgende^ 
Arten  verfahren  kann. 

Mittelst  wiederholter  Anwendung  der  Formd  §.  64^  HI.  tann 
man  das  gesucht«  Integral,  jenachdem  m  eine^  gerade  pder.eine 
ungerade  Zahl  ist,  auH  /coax^Sx  oder  an^  Jhinx  cosäfdx  zu- 
rückführen. Im  ersten  Falle  ist  das  gesuchte  Integral  als  ge- 
funden zu  betrachten,  weil  Jco»,x''dx  au$  §.  66.  bek^innt  ist.  im 
zweiten  Falle  kann  man  mittelst  der  Formel  §.  64.  )[V.  das 
Integral  fain  jf  coa  a^  dx  entweder  auf  Jain  xds  odpr  Jam  x  coax  dx 
zurückfuhren,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
ist.  Da  nun  die  beiden  letzten  integrale  bekannt  sind;'  so  ist 
auch  in  diesem  Falle  das  gesuchte  Integral  als  gefunden  zu  be- 
trachten. 

Man  kann  aber  auch  mittelst  der  Formel  §.  64.  IV.  das 
Integral  /iiÄj?*"  CO«  j:'*^a?,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  un- 

! gerade  Zahl  ist,  slvl?  Jainx'^dx  oiev  /hin x^  coa  x  dx  zurück- 
ühren.  Im  ^slen  Falle-  ist  das  gesuchte  Integral  als  gefunden 
zu  betrachten,  weii/sinx^dx  ausi  ^.  65.  bekannt  ist,  Ua  zwei- 
ten Falle  kann  man  mittelst  der  Formel  §.  64.  111.  das  Integral 
Jainx^coaxdx  y  jenachdem  m  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl 
ist,  auf  das  Integral  Jhoaxdx  oder  auf  das  integral  fainxcoaxdx 
zurückführen,  so  dass  also  auch  in  diesem  Falle^  weil  die  beiden 
letzten  Integrale  bekannt  sind,  das  gesuchte  Integral  als  gefunden 
zu  betrachten  ist. 

1^ 
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Für  m  =  n  ist  fiberhanpt 

flinaTeot x^ds  =  -^  fün ^LaT  dx  =-^  /lin2x'^d .  2a? ,     "^ 

das  gesachte  Integral  also  auf  §•  65.  zarackgefShrt. 


§.70. 

Entwickelung     des     Integrals 

smX  ,  C09X  * 

Nach  §.  64.  V.  uod  VI.  ist 

Bx 


f 


sinx^  cotx* 


m-^n^^ 


(m-.l)siiu?"'""*  co»a^^^  m— 1     y  «iii.r'^^  cos»* 


»—1  yi 

und 

dx 


f 


ff fi  X    cos  X 

Sx 

1..1 »— l  .    "^  _      ^         /    . . m »—2 


-'  /n-1    y  Sil 


> 


;  {n-'i)  9in  ap"-*  cos  jr*"*  /n— 1    y   sm  jp  ■  <?a«  x 

Mittelst  der  ersten  dieser  beiden   Formeln    kann  man   das  ge- 
suchte Integral,  jenachdem  m  eine  gerade  oder  ungerade  ZaU 

/*  Sx                /*      Sx 
r-  oder  /-r— ;:r  zurückführea.  Im  ersten  Falle 

ist  .das   gesuchte   Integral   als  gefunden    zu  betrachten ,    weil 

— -zr  aus  ^.  68.  bekannt  ist.      Im  zweiten  Falle  kann  man 

yr^       Ar 

jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine 'ungerade    Zahl   ist»    auf 

y- —  oder  /— : *•  zurückführen.    Weil  nun 
itnx           J  8insco8x  ^ 

iinxcffsx        J  $in2x        J  sin2x   ' 

y'^dx 
—. — '■  ..aus  §.  67.  bekannt  ist;    so  ist  auch 

im'  zweiten    Falle    das    gesuchte  Integral   als  gefunden  zu  be- 
trachten. 

Man  kaiin  aber  das  gesuchte  Integral  auch  mittelst  der 
zweiten  der  beiden  obigen  Relationen,  jenachdem  n  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist,     auf  /  .     .,  oder   /  .     -^ — z 
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zorückführeB.  Im  ersten  Falle  ist  das  gesuchte  Integral  als 
gefunden  zu  betrachten,  weil  /  .^^^  aus  §•  67.  bekannt,  ist. 
Im  zweiten  Falle  kann,  inan  mjttelst  der  ersten  der  beiden  obigen 
Relationen   /zj~ar:zr7  » '  jenachdem  m  eine  gerade  oder  eine 

-W   off»  Ju      C9o  X 

-— -  oder   /-: ^    zurSekführen. 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  aus  §.  68.»  das  zweite  aus 
dem  Obigen  bekannt. 

Für  m  =  n  ist  auch 

J  sinx'^coss'^  J  sin  2*'*  J  sm  2ar  ' 

wodurch  d^s  gesuchte  Integral  auf  §.  67.  zurückgeführt  ist. 

'§.71. 

Bntwickelung    des     Int^grali 

$in  x^ 


/ 


cosor" 


5x. 


Nach  §.  64..  III.  ist 


f 


eosfß* 


Da  diese  Relation  für  nt  =  n  nicht  gilt;  so  wollen  wir  diesen 
Fall  zuerst  besonders  betrachten»  d.  h,  ftangj^dx  zu  entwickeln 
suchen.  ^ 

Durch  Umkehrung  der  Formel  §.  64.  I.  erhält  man 

funx'^'^^cosx'"'^$x 


sin  x""*^'  cosäT"^ 
n-1 


+  -^^^^^fsinx'^cosx'dx, 
n — t^ 


und  folglich»  wenn  jetzt  m  - —  2  und  —  m  -f"  ^2  respectiye  für 
«  und  n  gesetzt  wird» 

jtanga^Bx  s=      ^'  lang g**"'  —  ftangx^^^dx^ 

Ist  nun 

1.    m  eine  gerade  Zahl; 

so  ibrhält  man  mittelst  dieser  Formel 


\ 
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y^         ;,.            tangsT'^'^         fang  oT;^         tangar-^ 
tangx  ^so  ^  —;i^ m-3        +  "^^^^=5  

;'      Ist  aber 

3.    m  eine  ungerade  Zahl;  . 

so  giebt  die  obige  Rebtion' 


•  •  t 


"  m — 1  m — 3  '       m — ö 

I 

Weil  nun  aber 

P  ^  psinxSx  Pfleoar  ,_  . 

J       ^  J     eotas  J    cohX  ^ 

ist;  so  ist  ^  * 

^  m— 1  m-i-3  m— 6 

Nachdem  auf  diese  Weise  Jiangjf^Bx  gefunden  ist,  kann  man 
mittelst  der  zu  Anfange  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Relation 
— —  Sx,  wie  leicht  erhellen  wird,  immer  auf  bekannte  Inte- 
grale  reduciren. 

i  72. 

Entwickeinng  des  Integrals^ 

/eo9X^   ^ 
sinx* 

Nach  §.  64.  IV.  ist 

Weil  diese  Relation  auf  den  Fall  m  =  n  nicht  anwendbar  ist; 
so  ist  zuerst  dieser  FaU  besonders'  zu  betrachten,  d.  i.Jcot:^dx 
zu  entwickeln. 

Setzt  man  in  der  in  §•  71.  gefundenen  Relation 

/sinx"^^  eoix'^^  dx 

+  ^Jlinx'^eoix''dx 


sinx  ^   €08  X  1     m- 


n-1 
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für  m.und  n  respective  —  m  und  «i;  so  erhält  iifen 

/cos  jr^'^  g^  _  eo3 jt*""*  ^        Pcosx^  g^ 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  umkehrt^)  d;*  h«    das 
zweite  Integral  durch  das  erste  bestimmt» 

I cotae^dx  1=3  —  — —rcotso^^^  -—  jcotJ'^^dx. 

Ist  nun 

1.  -m  eine  gerade  Zahl; 
so  giebt  diese  Relation 

.....  +  (-lA  ^  +  (-1)^.*. 

Ist  aber 

I.  • 

2.    m   eine  ungerade  Zahl;  * 

so  giebt  die  obige  Ration 

cot*  5*  =  _    ,^_^     +      „_3  ;;jz5—  +  •  •  •  • 

.^+  (_l)->-.i£^  +   (-1)  »     .Jcotxdx. 

m 

Weil  nun  aber 

y^        ^  fcoixdx    _    pdsin X     _  , ,     .      ,• 

ist;' so  ist 

/ 


•  • 


Nachdem  auf  diese  Weise/co^j?*'5jr  gefunden  ist,  kann  man,  wie 
leicht  erheUen  wird,  /l££ifü^ar  mittelst. der  zu  Anfange  dieses 

Paragraphen  aufgestellten  Relation  immer  auf  bekannte  Integrale 
reduciren. 


I 
\ 
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§*  73. 

Avsdrieka  far  die  posüifen  garnzem  Potemsea  d«r  Siait 
9ui  Cofimtt»  ^«reh  die  Sianf  «ad  Cos»b«  4ot  vi«lfftekti 

WiakeL 

In  icB  im  Vorliei]gdieiideii  entwiddtai  Ponsdi  wM  ab 
lotcgrale  dorch  Poteozeii  der  Sinns  und  Corims  ni  posilifei 
£aozeD  ExpoDeoten  ausgcdriidLt  worden.  WiO  wum  aber  dioe 
Integrale  durch  Sinns  und  Cosinns  der  TidGMlieB  Winkd  ao- 
drudiep;  so  moss  man  die  merkwutfeen  all^emeineii  Forndii 
{n  Anwendong  bringen,  durch  welche  die  positiveii  Jp^MO  ^ 
lenzen  der  Sinns  und  Cosinns  durch  die  Sinns  und  Cosinns  Ift 
Tielfachen  Winkel  ansgedräckt  werden ,  nnd  wir  wollen  daher 
diese  in  jeder  Beziehung  höchst  wichtigen  Farmda  jetzt  est- 
wickdn. 

Za  dem  Ende  Bcy 

u  =:cof^  +  t/i»*f^^,      V  =  eosm  —  tinxf — t; 

SO  bt 

2cof  jr  t=r  u  +  Vg    7sin x\  — 1  =s  «  —  «. 

Also  ist,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet»  nach  dem 
Binomiar*  Theorem  für  Potenzen  mit  positiven  ganzen  Expo* 
nenten 

und,  wenn  man  n  und  v  gegen  einander  vertauscht, 

^nrch  Addition  dieser  beiden  Ausdrücke  von  2"cosx"  ergiebt 
sich 

Ein  allgemeines  Gliöd  dieser  Reihe  ist  if4,(ii'"*»*4"«^""*«**)»  wo 
k  nicht  grösser  als  n  ist«-  Dieses  allgemeine  Glied  kann  man 
auch  auf  den  Ausdruck  «i(Kt^)^(i«'^^*4-v"^^),  odar,  weil 

UV  =  (ro5  X  4-  «in  a?)^ — 1)  (cos  x  —  sin  xf^^)  =  cot  o?'  +  sin  x^zz  i 

ist,  auf  den  noch  einfachem  Ausdruck  iij(ii"~**+©*'^)  bringen. 
Weil  nun 

_  n(«— 1)... (Ä+l)            _   n(n--l)...(n--fe-H) 
""•*—    l.2.3...(^^fc)*'  "* 1.2.d...k 

ist;  so  ist 

^ifc       _   n(n~l).,.2.1_  .      ,    .    ^     _  ^  ' 

'*»-*  n  (fi— J)..,2.1  *  *     .      «•» 
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Ferner  ist  für  ein  beliebiges  positives  ganzes  m 

und  nach  D.  §.  88.  ist 

u'»=:  (cos^  +  sin»Y  — l)"*  =5  eosnuD  4-  iinmxl^ — 1, 
«i»  Bs:  (eof  X  —  tm  J"/  — l)**  =3  eo» mx  —  nnmxY^ — 1  i 
also  •«"*+*^=  2co«iiiX,» 

1.    Ist  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zahl;  so  ist 

+  n,(u»-*+w»7*)  +  n»-2(u-<»-4))  +  «r-(»-4)) 


nnd  folglich 

2»— *^cosa7»  SS  cotnx  +  n^  cos (»—2)4:  4*  n2Cos(ii — 4)aT  +  .  •  • . 

.  .  .  .  +  mi^,co«2j?  +  i»!,.    ' 

2.  ^  Ist  fern^  «  ^ine  ungerade  Zaht ;    so  ist 

2«'4'itfo»j:»  ==,   u»  +  r*  +  nHijur'^  ^  tr-») 


=t  2(u»  +•  r»)  +  2n,  (m«^  +  w»-»)  +  2n, (u»-*  +  »»-♦)  .  ,  .  . 

.  .  .  .  +  2n,^^jj(u  +  v)  ; 

also^ 

2»-*cot4r»c=  #0»  »i4r +n4<^of(»— 2)af +-njep»(«— 4)4f  -|-  ,.•, 

•  •  •  •  "I*  '*ifi»i»ii  ^^*  ^  • 


Mach  dem  Obigen  ist  ferner 

i 

n 
(— J)'^.2««i»jr»  sat  (tt  — ü)»  V 


V, 
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1.    Ist  nun  wieder  zuerst  n  dne  gerade  Zahl;  so  ist 

(—  t)^ .  2»  sinx»  =  (u  —  »)» 
==f  u*  —  n  j  u"— *  t;  4-  »»a  u«—*  v^  —  ...  —  n».i  u  v**"*  +  n»  »* . 

Weil  aber  in  diesem  Falle  (u  —  r)*  =  (r  —  m)*  ist;  so  kann 
man  u  und  v  gegen  einander  >'erlauschen  und  erhält  auf  -diese 
,  Weise^ 

(-l)'.2"sm^"=:(i;-^M)'* 

Also  ist 

— —  n»-i(ui;»^*  +  ru»— *•)  +  nj»(ü»  +  u'») 


I»— 2  »«-2 

+  (-1)  '   -»Ui-iC»'  +  "•)  +(-*)'.  niH.i(«~*  +  •-*) 

=  2(u'»  +  V«)  ~  2^4  (tt«-2+r»r2)  +  2»,  (u»-4  +  w*»-*)  —  .  .r 
....  +  2(-.  1)  >  .  n^«^j(u»  +  i;»)  +  2(^1)»  .  n^^  ; 

also  .  . 

( —  j)  *  •  2""*  sin  ar»  =:  cos  nx  —  n^  cos  (n  —  2)a?  4*  ^%  ^^^  (j^ — ^)^  —  . . . 

»--2  n 

....  +  (~1)~  n.      .cos2x  +  |(— l)Tn.    . 

2.    Wenn  ferner  n  eine  ungerade  Zahl  ist;   so  ist^  weil 
(-  IF  =  (-  l)^r^  ist. 


x— 1 


=s  u»  —  n^  u»-*  w  +  n,  u*"^  »*  —  . , .  +  nu-i  u  v«-*  —  n»  v» . 

Weil  nun  in  diesem  Falle  (m — vY  =  —  (o  —  «)»  ist;   so 
ist  auch 

«1— I      

(—  1)  »  -K"—  1.2*smar»  :?=  —  (i;  —  u)* 

und  folglich 
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(—1)    2  .|rZT.2"+*smx» 
js  u»  —  •»*  — •  n^  (u»~>» —  t;»-*  tt)  +  na(tt»-2|7»  _  vi»-2u*)  —  ,,, 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe,  ohne  Rücksicht  auf  sein 
Vorzeichen,    ist  «^ («♦"*»* — t?"~*i«*),  wo  k  nicht  grösser  als  n 

ist,    und  es  erhellet  nun  wieder  leicht,    dass  man   dieses  all- 
gemeine  Glied  auch  auf  den  Ausdruck   it;t(M»)*(M»-"**-^rr"^), 

d.  i.  auf  den  Ausdruck  «^(m"*"'*  —  p*^^)  bringen  kann.  Also  ist 


(— 1)  >   .  'K"^.2"+'tmic»  =t  u»  -^  r»    —  n»(tt-»— »-») 


Nun  ist  aber 

11  u"«  —  •«» 

Folglich  ist 

=  2(u»— r»)  —  2»4  (u»-^  —  v»-«)  +  2^j(u»-*— »»-♦)  —  .... 

w— i 
....  +  (-1)  *  •Sn^^jjCu-i,). 

Weil  nun  femer  nach  D.  §.88. 

tt*»  =  {eosa  +  «inary  —  1)"*  =  eoimx  +  fi»  ifUfy  "~.  i  j 
t;»»  =  (coiw  -^  fmj^  f   —  1  )*•  =  cosmx  -^  «mmo:!^—  1, 

also  u"*  —  »"■=  2<twmj;y^— .1  ist;  so  ist,  wenn  mai]i  zugleich 
auf  beiden  Seiten  mit  41^-*  i  dividirt^ 

(— 1)    *   .2*~*«na;»=:  «miM?— n|«m(»— 2)4?+n,«m(»— 4)fl?— .... 

»-1 

•  •••    +   (—  1)    *   •'»1(1»— i)**WÖ7. 

^   I ' 

§.  74, 

Neue  Entwickelung  von  fsina^d0  und  /cosa^dx* 
Es  ist  • 

/costtxdjc  =  — / eo8axd.ax:=:  '^sinax ^ 

/sinaxdm  =  — /sinajrd.fl«  ss  —  — eoicMf»^ 


i 
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I.    um  nun  zuvorderst  y<tiiar'*dj7  zu  entwickeln  ^    so  sey 

1.   n  eine  gerade  ZahL 
Nach  §^73.  erhält  man  in  diesem  Falle 

S=  Xtinnx ^sin(«  —  2)«,  +   -!b^,m(«— 4)«  — 


•  •  •• 


....  +  (—1)  ^  •-i!l!sm2jr  +  4(— 1)'»  .n.    ar. 

2  .  t* 


Wenn  femer 

2.   n'eine  ungerade  Zahl 
ist;  so  ist  nach  §.73.   .  .    . 

v±      r 

(—1)  »  .2"*y«»«"5af 

\ 
s=  —  -— cotnjr  +  - — ^r«?ot(n  —  2)j7  — ^  ^- cos (»—'4)0?+.... 

....  —  (—1)  *   .    ^     ■     cosay, 

IL    Für  fcous^dJf  ergicibt  sieb  ganz  eben  so  ans  §.  73., 
wenn 

1.   n  eine  gerade  Zahl 

ist: 

//  n  n — 2       ^        '     '   71 — 4 

...  +  -^— -«m2x  +  in,   a?  ; 

I 

und  wenn         ^ 

2.    it  eine  ungerade  Zahl 

ist: 

2"^*  /CO«  as^Sx  =5  —  3cn  TUT  4 h;  sm  (n— 2)  j?  -| ^  sm  (ii-^4)ap + . . . . 

^  ft     •        •  n — 2  n — 4  • 

...  +  $in<r,  I 

§.75. 

Entwickeluig  von  /x'^sinafSx'xind  ß^eosxB«» 

~  Es  wird  hinreichend  seyn ,  die  Entwickelung  jedes  dieser 
beiden  Integrale  bibsfs  an  einem  Bei^iele  jcu  erlautecu^  da  die- 
selbe sehr  emfach  ist. 
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Nach  §.  27.  isl  nämlich  z.  B. 

fx^zinstdx  =  x^fsinaodü»  —  Afx^dwfsinxSuf 
CS  —  w^co$a  +  4/a?*  costtdx 
=  -*  tt^cotx  +  kx^fcoimdx  —  i2fw^dxfc99afdx 
=3  —  x^cosx  +  ^x^sinx  —  i2fx'^  sin  X  dx  ^ 
t=  —  xp*  cosa?  +  4ji:'  sinx  —  12  x^fsinxdx  +  2^fxdxfsmxdx 
-=  —  x^cosx  +  4jr' sma;  4-  120?' cosar  —  24fxcosxdx 
s=s  —  47^  tfosar  -|-  4:s'  sin^-h  12d?'  cot x -^24xfco$jP d^>\-2AfQwJk^$xds 
=  —  ay^coso?  +  4x'5ina?  4-  12 a^* cot*  --*  24arsAi»4.24/sm«dx 
=s  —  x^eosx  +  ^x^iinx  *+.  12a7*  co*^  —  li4dftm0  *-*  24co«Xy 

«ad  ganz  auf  ähnliche  Art 

fx^coaxdx  =i  x^/cos^dx — ^fx^  Sx/e^a  »d» 
=  a?'  sma;  —  Sfx^ainxdx 
=  a?'»ma?  —  ix^fainxBx  +  ßfxSx'fMÜtxöm 
tsz  x^  sinx  +  3d7'co3J7  -^  dfxcosaSx 
SSL  x^sinx  +  3»'ci»3x  —  ßxfcosxdx  -|-  ß/dxfeoax&x 
=  x'sma;  +  Sx^eosx  —  6xainx  +  ßf$hnt&x 
=sa;'s/nd7+  3*^c©»jr  —  ßarsm*  —  öco^jf, 

§•76.  ,      ' 

Eiitwickelnng    des    Integrals 


cdlix  * 


^  i  —  z* 


Man  setze  cosx  s=  ^  ,    und  nehme  «,    was   offenbar 

verstauet  ist,  als  positiv  oder  negativ  an,  jehachdem  ttnjr.po-. 
sitiv  oder  negativ  ist;    so  ist  • 

und  folglich 

dx        ggs 

•  a-i-  bcosx  '^  a-f-'b+i"  —  ^)«'  * 

Aus  der  Gleichung  coux  =  ^  ergiebt  sich  leliht 

1  —  CO»*         2sin4*'        ^        c    *' 
1+C03X  2cosj^x^  .    *'        * 

und  folglich  z=:  +  tttngiSf  wo  sich*  nun  noch  fragt,  welche^ 
Zeichen  man  zu  nehmen  hat.  Fuhr!  ma4  d)er'4^^^a!^|jr'lf!tr 
z  in  den  obigen  Ausdruck  von  mx  ein;   so  erliw  man      '' 


f 
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$inx  =3  +  ^T^^^f  t  =  ±  2«m4*cai|ar=3  +  sin*, 

und  sieht  also,  dass  man  das  obere  Zeichen  nehmen,  d.  i.  jv  r=r 
ian^ix  setzen  mnss» 

Wir  unterscheiden  nnn  bei  der  Integration  des  gegebenen 
Differentials  drei  Fälle. 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  ans  dem  Obigen  anf  der  Stelle 

IL     a»  >  b*. 

Nach  dem  Obigen  ist 

Vergleicht  man  nun  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens mit  dem  in  §.  35.  betrach^ten  Integrale ;  so  findet 
man ,  dass  die  dortige  Grösse  b^  —  4mc  im  vorliegenden  Falle 
—  4(a  +  Ä)(a^Ä)  =.  —  4(a*— Ä*),  und  folglich  <0  ist. 
Daher  ist  nach  §.,35.  III. 

und  folglich 


/ 


Sr. 2  _  ^^^^^^    („  - i)  /«n^^r 


a  +  6cosx  y^a'-^b^  f.      y^a^  —  ^^ 

III.     «2  <-  ^a  . 

In  diesem  Falle  ist  die  Grösse  b^  -t  4«c  in  §.35.  offen- 
bar >0,   und  folglich  nach  §.35.   II.  . . 

also 

a-^^bcosx  2Y^i,2^a^     ' \(a -^ b) tang ^ x  +  JT^^  —  a^]   '    ' 

oder  ^ 

MuÜiplicirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  in  der 

Klaipmer  Qiits^nem  Zähler,  hebt  den  da(^urch  erhaltenen  Bruch  durch 

—  a  auf,  und  mullipircirt  dann  Zähler  und  Nenner  mit  cog^x^; 
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80  ergiebt  sich  mittelst  sehr  bekannter  goniometrisch^  Rfd^itionen 
leicht 


i 


a  +  bcosx         2ir^*— fl»       l  a  +  bcüis  J-  * 

§.    77.      .  ■■■'■•. 

.    Entwickelang    des    Integrals 

/CT  4-  ge9sx)Sx 

Man  setze 

/(/+  gcosx)Sx  _  Asinx  .      p{B  -^  Cac4x)Bm 

und  suche  die  unbestimmten  Coefficienten  A^  B^  C  dieser  Glei- 
chung gemäss  zu  bestimmen.     Differentiirt  man  zu  dem  Ende 
die  obige  Gleichung,    dividirt  auf  beiden  Seiten  durch  dx^^una  ' 
schaß  dann  die  Nenner  weg;    so  erhält  man  die  Gleichung 

/+  gcosx  =  Acotx(a  +  bco8x)  +  (n' — i)Absinx^ 

'  +  (ß  +  Ccosx)ia+,hco9x) 

oder 

0  =  (ji  —  1) 2f&  +  Aa\   coMX  +  Ah\  cosx^  , 

+  J?fl  +  BÄ  f  —  (n— 1)  Ah 

^  J    +  Cal  +  Cb 

—  e) 

eine  Gleichung,  welche  unabhängig  von  besondern  Werthen.Ton 
X  gelten  wird ,  wenn  man  die  unbestimmten  Coefficientein  Jiy  ß^, 
C  den  drei  Gleichungen 

Aa  +  Bb  +  Ca^  g  =zO, 
—  (n  — 2)2f+C=.0 

gemäss  bestimmt.  ^ 

Da  sich  nun  aus  diesen  Gleichungen 

j  _  ag-bf _    af-  hg  _  (n^-^ag-bn 

^-   (n-l)(a>  — 60  '  a»  — ^2     '  (n^l)(a»^i) 

t 

ergiebt;   so  ist 

'  .        '■       ■ 

*(/+  gco8x)dx (flg  —  y)iinac 

(o  +  6  CO»  o:)»       ""    (r*  —  1)  (a*  —  Ä^j  («  -|-  *  cosa?)»^* 

i  ^  /l  (n  -  i)(af-bg)-\-  \n^2)(ag^bf)  €08x\dm 


I     t 


/ 


— .    ^  —  2Lll}^  ^    ^* 


Nditteil  wfr  jetzt  Merst  an^  dass  o'^^M  ntcW  ±sO  üiM 
1  ist;  so  wird  sich  mitteist  dieser  Bednctionsformel  datf  8;e^ 
sachte  int^fral  offenbar  immer  auf  das  in  §•  76.  betradbtettf  In«- 
teg(^  znrttekfiifareii  lassen.    J^tir  «  s  1  ist  aier* 

/(/+  gco»x)dx     ^     p      Sx  ,        pcosxdx 

ja  +  bcohx   "*"  b  J  """"a^TcosSs'^ 

^  Ö+  htmx^ 

wodurch  das  gesuchte  Integral  wieder  auf  das  in  |.  70.  betrach- 
tete Int^nd  zurückgeführt  ist. 

EadMch  ist  nun  noch  dei^  Füll  zu  betrachten^  wenn  ft  ss  Jh « 
Ist.    Es  ist  aber 

f^g  r   dx        _g_  p     Sx 


2*-*a 


r     Po"^.x_    ■        g      /l— £iL2— . 

^  J  cos^x^'^   2*^*aV    co«4ar^*^  * 


wodurch  das  gesuchte  Inteeral  auf  das  in  §.  68.  betraditete  In- 
'  tegral  zurückgeführt  ist.    Auf  ganz  ähnliche  Art  lässt  sich  der 
Fall,  wenn  Ä  =  T-a  ist,  auf  §.67.  zurückfuhren. 

Beiläufig   bemerken   wir  hierbei   noch,    dass,   wenn   vnt 
ar'\^  bc6%s  sxaUf  >--  biinsdx  =s  dti  setzen, 

s4-6cosay  ^    du,  26  26     ^  ' 

ist;  eiÄ' Integral,  weichet  auch  zuweilen  gebraucht  wird. 

§.-78. 
Integration   der  Differential^i    welob'e  Kreisbogen 

enthalten. 

I^ttfch  X  soll  im  Folgenden  immer  eine'  Function  ton  s  be- 
zeichnet werden. 

I.   Nach  §.  27.  ist  ^ 

fXAreiinxdx  =s  Arc$inxfXdx  ^^  fdAresihx/X9x* 

Nach  D.  §.  68.  ist  aber 


X*- 


^\ 
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unter  der  Bediogang,  dass  maa  das  obere  odor  vntei«  Zachen 
nimHit»  jenachdem  cQsJrcsinx  po&iliy  oder  negativ  ist,  d.  L  je- 
nachdem  sich  der  Boge9  ^rcstiix  im^ersten  oder  vierte,  od» 
im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  endigt.    Also  ist 

yXAresinxew  =  Aresinx  fxds  )f.  /I*^^,       '* 

indem  das  Vorzeichen  Jinmer  der  obigen  Bedingung  gemSst 'ge- 
nommen wird,  .welches,  auch  im  Folgenden  stets  festzuhalten  ist« 

Die  fol^euden  Beispiele  werden  deiT'Gicbiräach  der  yorstehen* 
den  allgememen  Formel  erläutern« , 

1.   /r»  Are  sin  x  Bx  =    ^Arcnnx  +  -^  f^M^  ; 

also  z.  B.  für  iif=0  "  ~  ►  # 

lAremxBx  s=  xAre$in»  +  / Jjt  r  ^- 

oder,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  1 —  w^  s=:z^  setzt, 

Af€sinxdx  SS'  w  Are  sin  X  ±  |^1— ^•. 
2«  /->,^ z.Arcsinw=zAresmxir^ — =4.  /  .,  -/,_J   ' 

Aber  nach  D.  §.  68.  ist  ^ 

^liroamaf  =s  ±  ^u-  >     /^.     ^     r  sä  +  Aresinx, 

r  1— «'    •/  f  1 — a?» 

Also 

JlJ^  Aresinx  ^±yre,inx)^^  \ 

und  folglich ' 

4^  ,     .      ,  •  v<Jf« fi» 4?  =  ±  "J {Aresiaxy  . 
^     P  x^Sx     ^      .  .      .       px^dx    —  /*    f^Jf         p  x^Bx 

y  iTi-a?«  y  i^i-i»  V  i^i-a? »y  y^t-«» 

Nach  §.  28.  IV-  ist  aber^ ^ 

yl-£l^f-«  —        ^^•"*K^  —  ^*    I    n-^X  f  x^^^Bx 

und  folglich 

/^     gjr         r    a^Bx       _^  ^  ^    ^  n  — 1  /•   5fl?         Px^^^Bx 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wird  man  das  gesuchte  Integral  immer 
zu  entwickeln  im  Stande  seyn. 
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U4    .^    lütogmlreiikiiwig;    SecMen  Kapite}« 

AW 

=  —  (Ja?»+  fp)Tr^^  i:  iAr9  sinw  ; 

Alio  ist 

I 

Für  it  s=  5  ist 
Aber 


Differenitiale^  widdie  KreisfuetioneB  ettOaltffli,     Hjl 

Polglich 

4^   /     ■  ■  ^rc tinx  z=:  Are $in x  /■  ■  3- 

Also  nach  §•  55.     •  , 


d.  i. ,   weHB"wir  das  Integral  anf '  der  recbteo  Seit«  dtt^ch  die 
SubsÜtatioB  .1 -^  j?>  sx:  2  eutwickelD,  : 

Sx  j,       ,  of  Aresin X   ,     ,  ,  ,^         .^, 

Arc9inx  =  ■■+  4'-(l  — «0  » 


/ex 
(1— a?») 


^ "' """  ri^^> 


oder,  wdl  hier  1  *—  jr»  offenhar  positiv  ist. 


\ 


Sx  .  X  Are  Min  X     •.    ,,,^         9^ 


6.     '*  3    

xSx 


— : 5-  AresmxssAregmx  / r- 


/*   gjf      /^ i( 


Ä?«)T 


Aresinx  /•     c^a:       /«   «»»^      ^ 

=  i^q:i/:(i±fy(5.35.ii.) 


Arvsinx^   ,    ;  y  i*^jg 

II.    Nach  §,  27.  ist  ferner  ' 

JXArt  00$  xdx  =  Are  cot  xJ*XSx  —  fdAre  eo%  xfxhx  >  \ 
und  folglich  nach  D.  §.  69. 

•  TxArceoi xdx'z^  Areeoixfxdx  ±   P^^f^^^    ^ 

wo  man  dias  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  sin  Are  cos  X  positiv  oder  neg^ativ  ist,  d.  h.  jenftchdeni  der 
Bogen  Ar 6 €08 s  sich  im  ersten  oder  zweiten,  oder  im  dritten 
oder  vierten  Quadranten  endigt. 
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So  isl  z.B. 

f  1— «■ 

IH.    Ferner  ict  nach  S*  27.  und  D.  S-  70. 

fxArctangxda  =  Are  fang  x  txSx  —    f^^xf^^w^  ^ 

Also  ist  2.  B. 
Ferner  isl 

und  folglich 
Eben  so  ist 

/*JC»(5x    -     ^  .  rir'flir  /*  Sx       rx*dx 

:^:^Arctanga:^ArciangxJ-^^^,  =y__y.j-_.. 

Aber 
Also 

/*x^Sx  £^  xSx 

-¥  jYl^^rctangx, 

und  folglich  nach  §.  35.  III.  i^nd  dem  Vorhergehenden 

^^2  Arctang-x  =  (x -^  ^  Are  tang  x)  Jrc  tang  x  —  4  ^l  +  «')• 
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Auf  ähnliche  Art  wie  bei  den  TOiigen  Beispielen  ist  . 

Nach  §.  37.  ist  aber 

Also  ist  '  *         ' 

nach  8.^  38. 9  oder,  wenn  man  das  Integ^ral  auf  der  xscblen*  Seite 
des  Gleichheitszeicbens  durch  die^  Substitution  i  +  ^^  =:  ^  ent- 
wickelt. ' 

ÄV.   Nach  §.  27.  und  D.  §.  71.  ist  auek 

i  Xdrceotxdx  ss  Arttotx  Ixdx  +  / — rx~i~* 
Also  z.  B« 

und  folglich 

-  il^-c  cot  flf  Z2  —  I  (-«A'e^co«  x)*  • 

Es  wird  nun  schon  von  selbst  erhellen,  wie  man  sieb  bei 
der  Entwickdnng  der  Integrale  von  XArc  secxdx^  XAre  couec  xdx, 
XArcBinvsdx  und  XÄrecowxdx  zu  verbalten  bat. 
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Siebentes    Kap.itel« 

late^ratiaii  der  Differentiale ,  welche  Logaritbmeii  und 

Exponentialgrössen  enthalten»    ^ 

• 

Allgemeine  Redactionsformel    für  Differentiale» 
die   Lo|;arithmen    enthalten« 

Wir  nehmen  an,  dass  X"  nnd  Z  Functionen  von  s  sind; 
anch  soll  Z»  damit  IZ  reell  sey,  immer  als  positiv  angenommen 
werden.  Unter  diesen  Voraassetzupgen  ergiebt  sich  ans  §.  27. 
nnd  (ßiner  hekanntcit',  Formel  der  Differentialrechnung  auf  der 
Stelle  die  Gl^chnng  - 

wekbe  bei  der  Integralion  der  Differentiale,    die  LogarilhAiett 
enthalten  9  £^st  immer  in  Anwendung  gebracht  werdtti  muss» 

Für  das  Differential  -tt-I^ ,  wo  x  positiv  und  kleiDer 

als  die  Einheit  seyn  soll,  giebt  die  obige  allgemeine  Gleichung  z.  B. 

«•!«* '^«a/s^  =/«~-^' =  -  ^  ist. 
Für  « e=  y*  ergiebt  sich  aber 

oder  auch,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  t-^  of- 
fenbar positiv  ist. 


und  folglich 


yl.-i£_.  _  ,1  +  y  _  yt  +  r-r 


5«   ,     1  2    -     1        ,     -.l  +  ra' 


1— r« 


\> 
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'         '  §-80.  , 

Entwickelang    des    Integrals. 

Abgenommen  wird ,    dass  s  positiv  sey.    Aus  §•  27.  und     ' 
bekannten  Formeln  der  Differentialrechnung  ergiebt  sich  ^ 

fxijwYdw  s=  (ixy^fxda  -  n  r^iiayr-ifx^x , 

Selzen  wir  nun  der  Kur^e  wegen 

so  etgeben  sic^i  ans  der  obi|^n  Gldebung  folgende '.Gldchangen : 

/*x(ix)-a«  s  x,a*)*-  »y^('»)"-'*'*.\ 

f^Qxy-ldx^z  X,  (to)-i  -(n-i)y^(tr)-«a«» 

u.  s«  w* 
/1^=L (£t>^»+I ß»=Jj (r*)^**-'  *^  t»-»+0/-^ (Er)-»^«» 

I 

Mittelst  dieser Gleichüngien  erhält  nlaü  nach  gehöriger  Substitution: 

Setzen  wir  nun^  unter  der  Voraussetzung,  daiss  n  eine  posiüre 
ganze  Zahl  ist^  Assen 4^1^  sp  erbalbea  wir 

fxijxy  dx  =  X^  Qx)^  —  iiXa(te)*-l  »«-  n  (i^-l)  Jr^(to)«-2  —  . . . . 

'4-  (^—  !)•  •  n  (» — *J)  . .  •  1  Xt^i  . 

Für  X:=:a^  ist  z.B.  ..■  i  *:m:, 


•  •• 


und  folglieb 


120 

Der  FaD,  wen  m=s  — 1  irt,  ani  IiimIiii  kInAM 

Ib  &tm  FaBe  ist  akr 


«•  I.  w« 


Wie  AiD  anf  fiese  Art  weiter  gehen  buui^  ficgi  inOiSA  tot 
Augen«    Es  isl  ab»,  nach  dem  O^en 

Bod  folglich  9  wenn  wir  die  dngeUaninierte  Reihe  der  Kurze  we- 
gen ss=  N  setzen. 

Man  kann  aber  anf  eioe  sehr  dnfache  Weise  noch  eln^  andern 
Ausdruck  für  dieses  Integral  finden.    Es  ist  nämlich 

und  folglich 

Durch  Vergleichunß  der  beiden  hier  gefundenen  Ausdrücke  dieses 
Integrals  ergiebt  sich  die  bemerkenswerlhe  Summation 

1  .         n    .  n(n  — 1)       n(?i->i)(w— 2)  , 

•  •    ^\     '^C'* — 1)  ...  1 
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.  +  <->-;^-"r.'l:' 

=  1  —|n,  +  |n,  —  I»,   +...-  +  (— l)».-—n,. 

§.  81. 
Bntwickelling    des    Integrals 

Nach  §.  27.  i^t 

wobei  wir  wieder  s  als  positiv  annehmen.    Da  nun  aber 

ist;   so  ist  , 

/Xdm        _  :K0  ,      i     fd.x»      * 

Für         . 

dcXflt  s3  X^Bttff  d«Xjdf  S3  X^do8$   d»X^iü  sa  X^dsi^  ••• 

erhalten  wir  also 

/Xda  Xa     ,       1      fX.Sof 

(ia?)»    ^        .  (n  —  1)  (/a?>^A  ■**  ^^^y  (te)— *  • 

/X,f)af X,  w  ■        1      fX^Sx 

/X,  3a? X,ar  1      /*X,  gar 

y  (Zar)— H-» (n— /fe)(/a?)— *    +  »- jb/ "j^J^*^  ' 

und  folglich  nach  gehöriger  Substitution 

/Xdof 


Xa? X|  w  Xg  19 


a;-^*- 
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aIso,.tirenn  wir»  iKorailsgeseUit^. d^s  W  eine  positiTe  gtoze  Zahl 
iaif  JEr  c=3  ff  — ^  1  seUen  r     - 


\ 


/ 


IT^« 


(fi& 


•^      (n— l)(/a?)— »  '*"(n.-l)(n--2)(Za?)»-«      (n-.l)(n-2)(n-3X/«r)*-*' 


Für  X=ia^  ist  z,  B. 


P 


't'  '   -^  — «»H 


^  (n-lX»-2).. JT/dT  *  («— l)(7i--2)...jy      tir*'* 

60  dass  sich  also  das  gesachte  Integral  immer  aitf  Jjm^—txr 
rückfuhren  lässt. 

Für  «•  sa —  1  erhäU  mau  aiis  der  gefundenen  Fonnel 

Sx  1 


/- 


WO  aber  der  Fall,  wenn  x  =1  ist,  noch  besonders  betrachtet 

Bx 
werden  muss.    Setzt  man  zu  dem  Ende  /jt  =  u ;  so  ist  —  e=  Su. 

a 

und  folglich  ^ 

Setzt  man  s^^  =:  iii;  so  ist 

(m  +  l)a;*5dT  =:  5a,     (m  4- 1)  Zar  =  Iz^ 

und  folgUeh  ^ 

Za;  y       (wi  +  l)Za;  y    Z.Z  ' 

Auf  dieses  Integral  kann  also  nach  dem  Vorhergehenden  das  In- 
tegral von  ^T>.^'  im  Allgemeinen  immer  zurückgeführt  werden, 

und  wir  würden -uns  also  jetzt  zunächst  mit  der  nähern  Be- 
trachtung des  in  Rede  stehenden  Integrals,    oder,    was  dasselbe 

/Sx 
-. —  ZU  .  beschäftigen  haben,   werden  aber 

erst  weitej  unten  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen ,  indem 
wir  jetzt  zuvörderst  auch  DilTerentiale,  welche  Exponenfal* 
grossen  enthalten,  zu  integriren  lehren  wollen. 
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1  '  ■■'       V 

>        a  • 


§.  82. 

Allgemeine  Formeln  für  Differentiale^  dift  Bzponen- 

'  tialgröasen   •ntllaKea« 

Es  sey  X  eine  Function  von  s,  a  eine  po^Kiye  eoiistanle 
Grösse* 

Weil  nach  D.  §•  57.  d't^^a'lads  ist;  so  ist  ong^hrl 

Auch  erhellet  nun  leicht ,  dass 

ist. 

Nach  §.27.  ist 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

fXaß'dafss—Xa^^4^fa^dX. 
*'  ^         la  ^ 

Setzen  wir  nun  , 

dX  =3  X^oa9y    dXji  c=  X^Sis^    8x^  ss  X^dw,  ••• 
flXjb-i  a=x  Xj^  5«  j 

so  erhalten  wir 

fXa*3»  =  '^Xa'  ^  —Jx^o'dx, 


fXt.O'dw   S3    "uX^O»  — ^/X3«*a«3 


n.  8.  w« 


und  folglicfa  nach  gehöriger  Substitution 

Mittelst  dieser  Formel  wird  sich,  wenn  die  Differentiation  j(er 
Function  X  irgend  ehimal  auf  ein  constantes  Differential  fuhrt, 
das  gegeben;  Differential  immer  integriren  hssen. 
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Nach  §.  27.  ist  aber  auch 

es  a'fxdm  —  lafa/'dwfxdat. 

Selzra  wir  nan 
BÖ  erhallen  wir 

/Xa»dx  =z  a^Z  ^  lafZti^dx^ 
JZa^Sx  =s  ö^Z^—  lafz^Q*dx^ 
fZ^afi dx=i  aif  Z^—  lafz^ai'dw^ 

fZ^^^a^Sx  s=i  a»Zj^'-'lafz^a^Sx^ 

und  folglicU  nach  gehöriger  Sabsütution 

2.    fXä»dxs=i  a^Z  —  2fl,ii*Zi  +  (Za)».Ä«Z»  —  ...i 

....  +  (— 1)*  (/«)».  fl*Zj  +  (— l)»+i(/a)*+\/z^ii»adr. 

Mittelst  dieser  Formel  wird  man  das  gegebene  Differential 
nur  dann  integriren  können ,  wenn  sich  die  Integrale  Z,  Z^, 
^%9  2j  9  •  •  •  sämmtlich  entwickefhi  lassen* 

§•  83. 

Bntwickelnng  des  Integrals  > 

Ja»x^dx^ 

Wir  nehmen  an,  dass  n  eine  positive  ^ansrc  Zahl  sey,  und 
werden  also  die  Formel  1.  in  §•  82.  in  Anwendung  zu  brin- 
gen haben. 

'     Setzen  wir  also  .Xssjr»;  so  ist 

Xj^  SS  n(n  — l)...(iiT-ife+l)a?'»-», 

und  folglich 

Ja^xßdx  SS 

^  (  jr*        nj»"*        n(n— 1)af»-a        n(n— 1)(n— 2)^»->    , 
^"[la     V   (/«)*    ■*"         {lay         ""  (i^p  +  •  •  •  • 

also  furifessit: 


•*+l 
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B  n  t  w  i  «  k  e 1 «  n  g    d  o •     I n  t  e  gr  a 1 • 

Für  X  =  jr-»  erbat  man,  um  die  Formel  2.  in  §.  82.  auf 
das  gesachte  Integral  anzuwenden ,  ohne  Schwierigkeit 

^""  (,1— l)(n-.2),.(»i— fc-;l)af*-*^»  . 
und  folglich 


a* fli^Zfl o*^(tfl)* 

(n— l)x»-*      (n— l)(n— 2)*-»-«  "*  (»— 1)(»— 2Xn— 3)*»-* 


/ 


•"•     (n— »X»-  2)~.(»-it-l)«"-*-«  ■*"  (n— lXn-2)..(n— k— lU  i»^*-l' 

also  fdr  A  == « —  2 :  '      "'    * 


•    '• ! 


»       "••       (n-<l)(ii-2)...lx   ■**  lii-l>(n-2J...iy  "  ar       "» 

Mittelst  dieser  Formel  kann  folglich  das  gesuchte  Int^ral 

■"  zurückgeführt  werden.    Dieses  Integral  ist 

aber  kein  anderes  als  das  Integral,  auf  welches  wir  in  §.  81. 
gefuhrt  wurden.  Setzen  wir  viiämUch  a'=3as$  so  ist  «'/adj; 
=z  dx,  xla  t=:  Iz,  und  folglich 


Daher  werden  wir  uns  nun  mit  dem  Integral  l'-ß^  zu  beschaff 
tigen  haben. 

§.85. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  x  positiv  ist»  setze  man  x 

dx  e^dii 

s=s  «Vj  SO  ist  5a?  =  6^%,  lxs=iy^  und  folglich  "/j"  ^^  — -  • 
Nach  D.  §.  118.  ist  aber  für  jedes  reelle  y    . 


f- 


•  ««f  9 


12(1  .       b^ognbwimmg.    SUbmU»  KapitcdL 

und  folgUdi 9  wefl  y  £=  ^,  für  r  ss  a,  also  y=sla  ist,  nach  §. 8. 
für  jedes  positive  x  and  jedes  positive  a 

+  ^!?^^-.+ 

Das  Integral  /   ^  nennt  man  den  Integrallogiarithlnus, 

und  bezetebnet  es,  wie  auch  im  Folgenden  gesebeben  soll,  ge- 
wöhnlich durch  li.w.  In  dieser  Bezeichnung  ist  nach  dem  Vor- 
betgoh^en 


•  •  •  •  9 


WO  aber  die  Bestimmung  der.  Constante  C  besondere  Schwierig- 
keit macht,  da  sich  dieselbe  mittdst  des  aus  dem  Vorhergehen- 
den sich  ergebenden  Ausdrucks 

^  **  v*'^  1     *       1.2     *       1.2.3     *  •• 

offenbar  nicht  bestimmen  läs^t.  Unter  den  verschiedenen  Metho- 
den, welche  zu  dieser  Bestimmung  in  Vorschlag  gebracht  worden 
lind,  scheint  uns  die  folgbUde  eine  der  einfachsten  und  für  unsem 
i;^nwärtigen  Zweck  passendsten  zu  seyn. 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich,  wenn  wir  e"^  für  x  setzen, 
wo  X  positiv  und  negativ  seyn  kann.     Nach  D.  §.  118.  ist  aber 


""*     1  *  1.2     1.2.3  ■*'T7m 

und  folglich 

^^—^      cfs—  ^     +1.2        1.2.3  ■*■  1...4 

also 


•••. 


/ 


und  daher  nach  dem  Obigen 


•.e-'= c+ >»z»flT»  +  r 


dx. 


1      I- 


>%      I 
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Nach  dem  aHgeineineiiBegriffo:  eines  bestUhmten  lategrab 
isi  aber  offenbiur  ii^.0  &=<  li\«^c^  ate,&    Also  bt        -         • '  > 

folglich 

C  =  —  /oö  ,—  /     •.  ■r"*"^/ga?, 

oder  9  wenn  wir  durch 

die  Gränze- bezeichnen ,  welcher  die  eingeUammene' GrSsiSe  sich 
lulhert,  wenn  n  nx%  Unendliche  w^fMi   !  v 

^  Nach  dem  Binomiscjien  Lehrsatz  ist-nnn,  wenn  jetzt  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet» 

=  *  +  ♦+(* -f)-^  +  0- ■^>0-T)iX3 +  ••••• 
aad  foIgUcb  i  veil  bekaontlioli,    /     t     \       < ' 

'     * 

igt,  offenbar  immer 

Die  Grösse  .   .   .     ,, 

I  .  ..  F 

lässt  sich  9  wenn  man  nur  h  ^protss  genug  nimmt ,  der  Grösse  « 
beliebig  nahe  bringen. 

Die  Grösse  ,    .  ;         /. 


7 


t  4 


•s..  =  •  +  *  +  ('- ■i)TTr+ (' rrX' -  l)-is+" 

lässt  si^ch»    wenn  man  nur  n  gross  genug  ninunt,    der  Grösse 
Sk  beliebig  nahe,  bringen.  .  ^ 
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Abot  nihert  sidi^  wenn  ii  und  k  wachsen,  die  Grösse  JP»,ft  4er 
Grösse  «,  nnd  kann. derselben  belid>i{[  nahe  gduracht  werdäi, 
wenn  man  nur  k  und  »gross  genug  nunint. 

Nimmt  man  aber,  was  offeobar  yerstattet  ist,    n'^  k;   so 
|sl  augenscheinlich 

und  fol^ch 

d.  L  ^1  -1-  -^y^  zwischen  2m,Jk  und  «  enthalten. 

;    .         .  .  •  _  ■ 

Daher  nähert  sich  offenbar  auch  fi  +  — y**»  wenn  n  wächst, 

der  Grösse  0^  und  kann  derselben^  wenn  uian  nur  n  gross  ge- 
nug nimnit,  bdiehlg  nahe  gebracht  wenden,  oder  es  ist 


Um 


{(' + m 


Setzen  wir  nun,  unter  der  Voraussetzung,   dass  11  grösser  als 
die  Einheit  ist, 

•     mm  J  .    ,A        ^^^^     ^^^^^     MMH*         ^^^^^^^^^^^     j^ 

n         1  +  m  ' 

we-  also  f»  positiv  ist;   so  ist -«  =  -—--,  und  folglich 

(t+m)»' 

Wenn  n  sich  dem,  Unendlichen  nähert,   nähert  m  sich  der  Moll, 
und  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 


«»{(»- t)"} =4 = -'• 


Folglich  ist,  Immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  sich  dem 
Unendlichen  nähert^  ;mt  Beziehung  der  obern  und  untern  Zei- 
chen auf  einander. 

Also  ist  offenbar  auch  '      ' 

n 


""{(•±^)'}='*' 


Aber,  wie  leicht  erhellen  wird, 

n  i^ 

X 


«"{('±T)-|-K'±f)l 
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Also  ^  i 

und  folglich 

Setzen  wir  nun  1  —  ^z=sk;  so  ist 


('  -  f )  - ' 


1  —  z  ' 


und  folglich ,  weil  für  x  =  0  und  a?  =s  «  respective  »  =  1  und 
z=sO  ist^  ' 

J  g. dx  =  /    — r —bz  5 

also  nach  dem  Obigen 

J  O  X  J  ^     i^z 

und  daher 

Nun  ist  aber 

^.flSLSz  =  (t  +  «  +  2» .+  z5  +  ...  +  2»-i)5»; 

»1—2 

und  folglich 

Es  erhellet  leicht ,  dass  man  n  sehr  gross  annehmen  musste^ 
wenn  man  mittelst  dieser  Forme!  C  nur  mit  erträglicher  Ge- 
nauigkeit finden  wollte.  Ausführlichere  Untersuchuogen  über  die- 
sen Gegenstand  würden  uns  aber  an  diesem  Orte  zu  weit  fuhren, 
und  wir  bemerken  daher  bloss  noch,  dass  der  italienische  Ma- 
thematiker Mascheroni  für  C  den  folgenden  Werth  gefunden  hat : 

C  zs  0,577215  664901  532860  6l8ll2  .   ♦) 

^)  Man  kann  über  die  Berechnimg  der  Constante  C  auch  Folgendes 
merken.    Nach  dem  Obigen  ist ,  wenn  wir 


X     .    .     j;*         .        a?* 


setzen ,  U.r^^C  +/(a:) ,  und  folglich  li  i  e-«'  =  C  +  /(«  ) ,  oder, 
weil  nach  dem  Obigen  li .  e-«  =  0  ist,  C?  =  —  /(oo  ),  Nan  ist  aber,  wie 
m^n  leicht  findet,  wenn  man  e-'  in  eine  Reihe  entwickelt. 


/: 


a     xeF 
Integralrechnung.  ^ 
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§.  86. 

Kntwickelnng  der  Integrale  einiger  Differentiale,  welche 
Exponential-  und  Kreisfnnctionen'  enthalten^ 

I.    fe'^uinaf^dx  und  y«"* cot x*5jr. 
Nach  §.27.  und, §.82.  ist 

y*e«* sin x^Bx  =  X  sin x^ft^ dx  —  jd . »in *» y««* dx 

1  n 

s:  —  eo^  Hin  jp» /V*  «m  jr»-*  cos  x  Sx 

a  aJ 

1                              fi  n 

s=  —  e«*  sin  jr» : f  m  *»-i  eos  X  /V*  öx  +  --J^dMn  *»-*  cos  xJe^Sx 

ssB  —  e«*  sin  *" r  ««*  sin  s»->  cof  x  +    ^    ^    ^  A«*  sin  *»-*  eof  x'  5* 

««*  «in  X»—*  (a  sin  jr  -^  n  cof  x)    .    n(n — 1)  p  .  ^ 

Ä i — ; ^  +  -i^-r— </c«*8inx"-*ß^ 

—  -^fe^sinx^dx^ 
und  folglich  fe^»sinx^dx 

t^'  sin  x^  I  (fl  sin  w-'neos  x)         ^('*Zl!) /U*./«  J«-2pJ. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  nach  §.27.  und  §.82. 

ft'^  eosx^dx  =  eosx^fe<^'diB  ^  fd  .  eosx^ft^^dx 

\.  n 

s:  jL  e^eoMx^  +  —  /c'"^ cos  x" "- ^  sin a? 5;i? 

I 

4  lt.  ^ 

3s  —  eö*  eos  x^A eos  x'»— ^  sin  xje^^  Sx 

—   ^Jd.cosx^-^^sinxje^^dx 

1  1 

und  folglich  ^'(x)  =s  -—  .    Setzen  wir  &ber  i//(x)  =  —  («^«— c— *);  so 

ist  !/''(•**)  =  •JT«    Nehmen  wir  also  an,  dass  x  und  a  beide  positiv  sind, 

lind  dass  x  >  a  ist;  so  sind  ^'(x)  und  i/;'(x)  beide  positiv,  und  !//'(*) 
ist  grösser  als  ^'(x).  Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  x  von  a  an  stetig 
in*s  Unendliche  wächst,  die  Functionen  ^(x)  und  i/;(x)  von  Null  an  ste- 
tig wachsen,  dass  aber,  weil  if{x)  <  i//'(x)  ist,    y(x)  langsamer  wie 

i/'C*)  wächst.    Also  ist,  weil  i//(oo)  =  —  ist,  offenbar 

Berechnet  man  also  den  Werth  von  /(x)  mittelst  ^er  obigen  Reihe  für  ei- 
nen hinreichend  grossen  Werth  a  von  x,  und  setzt /( od  >.= /(«)  +  i\ 
80  ist  dadurch  /(«>)  bis  auf  einen  Fehler  i,   der  positiv  und  kleiner  als 

"^^  ist,   gefunden.     Nimmt  man  z.  B.  a  =  10,    so  ist  e  <  — — ^, 

d.  i.  £  <  0,00001,  und  man  findet  also  durch  diese  Rechnung  den  Werth 
von /(CO)  bis  zur  fünften  DedmaUteUe  genau. 
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1  .     n 

s=  -^gox  cos  x^  +  "^  e^^  cos  a?'*"^*  f in« 

^n(n--i)rax  cosw^-Uinx^ Sx —'^  fe^^eosw^dx 

e*^^  cosx^—^iacosx-^-nsinx)     ,    ri{n—i)p 
= —  « +  j — ^  /  e^^  cos  Of*^^*  dx 

^J^e^^cosx^dxy 

und  folglich  fea^cosx^c)x 

Mittelst  der  beiden  hier  gefundenen  Reductionsformeln  kann  man. 
die  gesuchtea  Integrale ,  jenachdem  n  eine  gerade  od^r  eine  un- 
gerade Zahl  ist,    auf  fe^^Bx   ■=  —e^^ ,    oder   respeclive    auf 

Je^'sinxBx  und /c«^ cos x^ar' zurückführen.      Für  «  =  1  er- 
giebt  sich  aber  aus  den  beiden  Reductionsformeln  selbst 

r  ar   '       ^          C'iasinx^cosx)       p  ^^           ^         e«*(acos  x+sinx) 
I  e°^  8in  xax  =  — ^^ ; ' ,     /  e«*  cos  xdx=  — ^^ — - — * i, 

und  die  beiden  gesuchten  Integrale  werden  sich  also  in  allen  Fal- 
len finden  lassen. 

IL    fe^{BinbxYSx  xmA.  fe^{coHhsYSx  . 
Für  bx=s  z  wird 

fe^f  (sin  hx)n  5a?  =  i  /«  *    sin  «»  dz  , 


b 

re^^(cosbx)^dx=:'-J*e^''  eost^Bzy 


i     n  T-« 


wodurch  diie  gesuchten  Integrale  auf  die  in  I.  betrachteten  For* 
luen  zurückgeführt  sind,  und  daher  immer  gefunden  werden 
können.  ' 

In  dem  Falle  n  =  1  erhält  man  aus  diesen  Formeln  und 
aus  1.  leicht 

r  „^  .    i    ^           «^^ (f'  sin  bx —  b  cos  bx) 
J  e^smbxax  =  : 7- i, 

p  „^        ,     ^  €^^  (a  cos  hx  'hb  sin  bx) 

e^Xcosbxdx  = 2^ r-r—r^ '  • 

'  a^  +  b^ 

III.    fx^  e^^  sin  bx  Bx   und  fs^  e^coi  bx  dx . 
Nach  §.  27.  und  dem  Vorhergehenden  ist 

Jx^  eP^  sin  bx  dx 
=  x^fc^^  sin  bx  dx  —  njx'^i  dxft^^  sin  bx  dx 

=  x^fe^ sin bxdx  —  JT^V« »A*"^  e^^sin bxdx 
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ßgin  gax  cos  hxdx 
«=  üi?^ftf^'  cos  bx  St  —  nfx*^^  dxfe^  cos  hx  dx 

=  s^fc^^  cos  bx  dx  —      ,  .  ,r  Vi*~*  «**  co8  bx  dx 


nb       p       , 


t^*sinbxdx 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  liian  die  gesuchten  Integrale  immer 
auf  die  in  II.  betrachteten  Integrale  zurückführen. 


Achtes    KapiteL 

Anwendung  der  Integralrechnung  auf  die  Theorie  der  in 
einer   Ebene  liegenden    Gurren    oder  der  sogenannten 

Cnrven  yon  einfacher  Krümmung. 

A.     Quadratur. 

/  §.  87. 

Erklärung.  Wir  denken  uns  eine  auf  ein  beliebiges  recht- 
oder  schiefwinkliges  Coordinatensystem  bezogene  Curve.  Der 
Goördinatenwinkel  sey  a.  a  und  b  sollen  zwei  beliebige  Ab- 
scissen ,  a  und  b'  die  entsprechenden  Ordinalen,  und  a  soll  klei- 
ner als  6  seyn.  Ist  nun,  wie  wir  im  Folgenden  immer  anneh- 
men wollen,  die  Curve  zwischen  den  Punkten  aa  und  66' stelig; 
so  wird  von  dem  Theile  6  —  a  der  Abscissenaxe,,  von,  den  bei- 
den Ordinalen  d  und  b',  und  von  dem  zwischen  den  Punkten 
ad  und  bb'  liegenden  Bogen  der  Curve  eine  gewisse  ebene  Fi- 
gur begränzt,  die  man  sich  durch  Bewegung  der  Ordinate  vom 
Endpunkte  der  Abscisse  a  bis  zum  Endpunkte  der  Abscisse  6, 
vorausgesetzt,  dass  bei  dieser  Bewegung  die  Ordinate  sich  selbst 
immer  parallel  bleibt,  entstanden  denken  kann.  Diese  Figur 
kann  aus  mehreren  auf  der  Seile  der  positiven  und  negativen  Or- 
dinalen ,  d.  i.  oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegenden 
Theilen  bestehen.  Den  Flächeninhalt  eines  jeden  auf  der  Seite 
der  positiven  Ordinalen  liegenden  Theils,  in  welchem  also  alle 
Ordinalen  positiv  sind,  wollen  wir  im  Folgenden  als  positiv,  da- 

Segen  den  Fiächenraum  eines  jeden  auf  der  Seite  der  negativen 
irdinaten  liegenden  Theils,  in  welchem  also  alle  Ordinalen  ne- 
gativ sind ,  als  negativ  betrachten.  Unter  dem  Flächenraume  der 
von  dem  Theile  b  —  a  der  Abscissenaxe,  von  den  beiden  Ordina- 
len d  und  b' ,  und  von  dem  zwischen  den  Punkten  ad  und  bb' 
Yiegenäen  Bogen  der  Curve  begrähzten  ebenen  F^gur  werden  wir 
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im  Folgenden  immer  die  Summe  der  Flächenräume  aller  einzel- 
nen 9  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  liegenden  Theile  dieser 
Figur,  vorausgesetzt,  dass  man  jeden  dieser  Flächeoräume  mit 
dem  ihm  nach  den  vorher  gegebenen  Bestimmungen  zukommenden 
Zeichen  nimmt»  verstehen.  Die  Bestimmung  des  Flächenraumes 
der  von  dem  Theile  b  —  a  der  Abscissenaxe»  von  den  beiden  Or- 
dinaten  a  und  b\  uud  von  dem  zwischen  den  Punkten  aa  und 
hb'  liegenden  Bogen  der  gegeben  Gurve  begränzten  ebenen  Figur 
heisst  die  Quadratur  der  Gurve. 

|.  88. 

Aufgabe.  Es  seyen  ar,y  die  recht-  oder  schiefwink- 
ligen Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer 
gegebenen  Gurve;  der  Goordinatenwinkel  sey  a* 
Man  soll  den  Flächenraum  v  des  von  der  Abscisse  x, 
der  dem  Anfange  der  Goordinaten  entsprechenden 
Ordinale,  der  Ordinate  y,  und  dem  zwischen  den 
Endpunkten  dieser  beiden  Ordinaten  liegenden 
Bogen  d6r  Gurve  begränzten  ebenen  Figur'^be- 
stimmen. 

Auflosung.  Der  gesuchte  Flächenraum  ist  unstreitig  eioe 
Function  von  s ,  und  es  wird  sich  also ,  wenn  jr  sich  um  ^x 
ändert,   y  um  Jy^   v  um  Jo  ändern. 

Die  Veränderung  Ax  der  Abscisse  denken  wir  uns  immer 
der  Null  sehr  nahe  kommend,  und  unterscheiden  nun  uie  folgen- 
den Fälle. 

I.    y  positiv. 

!•  jr  positiv.  In  diesem  Falle  nimmt  v  offenbar  zu  und, 
ab,  wenn  x  respective  zu-  und  abnimmt,  d.  i.  ^v  ist  mit  Jx 
gleichzeitig  positiv  und  negativ;  die  Summe  2y  +  ^y  der  Or- 
dinalen y  und  y  +  Jy  ist  positiv ,  weil  diese  beiden  Ordinaten 
selbst  positiv  sind;  Bin  a  ist  immer  positiv.  Also  ist  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit,  je  näher  Jx  der  Null  kommt, 

jäv  =  45intf.(2y  4-  Jy)JXf 

wie  sogleich  erhellen  wird^  wenn  man  nur  überlegt,  dass  der 
absolute  Werlh  von  ^v  dem  Flächenraume  des  von  z/x,  y, 
y  +  '^Sf  und  der  die  •  Endpunkte  der  Ordinaten  y  und  y  +  Aly 
verbindenden  Sehne  der  Gurve  eingeschlosseuen  Trapeziums,  des- 
sen Höhe  durch  den  absoluten  Werth  des  Products  Axsina  arith- 
metisch ausgedrückt  wird,  offenbar  desto  näher  kommt,  je  näher 
/ix  der  Mull  kommt. 

2.    X  negativ.    In  diesem  Falle  nimmt  v  offenbar  ab  und 
zu,  wenn  x  respective  zu-  und  abnimmt,  d.  i.  ^v  ist  negativ  od^ 
pQsitiv,  w^nn  Ax  respective  positiv  oder  negativ  ist;  die  Summe 
2y  +  ^y  der  Ordinaten  ^  und  y  +  Jy  ist  wieder  positiv,  weil- 
diese  Ordinaten  selbst  positiv  sind;  %ina  ist  immer  positiv.  Also 
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ist  nach  einer  ganz  ähnlichen  Betrachtan^  wie  vorher  mit  desto  | 
grösserer  Genauigkeit ,  je  näher  ^x  der  Null  komnit5 

II«      y   negativ. 

1.  jr  positiv.  In  diesem  Falle  nimmt  v  offenbar  ab  und 
zu,  wenn  jr  respective  zu-  und 'abnimmt,  d.  \.  Jv  ist  negativ 
oder  positiv,  wenn  Jx  respective  positiv  oder  negativ  ist;  die 
Summe  2y  +  ^U  der  Ordinalen  y  und  y  +  Jy  ist  ne^tiv,  weil 
diese  beiden  Ordinalen  selbst  negativ  sind ;  »in  a  ist  immer  po- 
sitiv. Also  ist  nach  einer  ganz  ähnlichen  Betrachtung  wie  oben 
mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  näher  Jx  der  miU  kommt, 

Jv  z=z  ^  sin  « .  (2y  +  Jy)  Jx. 

2.  X  negativ.  In  diesem  I^alle  nimmt  v  offenbar  zu  und 
ab,  wenn  x  respective  zu-  .und  iibnimmt,    d.  i.  ,^v  ist  positiv 

.  oder  negativ,  wenn  ^x  respective  positiv  oder  negativ  ist;  die 
Summe  2y-^^y  der  Ordinalen  y  und  jf  +  ^y  ist  negativ,  weil 
diese  Ordinalen  selbst  negativ  sind;  sinn  ist, immer  positiv.  Also 
ist  nach  einer  ganz  ähnlichen  Betrachtung  wie  oben  mit  d&^to 
grösserer  Genauigkeit,  je  näher  ^x  der  Null  kommt, 

z/y  =  —  ^sin  ce .  (2y  ^-  Jy)  Jx . 

Im  Allgemeinen  ist  folglich  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  näher  Jx  der  Null  kommt, 

oder 

unter  der  Bedingung,    dass  man  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  man  nun,  wie  gewöhnlich,  die  Gränze,  welcher 

-^T-  sich  nähert,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  durch  Lim  -r-; 
Jx  ^  Jx 

so  ist  offenbar 

iim--—  =  •!-  y%ina  . 
^x         — ^  ' 

d.  i.  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienten 

also  5i>  =  4-  sina.ySxf  und  folglich 

WO  in  beiden  Fällen  die  willkührliche  Constante  C  offenbar  so 
bestimmt  werden  muss ,  dass  v  für  x  =  0  verschwindet. 


Anwendung  auf  die  Theorie  der  Cnrven« '      135 
I  Dies  giebt  nach  §.  3.  auf  der  Stelle 


r  =  4^  Im«  /    ydXi 
J  o 


indem  man  immer  das  obere  oder  untere  Zeicihen  nimmt,  jenaoli- 
dem  X  positiv  oder  negativ  ist. 

§.  89. 

Aufgabe.  Es  seyen  a  und  h  die  Abscissen  zweier 
beliebigen  Punkte  A  und  B  einer  Curve;  der  Cooi>* 
dinatenwinkel  sey  a^  und  die  Abscisse  a  sey  klei- 
ner als  h.  Man  soll  den  Flächenraum  v  der  von  dem. 
Theile  h  —  «der  Abscissenaxe»  den  beiden  Ordiba» 
ten  der  Punktet  undi?,  un^  dem  zwischen  den  Punk- 
ten A  und  B  liegenden  Bogen  der  Curve  begränzten 
ebenen  Figur  bestimmen. 

Auflösung.  1.  Wenn  a  und  b  beide  positiv  sind;  so  ist, 
weil  nach  der  Voraussetzung  a  kleiner  als  b  ist,  nach  §.  88. 
offenbar 

oder  nach  §.3. 

V  ^z  sinaX  j     ydx  +    /     ySr  >  > 

und  folglich  nach  §.  3. 


V  =  sifiai 


ydx. 
a 


2.  Wenn  a  und  b  beide  negativ  sind;    so  ist,,  weil  nach 
der  Voraussetzung  a  kleiner  als  b  ist,  nach  §.  88.  offenbar 

i;  :=5  —  stnce  /     ydx  +  »inal    ydr  =  sinal   /    yd»  —  /    ydx\  , 

oder  nach  §.3. 

v=:sinal  j    ySx  ^  I     yö-«*Y» 

und  folglich  nach  §.3.  ,         - 

J  o, 

3.  Wenn  endlich  a  negativ,    b  positiv  ist;    so  ist  nach 
§.  88.  offenbar 

»  =  —  sina  I     ydx^iinal    ydaf  =  Mnal/    yb« '^  j    ydx\^ 

oder  nach  §•  3. 
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and  folglich  nach  §.3» 

V  =  sina  r    ySx  •• 

.  '  Also  ist  in  allen  Fällen 

^  V  ms:  Sinai     ySxj 

Ja 

wenn  nnr,   wie  hierbei  immer  angenommen  wiifl»   die  Abscisse 
a  kleiner  wie  die  Abscisse  b  ist. 

Für  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  ist  a  =  dO^^^  und 
folglich  ü==  /    ySx. 

§.90. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelte  allgemeine 
Formd  wollen  wir  nun  auf  einige  specielle  F^lle  anwenden. 

1.  Die  Parabel.  Die  Gleichung  der  Parabel  zwischen 
rechtwinkligen  Goordinaten,  den  Scheitel  als  Anfang  der  Abscis- 
sen  angenommen  9  ist  bekanntlich  y^  =ps.    Also  ist 


iydx^=  if^  I  x^Sx  =  \p^  x^ . 


Bezeichnet  nun  v  den  Flächeuraum  der  von  der  Abscisse  x^  der 
Ordinate  y^  und  dem  zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkte  xy 
liegenden  Bogen  der  Parabel  begränzten  ebenen  Figur;  so  ist 
nach  §.  89. 

r  =  fydx  =  ip^x^  =  ^xY"px  =  f  ory , 

und  V  beträ&;t  also  immer  zwei  Driltheile  des  unter  der  Abscisse 
s  und  der  Ordinate  y  enthaltenen  Rechtecks. 

2.  Die  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  zwischen 
rechtwinkb'gen  Goordinaten,  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang  der 
Abscissen  angenoi2men,  ist  bekanntlich 

und  folglich 

h      -. 

wo,  wenn  y^  wie  im  Folgenden  geschehen  soll,  als  positiv  bc- 
trachtjet  wird^  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss. 

Nehmen  wir  nun  auch  die  Abscisse  x  als  positiv  an,  und 
bezeichnen  den  Flächenraum  der  von  der  Abscisse  c,  dem  lK>si- 
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'Ö 


liven  Theile  der  Nebenaxe,  der  Ordinate  jf ,  nnd  dem  zwischen 
dem  Endpunkte  des  positiven  Theils  der  Nebenaxe  und  dem 
Punkte  sy  liegenden  Bogen  der  Ellipse  begränzten  ebenen  Figur 
durch  v;  so  ist  nach  §•  89. 


Denken  wir  uns  jetzt,  wie  Fig.  1.  zeigt,  aber  der  Äxe  AB 
=  2a  der  Ellipse  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschrieben ,  und 
bezeichnen,  wenn  CP  =  Xf  PQ  =  y  ist,  den  Flächenraum  des 
Stücks  CPI/Q'  dieses  Kreises  durch  r  ;  so  ist,  wie  leicht  erhel- 
len wird,  nach  §.  89. 

Also  ist 

V  zu  —  V  • 
a 

Zieht  4nän  aber  den  Radius  CQ*  des  beschriebenen  Kreises ;  so 
erhellet  mittelst  einiger  bekannten  geometrischen  Elementarsätze 
sehr  leicht  die  Ilicht%keit  der  Gleichung 

V  =  ^Xij  +  \a*  Arciin — , 

oder  . 

V  =  ^xY^a^  — Ä*  +  ^a'  Aresin  —  , 


oder 


wo  offenbar  keiner  der  beiden  Bogen 


Aresin —   und  Arctang 


a  ^  Ya*^x^ 

In  übersteigt.  ^ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

V  z=z  --iTa' — d?*  +  %  ab  Aresin — 
2a  ■  ^  a 


bx 

oder 


bx 


V  =  —J^a*— «•  +  \ab  Arctang 


Für  den  elliptischen  Quadranten  Q  ist  jt  =  a ,  und  folglich ,  wie 
aus  jeder  der  beiden  vorigen  Formeln  leicht  geschlossen  wird, 
Qz=3c  ^abTt;  also,  wenn  E  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse 
bezeichnet ,  E  s=  «  6  TT. 

3.    Die  Hyperbel.    Wir  wollen  zuvörderst  die  Hyperbcd 
zwischen  ihren  Asymptoten  betrachten. 
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Zu  dem  Ende  nehmeo  wir  in  Fig.  2.  C  als  Anfang  der 
Coordinaten,  CÄ^  als  den  positiven  Theil  der  Abscissenaxe,  CL 
als  den  positiven  Theil  der  Ordinatenaxe  an,  und  bezeichnen  den 
Asymptotenwinkel  durch  a, 

Ist  nan  Q  lein  Pankt  derHvperbel  und  C/2  =  ar,  RQ^zy^ 

so  ist  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekanntlich »  wenn 
a  und  b  die  beiden  Halbaxen  sind, 

Ä«  +  *« 

a'  4-  6' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  — ^ — =/?•  setzen,  j?y=Är% 

'  Die  Coordinaten  des  Scheitels  J  sind  CB  =:  AB  = 
4-T"a*  +  6»  =ife.  Also  ist,  wenn  wir  4 J?/2Q c=  v  setzen,  nach 
§.89.         '      • 

und  folglich,  wie  leicht  erhellen^ wird , 

ff  ' 

oder  * 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  a  ;=  90^,  a  =  6,  und  folglich 

Für  k=  CB  =  AB  =  1  ist  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  v  = 
Ix,  d.  i.  ABRQ  = /.  CA.  Wegen  diesfer  Beziehung  der  durch 
/  bezeichneten  natürlichen  Logarithmen  zur  gleichseitigen  Hyper- 
bel werden  dieselben  auch  hyperbolische  Logarithmen  (D.  §.  06.)' 
genannt. 

Zieht  man  CQ;  so  hat  die  Figur  CAQ  mit  ABRQ  immer 
gleichen  Flächeninhalt,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  wer- 
den kann.    Es  ist 

CAQ  =  CARQ  —  CRQ ,    ABRQ  =  CARQ  —  ABC. 

Nach  der  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten  ist 
aber  CR,  RQ  =  CB.  AB,  also  nach  ein^m  bekannten  geome- 
trischen Satze  JCRQ  =  JABC ,  und  folglich  nach  dem  Vor- 
hergehenden CAQ  =.  ABRQ,  wie  behauptet  wurde.  Also  ist 
auch  immer 

Nun  lässt  sich ,  wenn  PQ  auf  der  Hauptaxe  der  Hyperbel  senk- 
recht steht,  auch  die  Grösse  der  Figur  APQ  =  u  leicht  bestim- 
men.   Setzen  wir  nämlich  AP  =  x ,  PQ^=y';  so  ist 


1     ^^  / 

Anwendang  auf  die  Theorie  der  Cmren.        139 


X 


u  =  CPQ  —  CAQ  =  4  (a  +  iP')y  —  fe»  iina.l  ^ 

Femer  ist 

AB:RQ  =s  AD.'QS=z  Ä.-P5— // 

und  folglich 

Weil  nun  aber  offenbar 

aib^  a  +  x':  PS,      P5  =  ^iiAfl 

ist;  so  ist 

,  X  ab 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Aus  dieser  Gleichung  wollen  wir  nun  noch  den  Winkel  ce  elimi- 
niren.    Es  ist  aber  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  CAD 

b  ,  6^  sinia« 

also 

und  folglich    >. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

ah 


u  =  i(fl  +  a:')y    —  |a6/ 


b{a-\rx)  —  ay 


'   > 


oder,   weil  nach^  der  Theorie  der  Hyperbel  jf  =  —  y*2flj;'  +  «'« 
ist, 

u  =  — ^ ^-^ —  \abl 


oder  :  _ 

'•i-a  ^  a 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Anfang  der  Coor- 
diuaten  an,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Punktes  Q  in 
Bezug  auf  dieses  System  durch  o;,  y;  so  ist  a  +  ^  ==  J?> 
(2a  +  J?')^'=  (a?  +  a)  (j?  —  a)  =  a?*  —  a^,  und  folglich 

""  2ät  **  — «*  —  4«Äi 1- , 
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oder  aacb  

oder  aacb 

JLj.  X 


jp y^  ' 

oder  auch  nach  der  ersten  der  vorstehenden  drei  Gleichunsren 


u  =  l^y  —  ^abl 


(v  *i-) 


4.  Die  Cycloide.  Nach  D.  §.192.  ist^  wenn  in  D.FigA. 
AB  als  Axe,  ^  als  Anfang  der  Abscissen  angenommen  wird^ 

AP  s=s  X  =:  r((p  —  ein  <p),     PQ  z:z  y  zs  r(l  —  cos<p)y 

WO  q>  dieselbe  Bedeutung  wie  a.  a*  0.  hat.    Weil  nun 

dx  =  r(l  —  co9tp)d<p   ' 
ist;  so  ist 

und  folglich 

Aber 

Also  ist  . 

Setzen  wir  nun  JPQ=:v;  so  ist  nach  §.  89. 

©  =  /  ^yöa:  =  /     yc^a:  =  r*  (}y  —  2smg>  +  i««n2y). 
y  0  4/0 

Für  die  ganze  Cycloide  ASB  =  f  ist  g)  =  2;r ,  und  folglich  F 
£=3r>7i,  so  dass  also  der  Flächeninhalt  der  ganzen 
Cycloide  drei  Mal  so  gross  wie  der  Inhalt  des  erzeu- 
genden Kreises  ist. 

5.  Die  logarilhmiscbe  Linie.  Nach  D.  §.  194.  ist 
tf^  log  X  die  GLeichung  der  logarithmischen  Linie.  In  D.  Fig,  5. 
ist  AE^=^\.  Sollen  wir  nun  für  AQ  =  j?,  PQ=s  y,  wo  also 
jr>>l  ist,  den  Flächeninhalt  v  von  PEQ  bestimmen;  so  haben 
wir  nach  §•  89. 

V  =  /    ydx  =5  /    logxdx* 

Aber 

flogxdx  SS  logxfdx  '^/dlogxfdx  ::sxlogx  —  -jr-  , 
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und  folglich 

Setzen  wir  ferner  den  ganzen  zwischen  der  logarithmischen 
Linie  und  dem  Theile  AC  der  Ordinatenaxe  enthaltenen  Raum 
=  2f ;   so  ist  nach  §•  89. 


u  ==   /    ydx  =  /    logxdi 
J  o  J  o 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  weil  nach  D.  §•  150* 
die  Grösse  x  log  a?  für  ar  =  0  verschwindet,  u  =  —  -jr.  Also 
ist  der  darch  u  J)czeichnete  Raum  eine  endliche  vöUig  bestimmte 
Grösse.  Das  Zeichen  vor  dem  Bruche  j^  kann  nach  dem,  was 
•  in  §•  87.  beigebracht  worden  ist,  nicht  auffallen. 

B.     Rectification. 

§.  9i. 

Erklärung.  Die  Bestimmung  der  Länge  eines  zwischen  zwei 
durch  ihre  Coordinaten  gegebenen^  Punkten  einer  auf  ein  belie- 
biges Coordinatensysteni  bezogenen  Curve  liegenden  Bogens  die- 
ser Curve,  wobei  alle  Bogen  als  positiv  belrafchtet  werden,  heisst 
die  Rectification  der  gegebenen  Curve. 

Im  Folgenden  werden  wir  der  Einfachheit  wegen  das.Goor* 
dinatensystem  immer  rechtwinkUg  annehmen. 

§.  92. 

Aufgabe,  Es  seyen  x,  y  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  einer  gegebenen  Curve.  Man 
soll  die  Länge  s  des  zwischen  dem  Endpunkte  der 
dem  Anfange  der  Coordinaten  entsprechenden  Ordi-. 
nate  und  dem  Punkte  ;r^  liegenden  Bogens  dieser 
Curve  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  dieaelbe 
zwischen  den  beiden  in  Rede  stellenden  Punkten 
stetig  ist. 

jiuflüBung.  9  ist  offenbar  eine  Function  von  x,  und  es 
wird  sich  also,  wenn  x  sich  um  ^s  verändert,  y  um  ^/y,  « 
um  /fs  verändern.  Nach  Principien  der  analytischen  Geometrie 
ist  mit  d^sto  grösserer  Genauigkeit,  je  näher  ^^  der  Null 
kommt , 

d.  i.  Js^  =  Jx^  +  Jy^  oder 


(äy='+(Ä)"- 
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Ist  nun 

1.  X  positiv; 

so  nimmt  «  mit  s  offenbar  gleichzeitig  zu  und  ab ,  d.  i.  //«  ist 
mit  ^x  gleichzeitig  positiv  und  negativ.  Also  ist  mit  desto  grös- 
serer Genauigkeit,  je  näher  ^x  der  NoU  kommt, 

die  Quadratwurzel  immer  positiv  genommen. 

Ist  femer 

2.  X  negativ; 

so  nimmt  «  offenbar  ab  nnd  zu,  wenn  x  respective  zu-  und  ab- 
nimmt 9  d.  i.  ^»  ist  negativ  und  positiv ,  wenn  ^x  respective 
positiv  und  negativ  ist.  Also  ist  in  diesem  Falle  mit  desto  grös- 
serer Genauigkeit,  je  näher  Jx  der  Null  kommt, 

/ix 

die  Quadratwurzel  immer  positiv  genommen. 

Ueberhaupt  ist  folglich  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je 
näher  Jx  der  Null  kommt. 


= -  r-Tcu 


unter  der  Bedingung,  dass  man  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Also  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null 
nähert,  offenbar 

Un.^  =  ±   P  +  ^'H(^)1- 

Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Differentialquotienten  ist  aber 

7  ,m  ^*  -,  ^«       T ,.   ^y  _  ^y 

/-»im— T—  —  5—  ,       JL»im— ; —  =  -5—  , 
Jx         das  jdx         ox  ' 

und  folglich,  weil  offenbar 
ist, 

unter  der  j^edingnng,   dass  man  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist^). 


*^  Man  yergleiche  hiermit  die  in  D.  §.219.  gegebene  Entwickelang. 
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Also  ist 

und  die  Gonstante  C  offenbar  so  zu  bestimmen ^    dass  «  für  x 
==  0  verscb windet. 

Diess  giebt  nach  §.  3.  auf  der  Stelle     * 

indem  man  immer  das  obere  oder  untere  Zdchen  nimmt,  jenach- 
dem  X  positiv  oder  negativ  ist. 

§.  93. 

j4ufgabe.  Es  seyen  a  und  b  die  Ahscissen  zweielr 
beliebigen  Punkte  ^  und  B  einer  zwischen  diesen 
Punkten  stetigen  Curve,  und  die  Abscisse  a  sey 
kleiner  als  b.  Man  soll  die  Länge  «  des  zwischen 
den  beiden  Punkten  ^  und  B  liegenden  Bogens  die* 
ser  Curve  bestimmen.  ' 

Auflosung.  Mittelst  einer  der  in  §.  89.  gegebenen  ganz 
ähnlichen  Auseinandersetzung  ergiebt  sich  aus  $.  92.  in  völliger 
Allgemeinheit 


-f>X^^W- 


§.94. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  allgemeine  Formel 
wollen  wir  nun  bei  der  nectification  einiger  Gurven  anwenden. 

1.  Die  Parabel.  Die  Gleichung  der  Parabel  ist  y'^  = 
ps.  Der  zwischen  ihrem  Scheitel,  und  dem  Punkte  xy ^  wo  na- 
türlich X  positiv  ist,  liegende  Bogen  sey  «;    so  ist  nach  §.  93. 

Weil  tiun  • 


ist;  so  ist 


Für 


=/'^T^  + 


4a? 


r 


^  +'  4F  ""  *'    *  ""   4 («•-!) 


ist  aber 


■  J 


*S3« 
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ß'T^+iF  =y*5*  =  «*  -/'S'  =  «  -  "r/pfe 

und  folglich 

I  4*  8     7"4«r  +  j»  +  2r« 

-*I  *+4,  +  8  V*^+7-ar*' 

oder  aadi 

■"1^4»         4                y-p 
=  *l*+4F+-4-^ P> 

Für  ip  SS  a,  p  =s4a  wird 

oder,  wenn  wir  den  Radius  vcctor  des  Punktes  sy  durch  v  be- 
zeichnen 5 


1^  ^  «z  iLiiiii « jT^j  +  «zri 


.+  r« 


Ist  jetzt  unter  der  Voraussetzung,  dass  x'>jr  ist,  «  der  zwi- 
schen den  Punkten  sy  und  x^y,  deren  Vectoren  9  und  v  seyn 
mögen,  liegende  Bogen  der  Parabel;  so  ist 

■  '  Y^v  —  yx 

2.    Die  Ellipse.    Die  Gleichung  der  ElUpse  ist 

und  folglich 
also 
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oder,  wenn  ijiir  \     ■    ■  ' 


setzen. 


a« 


^'v  V  \. 


Setzen  wir  nun,: wag  -bei  dör  Elfipse  offenbar  verstattet  ist, 
—  =  8inq>^  X  z=s.  asinq);  so  ist  daf  =  aco9<pdq>,  nnd  folglich, 
wie  man  leicht  findet,    ■  *         <. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  x  positiv  ist,  ist  also  nach  §.93., 
wenn  man  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  kleinen  Axe  der  Ellipse 
an  rechnet. 

Weil  aidfa  jfflmer  e^^t>y^<:;l  ist,  so  kapn  man  die  Wurzel- 
grosse  )^i—£2 sm^p '|ia^  dem' Binomischen  Lehrsatzein  eine  con- 
vei^pireüde  Reihe  entwickeln,  und 'dann  das  in  §.  8.  bewiesene 
Theorem  anwenden.     Dadurch  erhält  man 

diso  nach.  §•  65.  1. 


s 


1.3       -(1.3.5  /    3.5      .        .     5     i      ,  ,   ,,.      ,\  •  .     l 

Für  den  elliptischen  Quadranten  Q  ist  x=sa,   also  g>sssin, 
und  folglich 
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Ist  also  P  der  ganze  Umfang  der  Ellipse ;    so  ist 

3.    Die  Hyperbel.    Die  Gleichung  der  Hyperbel  ist 

(-r)'-(-f)'='. 

ond  folglich 

m  • 

also 
^  oder ,  wenn  wir  * 


»    » 


•   -i.     .  .  fl*  ■-■  ^  '..■..      r. 

setzen^  •  '*     '''    ' 

Setzen  wir  nu»,  wais  Ifei  der  Hyp^bel  offenbar  vcrswftet  i^f, 
A s==  s«c9) ,  -j  ==  coßxpj^  so  ist  5^:  =  '^tj?' <^v>  und  fo%Kch, 
wie  man  leicht  findet. 

Unter  der  Voraussetzatfg,  dass  or  positiv istj^  ist  also  nach  8.93., 
wenn  man  den  Bogen  b  vom  Scheitel  der  Hyperbel  an  rechnet^ 

y'«    Y /dyV  f^  V^ — t  " 

Weil  nun  immer  "n"Co«g)2  <^  j  igj.    ^q  j^a^ß  mj^  nieder  die 

Wurzelgrösse  f  l- — -^oosq>^  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze 

in  eine  convergireüde  Reihe  entwickeln,  und  dann  d$is  in*§.  & 
bewiesene  Theorem  anwenden.    Dadurch  erhält  mau 

1-3       1   /»         ..  1.3.5       1    /*•         .- 

also  nach  §.  68. 1.  und  §.  66. 1.'  - 


I 

^.  Anwendimg  auf  die  Theoiie  der  Curveii.       mj 


at  -^  '       *     i 


1.3    -  1    11.3      ,  /    3  .    ,  i\   .      I 

1.3.5       1   (1.3.5      ,  /  3.6  ,6  ,  ,  ,         A   •      I 

--riTeTa-TrioTeV +  (2:4:6  ""'^+0^"'^+*"^^^^^ 


4.  Die  Cycloide.  Die  Gleichuogea  der  Cycloidißf^  sind» 
wenn  man  in  D.  Fig.  4.  JBaisAke,  ^  als  Anfang  der  ABscissen 
annimmt^  nach  D.  §.192. 

JP  =  a?  5=  r((p  —  lin^')»     P^  ä  y  =  r(l  — cos  y); 
folglich  ■  ■■- 

Sx  =  r(i  —  cof  90^»     5y  =3  rsmy^J.^,    n^  =  i^^$A ' 

also 

und  folglich 

•  ■  • 

Rechnet  man  nun  den  Bogen  «  vom  Punkte  ^  an  s  $0  ist  nach  8. 93. 

jpür  iy  =  ^  ist  5gp5s=  25t//,   und  folglich 

AUo  i|t  '  w 

jtMdd  folglich   «  =  8r«i«iy*.  ^     , 


•  +  (ä)*=  TT?^- 


.>  r 


Für  die  ganze  Cyelajde  ist  9>3±ä2;r^  und  foIg^Sdi  die.l4llge 
der  ganzen  Cycloide  =:8r5  so  dass  also  die  Länge, der  ganzen 
Cycloide  acht  Mal  so  gross  ist  wie  ^  der  Halbmesser  des  erzeu- 
genden Kreises.  '. 

5.  Die  Neilische  ParabeL  Diese  krumme  Linie»  derbn 
GIeich\ing  y  ^  =  ax^  ist,  ist  die  efste,  welche  reclifidrt  wor- 
den ist,  yon  einem  englisehen  Mathematiker  Wilhelm  Neil, 
der  seine  Entdeckung,  die  viel  Aufsehen  erregle,  im  Jahre  1657 

10» 
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bekannt  machte.    Verändert  man  die  Coordinatea  und  setzt  xssy, 
y'  =  s;  so  wird  die  Gleichung  y*  =  —  x',  und  folglich 

Also,  wenn  iJian  den  Bogen  s  vom  Anfange  der  Coordina- 
jten  an  rechnet,  nach  §.  93.,'  da  jr,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  a  positiv  ist,    ofienbar  bloss  positiv  seyn  kann, 

m  ^  +  9s  =  JB  Ist  eis  =i=|^a,  und  foJgUch 


4a  4-  9x  • 


Also  ist 

C.     Cubatur  der  dureli  Uindrejiunj^  jebener  Curven  um 
feste  Axen   entstanaenen  Körper. . 

§•  95, 

Erklärung.  Wir  wollen  uns '  j^lzt  det|  Korper  vorstellen, 
W^lchei*  durch  die  Umdrehnng  einer  beliebigen  Curve  um  die  Ab- 
scissenaxe  entstanden  ist.  Sind  nun,  unter  Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten,  0>und  b  die  Abscissen,  a  und  6'  die  ent- 
sprechenden Ordinalen  zweier  Punkte  der  gegebenen  Gurve,  zwi- 
schen denen  dieselbe  stetig  ist;  so  kann  man  den  cubischen 
Inhalt  des  von  zwei  kreisförmigen  Grundflächen  begränzten  Kör- 

Iers  zu  bestimmen  verlangen,  welcher,  vorausgesetzt^  dass  a 
leiner  als  b  ist,  durch  die  Umdrehung  der  von  dem  Theile 
h  —  a  der  Abscissenaxe ,  den  beiden  Ordiuaten  a  und  b\  und 
dem  zwischen  den  beiden  Punkten  aa\  bb'  liegenden  Bogen  der 
gegebenen  Curve  begränzten  ebenen  Figur  um  die  Abscissenaxe 
entsteht.  Die  Auflösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe  nennt  man 
die  Cubatur  des  durch  die  Umdrehung  der  gegebenen  Gurve 
iiiii  ^e  Abscissenaxe  entstandenen  Körpers. 

§.96. 

Aufgabe.  Es  seyen  x,y  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  einer  gegebenen 
Curve.  Man  soll  den  cubischen  Inhalt  V  des  von 
zwei  kreisförmigen  Grundflächen  begränzten  Kör- 
pers bestimmen,  welcher  durch  die  Umdrehung  der 
von  der  Abscisse  x,  der  dem  Anfange  der  Abscissen 
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entsprechenden  Ordinate»  der  Ordinate  y,  und  dem 
zwischen  den  Endpunkten  dieser  beiden  Ordinalen 
liegenden  Bogen  der  gegebenen  Curve  begränzten 
ebenen  Figur  um  die  Abscissenaxe  entsteht.  « 

Auflösung.  V  ist  offenbar  eine  Function  von  Xy  und  es 
wird  sich  also,  wenn  x  sich  um  Jx  verändert ^  y  um  Jy^  V 
um  JV  verändern.  '♦ 

Ist  nun 

1.  X  positiv; 

so  nimmt  V  mit  x  gleichzeitig  zu  und  ab,  i.  u  ^V  ist  positiv 
oder  negativ,  wenn  Jx  respective  positiv  oder  negativ  ist«  Also 
ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  näher  ^x  der  Null  kommt, 

oder 

^r=  (y«+yz/y  +  i/iy')»^Ä?,  « 

oder  ..    .      • 

wie  sogleich  erhellen  wird,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  der 
absolute  Werth  von  JF  dem  körperlichen  Inhalte  des  geraden 
abgestumpften  Kegels,  welcher  durch  die  Umdrehung  des  von: 
^x ,  von  y  und  y  -^  Jy^  und  der  die  Endpunkte  dieser  beiden 
Ordinalen  verbindenden  Sehne  der  gegebenen  Curve  begränzten 
Trapeziums  um  die  Abscissenaxe  entsteht,  offenbar  desto  näher 
kommt,  je  näher  Jx  der  Null  kommt. 

Ist  ferner 

2.  X  negativ; 

so  nimmt  V  offenbar  ab  und  zu,  wenn  s  respective  zu-  uAt 
abnimmt,  d.  i.  JV  ist  negativ  oder  positiv,  wenn  Jx  respective 
positiv  oder  negativ  ist,  und  nach  einer  ganz  ähnlichen  Betrach* 
tung  wie  vorher  ist  folglich  mit  desto  grösserer  Gcinauigkeit,  je 
näher  Jx  der  Null  kommt, 

oder      * 

^V  =  —  (y»  +  yJ\f  +  iJy^)nJx , 
oder  -  • 

JV  ■'■'. 

—  =  —  y»,f  —  nyjy  —  i»z/y». 

Ueberhaupt  ist  also  mit  desto  grösserer  Genauigkeit ,  je  nä- 
her Jx  der  Null  kommt, 

—  =:  +  y«  TT  +  jry^y  Hh  \n^y^  » 

unter  der  Bedingung,  dass  man  die  obem  oder  untern  Zeicheii 
nimmt,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.    \, 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  tufi  den^  Obi{geii>  hinreichend 
bekannten  Schlussweise  / 


9 
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aad  folglich 

immer  unter  der  Bediogung,    dass  man  das  t>bere  oder  untere 
Zeichen  nimipt»  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

•  §.97. 

Aufsähe»  Es  seyen  u  und  b  die  Abscissen  zweier 
beliebigen  Punkte  A  und  B  einer  gegebenen  Gurve, 
und  a  sey  kleiner  als  B.  Man  soll  den  cubischen  In- 
halt V  des  Körpers  bestimmen,  welcher  durch  die 
Umdrehung  der  von  dem  Theile  h — a  der  Abscissen- 
axe,  den  Ordinaten  der  Punkte  A  und  B  und  dem 
zwischen  diesen  betden  Punkten  liegenden  Bpgen 
der  gegebenen  Curve  begränzten  ebenen  Figur  um 
4ie  Abscissenaxe  entsteht. 

AüfloBung,  Mittelst  eiinet  der  in  §.  89.  angestellten  ganz 
ähnlichen  Betrachtung  ergiebt.sich  aus  §.  96. 


=-/ 


y^dx. 


§.  98.  . 

Die  allgemeine  Formel  des  vorigen  Paragraphen  wenden  wir 
tun  wieder  auf  einige  Beispiele  an. 

1.  Parabolisches  Konoid.  Für  das  Parabolische  Ko« 
noid  ist  y^Ss  =  px(iXf  und  folglich,  wenn  wir  den  Anfang  der 
Coordinaten  als  Anfadgspankt  annehmen, 

J  o 

2.  Elliptisches  und  Hyperbolisches  Konoid,  Neh- 
men wir  den  Scheitel  der  Hauptaxe  als  Anfang  der  Goordinaten 
und  als  Anfangspunkt  des  Körpers  F  an;   so  ist 

WO  das  obere  Zeichen  für  das  Elliptische,    das  untere  für  das 
Hyperbolische  Konoid  gilt.    Weil  nun 

ist;  so  ist 
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Setzt  man  den  cubischen  Inhalt  des  ganzen  Elliptischen  Konoids 
t=iE';  so  ist'iS  =  2j»7ra*(l— 4)  =  ^;ia«7r  =|öä» »•  Förden 
körperlichen  Inhalt  K  einer  mit  dem  Halbmesser  a  besdiriebeneti 
Kugel  erhält- man  hieraus  K-=z  ^a^n,  ein  schon  aus  den  Ele-» 
menten  der  Geometrie  bekannter  Ausdrack, 

Der  Inhalt  eines  Segments  einer  mit  depi  Qal|)m^$ser  4  b^ 
schriebenen  Kugel  von  der  Höhe  x  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden =  anx^fl — -^j  =  7rx^(a — ^s). 

Ist  P 'der  Inhalt  eines  zwischen  zwei  Parallelkreisen ,.  de- 
ren Halbmesser  q,  q  sind,  und  deren  Entfernung  von  einai^der 
e  ist,  enthaltenen  Stücks  einer  mit  dem  Halbmesser  a  beschrie- 
benen Kugel;  seist,  wenn  e=zs  —  jp  ist,  nach,  dem  Vorher- 
gehenden 

=  J7r{3a(*'*— »»)  —  (»«— «')J 

Aber 

und  folglich 

=s  2|3a(y  +  «)  -^  «;'•—**  —  m^\. 

Also 

3.  Durch  Umdrehung  einer  €ycloide  um  die  Ba- 
sis erzeugter  Körpei*.  Wir  nehmen  den  Punkt  ^(D.P$g.4.) 
als  Anfang  der  Coordinaten  und  als  Anfangspunkt  deis  Körpers 
V  an.    Dann  ist 

Weil  nun  5j?==:  r(l — cos  q))8g>  ist;  so  ist 


Aber 


/: 


I 

(i~--cosq)yd<p  = 


y  —  3  /  ^cosq>3q)  +  b/  ^co«  g)»  5qp '—  /     cot  (p^  dtp  ^ 


>   * 


und  folglioh  nach  §.66. 
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Für  den  durch  die  Umdrehoog  der  ganzen  Cycloide  nm  AB 
entstandenen  Körper  ist  9  =3  Qm-  wd  folglich  der  Inhalt  dieses 
Körpers  =  br^n^. 

4.  Durch  Umdrehung  einer  Cycloide  um  ihre 
Axe  erzeugter  Körper.  Wir  nehmen  die  Axe  SC  ^D.JPfg.4.) 
als  ABscissenaxe ,  den  Scheitel  S  der  Cydoide  als  Anfang  d^ 
Coordinaten  und  als  Anfangspunkt  des  Körpers  V  an.     Dann  ist 

Y^=sinl  9^d»»    Nun  erhellet  aber  leicht  5  dass 

ir  SS  2r — r(l  —  cos(p)  ^r(i  + cos(p), 
y  =s  FTT  —  r  (y  —  «ny)  =  r(7i  — y  +  «my) , 

oder,   wenn  wir  rt  —  9?  =  ö  setzen , 

ir  =  r(l  —  CO«  Ö>,    y  =  r  (ö"  +  «la  Ö) , 
und  foIgUcb 

ist«  Weil  nun  für  s  =  &  offenbar  6  =:n  —  71  =  0  ist  5  so  ist 

y  ^r^nf^iS  +  sineysinOdO. 

Es  ist  aber 

*9 


n 


(ß'^iinöysinef^e^ 


6^  sind  So  +  2/^  Otind^Se  +  A  sin  6' de 

und  nach  §.  75.  und  §.  65. 

/e 

/    sinO^dS  =  —  isinß^cose  —  fcosö  +  J 
=  —  ^  sm  6f  sin26  —  ^cosd  +  J  . 

Weil  nun  femer 

fosins^de  =  iM^-- cos  2  6)  de  =  iö»  —  ifßcoszede 
==iö'— 4ö/ffos2öf?^  +  ifsefcos2ede 

=  iö'  — iö«m2ö  +  ifsin2ede 
=  iö^-iö«m2ö  —  •Jco«2ö, 

nnd  folglich 

/^  esine^dß  =  iÖ»  --  4j9sm2ö—  icotaö  +  i 

ist;,   so  ist 

•     l+4coi6-T-.ico»2ö-r-^.ismöim2ö— H)  \ 
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Cm  den  Inhalt  des  durch  die  UmdrehnDg  der  gan^ea  Gy->i. 
cioide  um  die  Axe  SC  erzeugten  Körpers  zu  finden,  kann  man 
sowohl  g)  =  0,  als  auch  9  =  271,  d.  i.  sowohl  ö  =  7r,  als 
auch  6  =  —  77  setzen ,  und  erhält  in .  beiden  Fällen  den  InhiJk 
des  in  Reje  stehenden  Körpers  =r*7r(|7i* — |), 


r:t 


D.    Cömplanation  der   durch  Umdrehung  ebeaer  Ctfr«; 
ven  um  feste  Axen  entstandenon  Körper, 

§.  99. 

Erklärung.  Unter  der  Voraussetzung  eines  rechtwinkUgcn 
Goordinatensystems  seyen  41,  b  die  Abscissen  und  a\  b'  die  Or- 
dinaten  zweier  beliebigen  Punkte  ^,  B  einer  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  stetigen  Curve,  und  a  sey  kleiner  %ls  b.  Denkt 
man  sich  nun  die  von  dem  Theile  b — a  der  Abscissenaxe,  Toa 
den  Ordinaten  a  und  b',  und  von  dem  Bogen  ^B  der  gegebenen 
Gurve  begränzte  ebene  Figur  um  die  Abscissenaxe  gedreht;  so. 
wird  'der  Bogen  AB  eine  gewisse  krumme  Fläche  beschreiben. 
Jeder  von  einem  Bogen  der  gegebenen  krummen  Linie,  dessen 
Punkte  sämmtlich  positive  Ordinaten  haben  ,^  beschriebene  Theil 
dieser  krummen  Fläche  soll  im  Folgenden   als  positiv;   dagegen 

1'eder  von  einem  Bogen  der  gegebenen  krummen  Linie,  dessen 
^unkte  sämmtlich  negative  Ordinaten  haben ,  beschriebene  Theil 
als  negativ  betrachtet  werden.  Die  Summe  aller  nach  dieser  Be^ 
Stimmung  mit  ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Theile  der 
von  AB  beschriebenen  krummen  Fläche  heisst  der  Inhalt  oder 
Flächenraum  dieser  krummen  Fläche,  und  dessen  Bestimmung 
wird  gewöhnlich  die  Cömplanation  de&  mit  de^  von  ^B  he- 
schriebenen  krummen  Fläche  zugleich  beschriebenen  Körpers  ge- 
nannt* 

§.  100. 

Aufgabe.  Es  seyen^,y  die  rechtwinkligen  Goor« 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  B  einer  zwischen 
diesem  Punkte  und  dem  Anfange  ^  der  Goordinaten 
stetigen  Gurve.  Man  soll  den  Flächenraum  iS>  der 
krummen  Fläche  bestimmen,  welche  von  dem  Bogen 
AB  beschrieben  wird,  wenn  sich  die  vop  der  Abscisse 
X,  den  Ordinalen  der  Punkte  A  und  b,  und  dem  &(h- 
gen  AB  begränzte  ebene  Figur  um  die  Abscissenaxe 
herum  drehtw 

Auflösung,  Der  gesuchte  Flächenraum  ist  offenbar  eine 
Function  von  x,  und  es  wird  sich  also,  wenn  s  sich  um  Am 
ändert,  ^  um  ^^,    S  um  AS  ändern. 

Sey  nun        . ' 

1.     y  positiv. 
1.    X  positiiv.     In  »diesem  Falle  nimmt  5  offenbar  zn  und 
ab,   wenn,  x  cespective.  zu-  und  abnimmt,  d.  i.  AS  iiA  mil  Am 


Also  ist 

oder,  wenn  man  den  Badias  vector  des  Punktes  sy  durch  v  b 
zdcbnet» 

3.  Elliptisches  Konoid..  Nimmt  man  die  kleine  A:i 
der  Ellipse  als  Axe  der  Abscissen  und  also  auch  als  Drehung: 
Bxe  an;    so  ist 

die  Gleichung  der  Ellipse,  und  folglich. 


a'^x 


^^T'  +  (ly==   ffr-^-^+'^V  =  ^JxT^^^ia^^b^y. 


K  b^ 

oder ,  wenn  wir  ^rzTß  =  ^*   setzen. 


Also  ist  nach  §.  56.  und  §.  54.  I. 


^  ■  ■  -  . 
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and  folglich 

Für  x:±=.6  erhäif  nüliii  Ws  dieser^  Fortnfel,  wenn  E  die  halbe 
Oberfläche  des  durch  die  Umdrehang  der  Ellipse  um  die  kleine 
Axe  erzeugten  elUptischen  Sphäcoids'beK^icUnet^r.     .  <r  ;:./  ^ow 

Um  die  für  iS  gefundene,  allgemeine  Formel  znr  numeris(^äi  Be- 
rechnung beq^uem  anzoriGhteii»  setze  man  iangq>  =  Y'  ^  ^^ 
iritnpTI  =^  kaecq),  jind  .  "'  "  ._  :,   \  ^-^'^^   '*'*- 

'+7"^'+*^  .  '  l+smo)  1  +  cof  (900  —  O)) 
7 =  tang(p  +  «eccp  =  ^'  =s  .    y^Jr^ ^ 

Also  ist  '       \-  '.M  '   ,:  , .  .  .'    ^.., 

S  =  ahn  {tang  (p  sec  (p  +  Z*fln^(45o +  4*^)1' > 

;  •••  .f'-r.-.'t"'  ■  V' ' 

oder^  wenn  itf  den  Modulus  derbrjggischenLogarithmeiibe2((ii6hnet9 

5=  '-jrT—  {Mtang(psee<p  +  /ö^tong(45®4"49)}  • 


M. 


ieste  FqriQeli^  '^od :;bei.  de^r  Berechnung:  d^  Oberfläche  der,  Erjd^ 
on  Wichtigkeit^   wenn  man  dieselbe  als  ein  elUpüscoes . ä^h|llj 


^  ■'■  ..  >.!::  'i>:. 


Diese 

von 

roid  betrachtet. 

Nimmt  man  die  grosse  ^jAixe 'der  Elfips^  als  Axjg  der  Absci]^ 
sen,  und  also  auch  als  Drehungsaxe  an;  so  ist  ' 

-    mm- 

die  Gleichung  der  Ellipse,'  und  folglich     ) 

*  j.  y   ^y  —n     ^y  —  —  —■ 

oder,    wenn  wir     .^  ,,  =  Jt*  setzen,  • 

fl» — b*  • 


*^'f  ^  +  (f ) 


».       ,».„.^^j_^j  ^^. 
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Rechnet  man  nun ,  unier  der  Voranssetzang ,  dass  x  positiv  ist, 
die  Fläche  S  vom  Scheitel  der  kleinen  Axe  an;  so  ist  nach  §.d6. 
und  §•  54.  II. 

WO  9  wie  man  sich  leicht  fibenengen  wird^-ifSr  Jnctanf  ^^^—x 
der  kleinste  Bogen  t^  nehmen ist^  dessep Tangente  ■-   ^       ist. 


Da.iuut 


ThTz: 


j 


I  ■  ■       ^ 


Are  tätig  Z7^===^  •=  -^rc  «m -pK====  «=  Aresiw^ 


ist;  so  ist 


^;rd? 


WO  >#rc  't'^-r-  nicht  grösser  als  4^  zu  nehmen  ist. 
Setzt  man  -T-  =  9inq>^  so  wird 

S  s=i  bnksin^cos(p  +  bnk(p  =m'bnk((p  i'^Un2g>). 

Für  s=  a  erhält  man ,  wenn  jetzt  E  die  halbe  Oberfläche  des 
durch  die  Umdrehung  der  EUipse  um  die  grosse  Axe  erzeagten 
elliptischen  Sphäroids  bezeichnet^ 

E  sa  i»«  +  ^^  Are  Sin!   1 ^  =:  b^rr  +^, Arteos -^ 

4.    Hyperbolisches    Konoid.     Nehmen  wir  die  Haupt- 
axe  als  Abscissen-^   und  also  auch^  als  prehungsaxe  an;    so  ist 


i^)'-m= 


die  Gleichung  der  Hyperbel^  lAid  folglich 


a^yi 


ya4i+(5fy-  ^TTiFP^  =  ^r(a>  +  ^-)^--as 


a* 


oder,  wenn  wir  -^^  o.'^!-'  =  *'  s^tafen. 
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nnd  folglich,  wenn  man,  unter  der  Voraa|5etzang,  dass  x  posi- 
tiv  und  natürlich  grösser  als  a  \si,  die  Fläche  iS^  vom  Scheite^ 
des  Zweigs  der  Hyperbel ,  in  welchem  die  Abscissen  positiv  i^ind, 
an  rechnet:  •  >    '  ' 

Abo  isl  nach  8.  ^56.  r     ^    . 


.'         fr 


und  folglich  nach  §.^4.  I.  >    ' 

5.   Durch  Umdrehung  einer  Cyeloide  nm^  die  Ba? 
sis  erzeugter  Körper.    In  diesem  Falle  ist  wie  in  §.94.  4. 

und  folglich  ^     /  .        - 

=  2r *  (sin  ^  y  —  sin  ^  q>  com  (p)  dq>  ==  r '  (3  sm  4-  9  ""  ^^i  t  9)  ^y . 

Rechnet  man  nun  die  Fläche.  \S  von  dem  Punkte  ^  (D.  Fig.  4.) 

an;    so  ist  -  • 

Aber 

sin^ipdip  ==  2(1  —  co5|^),      /     iml^d^  =:  1(1  — «««Jy). 

Also 

5  =s  4r* ;r(j- cos f  9  —  3cosj-9  4<  f )  • 

Für  £e  Oberfläche  des  durch  die  Umdrehang  der  ganzen  Cy- 
cloide  um  die  Basis  erzeugten  Körpers  isl  m  sa  2;i  •  und  diese 
Oberfläche  folgUch  z=z^r^n.  '   ' 
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6.   Durch  die  Umdrehung  einer  Cycloide  om  ihre 
Axe  erzeugter  Korper.   Wie  in§.  98.  4.  lA,  ßr  n — 97=^9 

und  fd^idi»  wie  man  leicht  findet, 

14.  (hX^2^1±S21^  =     '  * 


(*)= 


find*  »wiö*     * 


also    __;-_  \.    :     •     ■  ■        -    '    i 

3^^*f  ^+(^)=  >»n|d =  2r*<it^:f..^Ä--tiÄ^, 

Rechnet  man  nnn  die  Fläche  S  yom  Scheitel  der  Cycloide  an; 

80  13t  V   . 

Aber      *i "  '      .  .»  .  ._.... 

Also 

Für  die  Oberfläche  des  4prch  die  Ümdrebti^  der  ganzen  Cy- 
clojde  um  ihre  Axe,  erzeugten  Körpers .  ist,  ö  =  ;r ,  und  folglich 
diese  Obertäche  Ä  |r*7r(6;r-^8)  =ä  fr2;r(37r  —  4). 


Neuntes    KapiteL 

Ton    den    bestimmten  Integralen. 


V  ■ 


§.103. 

Lehrsatz.  Unter  der  Voranssetzung,  dass  die 
Function  X  von  jr  zwischen  den,  Gränzen  x  =:  a  und 
af^z=b  stetig  ist,  denke  9ian  sich  die  Differenz  b — a 
in  eine  gewisse  Anzahl,  z.B.  n,  gleicher  Theile  ge- 

theilt,    und  bezeichne,    für     ~^  =3  t,  d.  i.  6  =  a  +  niy 

die  den  Werthen 

von  »  entsprechenden WerthevonXrespective  durch 
so  ist 


oder 


/. 


Xßi-  z=z  {X^+  X^  +  Xa   +  jir^  +  ...  +  X.)f, 


a 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit^  je  grösser  n  ist.. 

Beweit.  I.  Wir  woUea  zaerst  annehmen^  dass  die  Fun- 
ction X  von  a?  =  a  bi^  x  =  b  entweder  immer  zu-  oder  immer 
abnimmt,  übrigens  positiv  und  negativ  seyu  Jbann« 

Ist  nsn  zavijrderst  iv  <<  ^ ;   so  denke  man  sieb 

Xq  I    jL\  \  ,  Xj  j    Xj  ,    .  •  •  •    X» 

als  ^  den  Abscissen 

entsprechenden  rechtwinkligen  Ordinalen  einer  stetigeqi  Curve, 
und  bezeichne  den  Flächenraum  der  von  dieser  Curve,  den  O^dina^ 
ten  Xq  und  X» ,  und  dem  Theile  a-f-^»'  —  4  =  ^  —  a  der  Ab- 
scissenaxe  begränzten  ebenen  Figur  durch  v;  so  ist  nach  §.  89. 


•=/ 


Nun  ziehe  man  durch  die  Endpunkle  der  Ordhiaten 
bis  respective  zu  den  nächst  folgenden  Ordinaten 

Xj  >      Xj  ^       X j  I      X^  y      *  *  *  *     "^^    » 

und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinaten 

^1  *       ^1  »       ^»  >       X4  y      ♦  .  •  .       Xu 

bis  respective  %\i  den  nächst  vorhergehenden  Oiylinaten 

X|)  y       X^  y       Xj  y        Xj  |r     •  •  •  •     X)tf-t 

Parallelen  mit  der  Abso^senaxe,  und  bezeichne  die  Sumam  der 
auf  diese  Weise  entstehenden  Rechtecke  im  ersten  Falle  dux|p\  2, 
im  zweiten  durch  ^  ^  indem  man-,  was  wohl  zu  ])e9cl|ffen 
ist,  den  Flächenraum  jedes  auf  der  Seile  der  positiven  Ordftiätfefc 
liegenden  Rechtecks  als  positiv , ,  dagegen  den  PläofaeirkBiiif  jedes 
auf  der  Seite  der  negativen  Ordinaten  liegenden  Rechtecks  als  ne- 
gativ betrachtet;    so  ist  offenbar 

-S=:  {Xo   +  X,    +    Xa    +  X,    +   ...  +  Xn^x\i 

und  * 

r  =  {Xi  +  Xa  +  X3   +  X4  +  .. .  +  X» }  i  . 

-Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  abfer^  i^ie  leicht 
erhellen  wird,  mit  Beziehung  der  obern  und  untere  deichen  auf 
einander  immer,  *    ' 

integralreclinuDg.  ^^ 
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SO  dass  also  v  immer  zwischen  1  und  ^  liegt. 
Da  nun 

n 

t 

isf>  and 

(X,-X,)0-«) 

. ^^ ' 

weil  der  Zähler  dieses  Bruchs  eine  constante  Grösse  ist^  der  Null 
belieb^  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur^  gross  ge- 
nug nimmt;  so  können  die  Grössen  2  und  2'  einander  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
II  gross  genug  nimmt.     Also  kann  nach  dem  Vorbeigehenden 

offenbar  auch  die  Grösse  2  der  Grösse  v  =  /  ^^^  his  zu  je- 
dem beliebigen  Grade  nahe  gebracht  werden^  wenn  man  nur  n 
gross  genug  nimmt. 

Für 

s  6=  {Xo  +  jr,  +  jr,  +  ^,  +  ...  +  Xn\i 

ist  ^  < 

n 

so  dass  also  offenbar  auch  die  Grössen  8  und  1  einander  belie- 
big nahe  gebracht  werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  ge- 
nug nimmt. 

Daher  kann  nach  dem  Vorhergehenden  auch  die  Grösse 

{Xq  -J-  -3^1   +  Xj  +  X3  +  ...  +  X»}i 

dem  Integral  /    XSx  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  mau 

nur  n  gross  genug  nimmt,  ^ie  bewiesen  werden  sollte. 
Ist  ferner  a  ^6;   so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen 

ij^^dx  =5  hcn  +  X«-i  +  x„-2  +  ..*+  ^1  +  Xo|2^, 

ipit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  grösser  n  ist. 
- '     Weil  nun  aber 

i  A»    4"    Xii— .1   »J"    X|»«.2  T  •  •  .   Hl"   Xji    Hh   -^0 1  ■ 


und  nach  §.  3. 
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ist;  so  ist  o£fenbar  auch  in  diesem  Falle 

f  xax=|xo  + :?!  +  X,  +  ^sTa  +  ...  +  x»|f , 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit ,  je  grösser  n  ist ,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

II.  Wenn  die  Voraussetzung,  dass  die  Function  X  von  x  , 
=  a  bis  ir  =  6  entweder  immer  zu-,  oder  immer  abnim^nt,  nicht 
erfüllt  ist,  kann  man  sich  das  Intervall  b  —  a  offenbar  immer 
in  mehrere  andere  Intervalle  a — a,  a^— r«,  ctg— ^ocj,  ...ajt — «i-u 
If — «£  getbeilt  denken,  in  dere^^ jedem  die  Function  X  entwe- 
der immer,  zu-  oder  immer  abnimmt,  woraus,   weil  nach  §.3. 


/ 


Xdtc.zs. 
a 


ist,  sich  nach  I.  leicht  ergiebt,   dass  der  zu  beweisende  Satz 
auch  in  diesem  Falle  gilt. 

♦ 

§.  104. 
Aufgabe.    Den  Werth  des  Integrals 


/: 


1  +  a?» 


zu  bestimmen,   unter  der  Voraussetzung,  dass  m — 1 
kleiner  als  n  ist. 

Auflosung.    Wenn  X  die  ungerade  Zahl  bezeichnet  ^  wdche 
zunächst  kleiner  als  n.ist;    so  ist  nach  §.  42. 


IL  /l£ü*ZÜ 


3ß^ 


.      7C 

'  X  sm  — 


:=:*—  cos — l\    1 — 2x  cos  —  +  j:'  +  sm — Are  lang 
71      I  n  71 


1— COSJ— 
71 


—  CO« n    l—2a7  cos  —  +  07*  +  sm  —  iirc  j«n^ -* 

71  I  71  '71  ^ 


wnm — 

71 


1— j:co» — 

71 


11* 


-+*»+ 


_  ««iSf  f  t_j,««if 


(-0— -5M«+»)» 


Fir  x^O  wtnAwmitm 
genie  aep»,   afle  GIMcr  irr  BcAe 


ICCUBR  2Mfe  ABS 


Wdl 


4cr  VtraHKiZB^,  fas  x  fcsitir  irt. 


m< 


i»t^  io  ist  fir  X  =  00  offenbar 

ond  fol^ich  die  Samme  der  logarithmischeii  Theile  in  obiger  Gki- 
cboog  lür  x=^co 

—  {  cöf --- +  cot  — -  + 

oder 

{mn  -         3m/r   ,         5m;K   ,           ,          Xmn\^     ,  ,      ^x^   .  ., 
eo9 +  eot +  edt 4.  ...  4.  co9 >  /jp+i—  l)»-«.4lr, 
7l'                 7l"                 71                                           7lJ"^'* 

jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Setzen  wir  aber 


eos +  •  -  •  +  ^os 


Irnnl 


00  ifi 


ntTt  .  3m7t  Srrnt    ,  .  Xmjt 

eot +  eoz +  eoi +  •  •  •  +  ^0% ; 

n  n  n  n 


g.  g,  .  mit 
n 


,    2m7t  ,      .   4m7t  ,     .  6mn  ,  .      .    (jl— l)m;r  ,     .   (X-^ijmn 

71         '  n        '  71  71  71 

j  2m»         .    4mnp         .    6mrr                      ,    (jl  —  \)mn 
-•«m— —•  «m  — —  «in—  —  ..•  — s/n^^ ■■■  ■  ■ 


n 


n 


n 


I 
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Ist  nun  n  gerade ,    so  ist  A  s=  it  -«-  1 ,  X  -4-  1  =  » »    also 
sin  (^  +  ^J'^''  —  0^  und  folgUch  Ä  =  0;   also 

(       mn  ,  3mrt    ,  6 mir     ,  .  ^        Imn)  ^  ^ 

—  {cos +  €0S +  €os J-  , . ,  +    COM >  la?  s=3  0. 

(71  n  n  ^    y 

Ist  dagegen  n  ungerade^   soistAr=it  —  2,    Ar  +  l  =  ii  —  1, 
und  folglich 

__,   ,    mrr  ,    /  mn\  .mit        >.      vv_    ,    •    nx»r 

S^sin =  sin  f.  mTT 1  :=  —  cos  mn  sin  —  =  ( —  1  )"»*— 1 5111 

•n  y  n  j  n  n 

d.  i.  5=  ( — l)'"-*.^.     Also  ist  in  diesem  Falle 

{mn   _           ömji    ,           omn    .                       Xmnl  »     ,  ^     ^x       ,  ., 
cos — +  cos +  cos +  ...  +  c6s }te+( — 1)'»»— ".AZor 
n                  n                    n                                n)'^' 

=  — (—1)^-1. iZx  +  (—l)'»-i.|Zjr  =a  0, 

und  man  sieht  also,  dass,  n  mag  gerade  oder  ungerade  seyn, 
die  Summe  der  logarithmiscfaen  Theile  in  unserer  obigen  Haupt- 
gleichung für  j:  =  00  'verschwindet. 

Weil  ferner 

uß  sm  —                                     sin  — 
Arctang- 2_  ==   Arttang^^ ""-j^ 


1 — oßcos —  —  —  cos 

n  an 


ist;    SO  ist  für  jT  =t:  00   offenbar 


^.    Jtn 


.         n  st  Kn\  KU 

Arctang -—  sss,  Aretangi  —  tang  —  1  äi  «  -*  — 

1 — xcos —  ^  ' 


n 


und  folglich  für  j?  =  00    die  Summe  der  die  Kreisbogen  enthal- 
tenden Theile  in  unserer  obigen  Hauptgleichung,  wenn  wir  von 

jetzt  an  der  Kürze  wegen  —  c=  6,  ;r=:iiö  seL^ren, 

(tt  — ö)«nmö  +  (tt— 3ö)sm3mö  +  (tt  —  6Ö)sm5mö  +  ... 

....  +  (n^^X&ysinhnß 

=    7t{sinmB  +  sin^mQ  +  sin5m$  +  ...  +  sinXmß] 

^  2L  [sinmB  +  dsm3m^.h55m5m^4- ...  4-itsiti}m^}. 
n 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

€osmß H- eosSmO  -i- eosomd  + » ••  +  COS Imß  ^  '    25mmQ    " 

ist ;  so  ist ,  wenn  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  0  als  ver« 
änderliche  Grösse  differentiirt» 
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—  m{iinmO  4*  Bshi^mß  ^  SsinbmO  +  ...  +  XstnXmß] 
^^  (1,  + 1)  m  eos  (X  +  1)  m  Ö  sin  mO  —  m  sin  (A4-  i)mß  cos  m  ß 

Amcos(>l  +  l)md  m  sin  X  mß 


2sinmd    '  2sinmß* 


und  folglich 


tin  mß  +  SsinSmß  »f*  bfinSmß  +•••  -f-  XsinXmß 

_      sinXmß     ___  Acos(A  +  l)mö 
"^    2sinmß^  2sinmß 

Für 

;2?=  sinmß  +   «inSmö  +  fiinSmö  +  •••  +  smlmö 

ist  ferner 

^  22ßinmß 

=  1  —  co5  2mö  —  cos4mß  —  ...  —  cos(X  — l)mö  —  co«(1+|)toö 

•I«  eoi2md  •[-  cos4mß  +  i..  +  cos(X  —  l)mö 

ond  folglich  '^ 

^_  I— go5(A+l)mö. 
'  2  sinmß        •     ! 

Isl  nun  11  eine  gerade  Zahl,  so  ist  l  =  n  —  1,  und  folglich  für 
27  =  00  die  Summe  der  die  Kreisbogen  enthaltenden  Theile  in 
unserer  obigen  Hauptgleichung 

77(1 — cos mnß)  n  (smm(n.^1)g    (n — V)co%mnß\ 

2 sinmß  IT  \      2sinmß^  2  sinmß      ] 

'  7t{i — cos  mit)  71  (  sm  {mn  —  mß)  {n  —  1 )  cos  mn  \ 

2  sin  mß  "n  \       2  sin  mß^  2  sin  mß      ) 

n(i  —  cosmn)  n  (  cotmn  (n  —  A)cosm,n\ 

"^        2  sinmß  n\  2  sinmß  2  sinmß       J 

7r(l  — cosmn)         n  cos  mn^   _^  n  ^^  n 

2 sinmß  2 sinmß    ""    2 sinmß     ""     .    v. '»^ 

X  sm  •— 
n 

Ist  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl ,  so  ist  A  =  w  —  2 ,  und  folg- 
lich für  0?  =  00  die  Summe  der  die  Kreisbogen  enthaltenden 
Theile  in  unserer  obigen  Hauplgleichung 

n{i^cosm(n—i)ß]  ^  n  fsin m(n  —  2)ß  ^  (n  —  2) cos m(n  —  i)ß\ 
2sinmß  "~  "tT  (      2sinme^  2  sinmß  ) 

7T(i—'Cosm7Tcosmß)  ^  7T^jsinm{n—i)ßcosmß      (n—i)cosm(n — 1)^  \  ^. 
2sin'mß  n\         2  sinmß*  2  sin  miß  )   ^ 

7z{i — eosmncosmß) tt  ( cosmn  cos  m^        (n — i)cosm7fcosmß) 

"^           2  sinmß               n\           2  sin  m  ß                      2  sinmß  ) 
TT (1  —  cos  m  71  cos  m  ß)          71  cos  m 71  cos  mß  ^^        n        7i 

"""  2sinmß  2 sinmß  2sinmß  ""   ^    ,'  mn  ' 

2siii  — 
n 

*)  Es  ist  hierbei  sin  m  (n  —  2)  ö  =  sin  { m{n -1)  —  m |^  gesetzt  worden. 
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Für  s=zco   ist  also,  n  mag  gerade  oder  ungerade  seyn^^  die 
Summe  der  die  Kreisbogen  enthaltenden  Theile  in  unserer  obigen 

Hauptgleichung  immer  =  - — ^ ,  und  folglich,  wie  sich  nun 


2  sin 

n 


aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  crgiebt, 

n 

also 


a     1  +  a?»   ""    ^,. 

nsi; 


mTT 

sm 

n 


das  gesuchte  Integral  demnach  hierdurch  gefunden. 

§.  105. 
Aufgabe.    Das  bestimmte  Integral 

WO  m,  n,  p  positive -ganze  Zahlen  seyn  sollen,  und 
m'^O  angenommen  wird,  durch  ein  Product  mit 
unendlich  vielen  Factoren  darzustellen« 

Aüßöiung.    Für  1  —  ^  =  X  ist  nach  §.  28.  HI. 

-£. 
♦/  m  m    ^ 

und  folglich 

n  -  '  P 

0  ^   J  o 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

und  ganz  eben  so,  wenn  auch  >  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, die  grösser  als  Null  ist. 


/ 


xt-iX»       dx 
o 
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Setzen  wir  nun  (t  +  1)«  =  0,  aj'^+^as/;   so  ist 


Ä —  nt 


ond  folglich,  wenn  wir 


"       ^  — 1 


setzen,  da  rdr  irr=:0,    dr=Äl  respective  *  =  0,  i  =  i  ist. 


i^l 


iL-1 


TB 


p      M  ft  —  m 


J  o  "*  +  0  /  o 


i-i 


J  O  J  O 

Wenn  aber  t,   und  folglich  6  wächst;    so  nähert  sich  die  Po- 

"k — m 

tenz  <^  +  ^  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit,  und  kann  der- 
selben beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  t  gross 
genug  werden  iässt.    Also  nähert  sich,  wie  sehr  leicht  aus  §•  103. 

erheUel,  wenn  .'  wächst,  das  lategral/^  T.-+ö5r  immer  mehr 

und  mehr  dem  Integrale  /    Tbt^    und  kann  demselben  beliebig 

nahe  gebracht  werden ,  wenn  man  nur  i  gross  genng  werden 
iässt.    Folglich  nähert  sich  der  Bruch 


/ 


Z—x 


•^m  +  (i+ l)»-l^n         ß^ 


I  -»ilpMWlJ— i 


/ 


i-1 


.^,  +  (i+0„_t^„       5, 
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wenn  «  wächst,  der  Einheit ,    und  kann  derselben  beliebig  naiie 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  »  gross  genug  werden  iässt 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 


/■ 


r^-'x"        ^dx 


f. 


'Jfe-1  ir»* 


1 


o 


1 


ist;  so  ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  grösser  i  ist,  und 
mit  jedem  beliebigen  Grada  der  Genauigkeit,  wenn  man  nur  t 
gross  genug  nimmt. 


/ 


o  m         m-^n  /m+2n  m+m 


/ 


i_,  *+p    fc+p4-n    t+p+2n      Ai+p+m 


r  * 


1^    fc(m4-p)     (fc+n)(m-<>p+n)     (fc  +  2n)(m4-p«f 2n) 

*""   m  *      m+n     '     (Ä+p)(m+2n)      '  (Ä  +  p  +  n)(m+3n) 

(fe4-(i— l)w)(m-<>p  4-(i— l)n)  (A;+'m)(mH-pH-m) 

_  1      3fc(m+p)     (]k+n)(m+p^-n)     (fc  +  2n)(m+p  +  2n) 

m  •    m+n     '    (fe+rt("»+2n)    *    (/f+p+n)(m+3n)     •••••*•• 

(A;  +  m)  (m  4-  p  +  m)  m+p+(t+1)Ft 

Da  sich  aber  der  Bruch 

m  +  y7  +  (t'+  l)n  » 

*  +  !»  +  »>»  fe+P    + «     ' 

n. 

wenn  t  wächst,  dem  Bruche  —  =  1  offenbar  immer  mehr  und 

mehr  nähert,  und  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
wenn  man  nur  «  gross  genug  werden  lässt;  so  ist  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit,  je  grösser  t  ist,  und  mit  jedem  2)eliebi- 
gen  Grade  der  Genauigkeit,  wenn  man  nur  •  gross  genug 
nimmt. 
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d.  b.  es  ist 


P 


^  X        X^         dx 
o 

1_  Jfc(m+p)  (Jk-^n^jM-^p^-n)    (fc  + 2n)(m+ p +  2n)  ^ 

'^    m  '    m  +  n    *    (k+p){m-\-2n)    '  (fe  +  p  +  n) (ot  +  3n) 

Nach  §.  28.  IV.  ist  nuu 

V  ^  J  o  p 

Also  ist  5  wenn  wir  im  Vorhergehenden  /;  =  n  setzen. 


^flx'^'^^X^        dx 


_^    1      n  (ni  +  p)    2n(m  +  p  +  ?»)  3n  (m  +  y>  +  2n) 
"^    m  *     mTU     *  (P+n)  (m4-2n)  *  (p+2n)  (m+3n) 


/'' 


^  .     -^-1 


1     n(m+p)  2n  (m  +  p  +  n)    3n  (m  +  p  +  2n) 

m  'p  (m  +  n)'  (;?  +  n)  (m+2n)'  (p+2n)  (m+3n) 

§.     106. 

Setzt  man  in  der  so  eben  gefundenen  Gleichung />=« — m; 
so  erhält  man 


1^  _    1 

Für  xX     n    =—  s(l — j?")      n    r=  2  ist  aber 
und  folglich 

^  Sx    dz 


; 
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m 


Weil  nun  x'^X     "  =  ^s'^^isl;  so  ist 


7» 


a— IX      »f?^-=   ^"""'^^ 


und  folglich,     weil   fiir   a?  =  0,    j?  =  1   respecfive   «  ä  0, 
«=00  ist,  ^  ' 


m 


Jo  Jo     1+ 


••-MV  I 

Nach  §.104.  ist  aber,  unter  der  Voraussetzung,  dasswi— 1<«, 
d.  i.  m  ^icht  grösser  als  n  ist, 

o        1  +  «*  '        .     niTi 

nsin  ' — 


n 


-Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  1»  <  « 


■  n  Sin 

n 

oder 

Für  n=2m  ergiebt  sich  heraus 


*  =  4;r(l_iJ(l_V5)(l_jV){l  _^)(l_^) 


71» 


3      I 5     i  5      6  3       99 


—  7''*»T*T2r*3TT^«TiyTS 


•   •  •   • 


und  folglich 

^         A         I  --.    — —    4      |6     3<S      64     JOO 

^.      7  TT   .—  j  .  1-j  «  ^ j  •  ^j  •  ^9-     •    •    .    .    . 

-—-    22446688     10      10 
^T'ar'T'T'T'T-yTJ'T'TT 

oder 

31^    .^    2     4     4     6     6     8      8     10      10      12 

Dieser  merkwürdige  Ausdruck  für  ^vt  ist  von  dem  berühmten 
brittischen  Geometer  Johann  Wallis  gefunden  worden,  und 
wird  daher  jetzt  gewöhnlich  noch  nach  demselben  benannt. 

Wenn  m  nicht  grösser  als  n,  also  2m  nicht  grösser  als  Qn 
ist;  so  ist  der  absolute  Werth  von  n  —  2m  nicht  grösser  als  2«. 
Weil  nun  die  Gleichung  1.  offenbar  auch  für  ein  negatives  m, 
dessen  absoluter  Werth  nur  nicht  grösser  als  n  ist,  gilt;  so  kann 
man  in  dieser  Gleichung  n — 2m  für  m,  2it  für  n  setzen.  Da- 
durch erhält  man 

mTT  _^(n— 2m)7r  »n+2m    3fi-r2m    3>i,4- 2m  5n  —  2m    5  —  2m 

cos  -        —  ^  •  -"rt         ■•  t\  •         >i  •        ^  •       c  •  •  •  • 

n  2n.  2n  2n  4ii.-  4n  on 

.     m  t«^SA7799 

A         4m»\/.         4m*  V*         ji^V^         _i^\ 


V 
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und  folglich  nach  2. 

4.     *0.-^    -  (1  -  -;^;(1  -  ^(1   _  __)(1  ___)... 

fiir  «I  ;^  «. 

Die  Foi:nieIn  1.,  4.  nnd  2»  leisten  hei  der  Berechnang  der 
Logarithmen  der  Sinns  nnd  Cosinns  nod  des  Logarithmus  ron  n 
die  vortrefflichsten  Dienste.  Durch  Division  der  Formeln  1.  und 
4.  würde  man  auch  leicht  äholiche  Ausdrücke  für  die  Tangenten 
nnd  Gotangenten  entwickeln  können« 

§.  107. 

Ueber  die  ^richtige  Fanction  Gamma« 

/OD 
^-1^-x^jj  pflegt  man,    un- 
ter der  Voraussetzung,  dass  ii  positiv  ist,   durch  r(fi)  zu  be- 
zeichnen, so  dass  also 

o 

ist.  ^^ 

2.  Für  «""*=  a  ist  jr  =  /-^  ,  —  e-^ß^^^  dz,  und 
folglich 

xß'^r-^Sr  z=z  —  (l—j      Bz. 

Weil  nun  für  jt  =  0,  jt  =  oo  respective  2  =  1,  a  =  0  ist ;  so  ist 

rx.-^e-'dx  =  -f\irf-'^z  =r{irf-'8^  (§.3.) 

und  folglich 

T(y)  =   /^    xi^-^er'Bx  =   A  (^^  — )       ^^  • 

3.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  a  eine  positive  Grösse 
ist,  sey  ax  =  ä.;  so  ist,  weil  für  a?  =  0,  or  =  ao.  respective 
2j  =  0,   2  =  00 .  ist, 

4.  Weil  r(l)  =  f^  e-'^Bx,  und  überhaupt  /«-'Sjp  = 
—  e-*  4-  C  ist;  so  ist*offenbar  r(l)  =  0  —  (--  1)  =  1. 

5.  Nach  §.  27.  ist 

=  _- +    ^fxn^-^'Bx, 
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wobei  wir  annehmen  wollen,    dass  n  eine  positive  ganze  Zahl 
und  nicht  s=s  0  ist.    Also  ist 


Für  X  =  0  verschwindet  das  Product  a?"  «~ar.  Um  nun  fer- 
ner den  Werlii  dieses  Products  für  x=sco  zu  bestimmen,  setze 
man  jt"  =f(^)  9  e*  =  y  (j?)  ;    so  ist 

/(«)(j:)  =  1.2.3...  n,    (p(^^)(x)  =  «*, 

und  das  in  Rede  stehende  Product  verschwindet  also  nach  D. 
§.  t49.  für  x  =  QO  ebenfalls.  Also  ist  wegen  der  obigen  Glei- 
chung 

y'OO  /»OD 

oder  r{ii4-l)  =  «^(«)>  und  folglich  mittelst  wiederholter  An- 
wendung dieser  Relation 

r{n^  1)  =  n(n  — 1)  ...  3.2. ir(!); 

also  nach  4.  für  jedes  positive  ganze  n ,    welches  >>  0  ist, 

r(n  +  l)  =  1.2,3.4  ...  n  . 

Nach  3.  ist  folglich  für  jedes  positive  ganze  it,  welches  ^  0  ist. 


/ 


a?  =  — 


Für  11=0  ist,  wie  leicht  erhellet, 

OD  I 

e^a^Sx   =    — . 


/ 


6.  Revor  wir  in  der  Betrachtung  der  Function  Gamma 
weiter  fortschreiten  können,  müssen  wir  erst  ein  faar  allge- 
meine Sätze  vorausschicken,  die  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  überhaupt  von  Wichtigkeit  sind^ 

« 

Sey  nämlich,  indem /(jr,  y)  eine  beliebige  Function  der 
Beiden  von  einander  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  s  und 
y  bezeichnet. 


/: 


wo  bei  der  Integration  bloss  jt  als  veränderlich  betrachtet  wird; 
sa  ist,  indem  man  nun  y  sich  um  /ly  verändern  lässt, 

J  I    fix,  y)Bx  =  y (y  -ij  Jy)  —  y (y)  . 
Weil  aber 

ist;    so  ist 

/ 
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Ja  Ja  .Ja 

iadem  nämlich,   so  wie 

yfir,y)dx  =  y(y) 
a 

ist,  natürlich  auch 

f(x,  y  +  Jy).dx  ^  <f{y^Jy) 

ist. 

Also  ist 

^ /    fi^iy)dx=s  I    Jf{x,y).dx  , 
Ja  Ja 

und  folglich 

Also  ist,  indem  man  zu  den  Gränzcn  übergeht,  jederzeit 

7.    Hieraus  lässt  sich,  ohne  Schwierigkeit  herleilen,   dass 
immer 

f^^y  Pfi.^.  y)  Sx  =  fh^r^fix,  y)  Sy 
J  ^     J  a  J  a     J  a 

ist. 

Scy  nämlich  überhaupt 

//(^j  y)  5^  ==  y  (^.  y)  >    f^i^iV)  Sy  =^  ^  (r,  y)  ; 
so  ist 

yf{x,y)Sx  =  y(*,  y)  ^'(p(a,y)  , 
a 

und  folglich 

Pciyf^f(x,y)dx=z  f\{h,y)Sy  ~    P^p{a,y)dy 
.    J  a      J  a  Ja  Ja 

Nach  6.  ist  aber 

und  folglich 

Bx  r^f(Xi  y)dy  =  (^/^(fi(x,y)dy. 
Ja  Ja 


(t  +  xy 
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Weil  nun 
ist;    so  ist 

a     J  a  Ja  Ja 

Vergleicht  man  £es  mit, dem   Obigen;   so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle  die  zu  beweisende  Gleichung 

f%rn^>y)3x^  P8xf^fiw,y)d9. 

J  a     J  a  J  a     J  a 

8.    Nach  3.  ist  nun^  unter  der  Voraussetzung  ^^  dass  b  po-* 
sitiv  ist, 

/OD 

Also  ist 
und  folglich 

also  nach  7. 

O      (1+*)*      V        I^if»)j0  Jo 

Nehmen  wir  nun  aber  a  als  positiv  an;  so  ist  nach  3. 

y-»QO  _  •    /»OD 

o  •  ^  Jo 

=  2«-a-ie-«r(a)  , 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  auch  b  —  a  positiv  ist, 

Jo  (1+*)*  ~  .r(Äi/„  '^'"-        r(J)_     • 

Für  6  =£  1  ist  folglich  nach  4. 

0  THFr  =  r(a)r(i— ) 

und  also  für  a  =  4 

Setzen  wir  nun  jr^  =:  u;  so  ist 

r     ^dx    ^^     2  du 
t  +  X      ""  ai  +  u*  ' 


♦, 
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Also  ist,  weil  für  jr  =  0,  s=sco  respective  «=0»  i«=qd  ist, 

Nach  §.  104.  ist  aber 

y^^    du     '_       n  \ 

Also  ist  /%oo  ay^i^j. 

und  folglicb  nach  dem  Vorhergebendea 

{rG)}»  =  7r,    r(4)  =  r^. 

Nun  ist  aber  ^oo      , 

Also  ist,  wenn  wir  jr?  =  f  setzen, 

und  folglicb  nach  dem  Vorhergebenden 
Nach  §.  3.  ist 

Setzen  wir  nun  f  =  —  s ;  so  ist  offenbar 

/e^   St  =i  ^  I  %""'  ^«  =  —  /  ^e""*  5t  y 
•00  •'    00  */  00 

und  folglich 

e        dt^:=  f      t        dt  —  f     e       dt 

-  CO  J  o  J  rt^ 


J  o  /  o  J  o 

*/  —00  ^ 


Also  ist 


Die  zuletzt  entwickelten  bestimmten  -Integrale  kommen  bei  meh- 
rern wichtigen  Anwendungen  des  höhern  Calculs  auf  die  Natnr- 
lehre  vor. 

§.  108. 
Aufgabe.     Den   Werth  des  bestinimten  Integrals 
/   ydXf   wo  a  kleiner  oder  grösser  als  b  seyn  kanoi 
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nnd  y  eine  zvfsfcheii  .Jen  .Gr^Snzen.^jnrÄ  pnd  jr  = 
stetige  FanctionVön  x  seyn  soU'^.  näherungsweis 


se 
zu  berechnen* 

'  Auflösung^  Manit^enke  sich^'indeoi'Wjr'fulr's  Erste  n  <^  6 
annehmen  wollen,  dio  Function  y  auf  bekannte  Weise  zwischen 
den  Gränzen  x:=ß  pnd  .r  =  6  di^rch  eine  auf  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensyslem  bezogene  Gurv^  dargestellt,  und  be- 
zeichne den  Fläfchenräum  der  von  dem  "f  heile  6-=^  a  der  Abscis- 
senaxe,  von  den,  deil  Abscissen,  ^trsc«  \iDd  ier  =s^  entsprechen« 
den  Ordinaten ,.  und  .dem  zwischen  dep  Endpunkten  dieser  Oidi- 
nagten  liegenden  Bo^en  der  in  Rede  stehenden  Curve  begränzten 
ebenen  Figur  durch  v;  so'isl  nach  §.'89. 

und  man  wird  also  den  Werth  des  gegebenen  bestimmten  Inte- 
grals, näfaerungsweise.  berechnen  können,  ,weni|L  fpan  denjF^c^en- 
raum  v  näheruncrsweise  berechnen  kann.  "  -  ■ . 

Zn  dem  Ende  theile  man  den  Thefl  5— ;a  der  Abscissenaxe 
m  2»  gleiche  Theile >  dereii  jeder  3=3^*'  ist^  nfid  -bezeiebiie  ndid 
dftn  \Yertbe^      :    '       '  :  ,;j     ^  ::  ;  • 

von  s  entsprecheiHenWerthe  von  y  ddrdfa  , 

SO  ist 5.  Wie, , wenn  iman- «ich  nur  die  ]Bndpunkte  der,Ordm:at|eii 

durch  gerade  Linien  verbunden  denkt,  leicht  erhellen  wird,  nä- 
hernngsweise,  und  zwar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,,  je 
grösser  n  ist^ 

Einen  höhern  Grad  der  Annäherung  wird  man  aber  offenbar  er- 
reichen ,  wenn  «maft  .auch  noch  die:  jibev  dea,  -die  liEndpunkte  der 
Ordinalen 

.     A^  A^;  .  A^t  A^\'  Aj^f   A^\    >;,. ;    :a2»«-2f  Aim     .   \ 

verbindenden  Sehnen  der  Curve  liegenden  Segmente  derselben 
berücksichtigt. 

Jedes  solches  'Segment  wie  KK^  K^  in  Fig.  3.  kann  man, 
wenn  nur  n  ziemlich  gross  ist,  näherungsweise  als  das  Segment 
einer  Parabel  betrachten,  von  welcher  KK^  eine  Sehne,  ^, /^i 
ein  Durchmesser  isL  Bezeichnen  vnv  nun  den  Parameter  dieses 
Diameters  durch  ff^  die  Abscissen  in  Bezug  auf  diesen  Diameter 
als  Abscissenaxe  durch  x  j  die  Ordinalen  durch  y  ;  so  ist  nach 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  y^  =pa/  die  Gleichung  der  Pani-^ 
kel.  Ist  aber  KK^K^  ce=«,  /f,Jtf=»»,  K^Msssn^  der  €oor- 
dinatenwinkel  =ce;  so  ist  nach  §•  89. 
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t=3  ^ m  sma  Y  p'm  =  |  mnsin a  ss  |  mf  •         '    * 

fliei^ns  wird!  nun  leicht  «rnellen,    dass  mit'  eiaem  bSiiera  Grade 
a^  AnpSheruDg  wie  vorhpr  in  völliger  Allgemeinheit 


+    (yf 2i>~2  +  Atm) i'i'jl  A2m^  1  —  4(i92ii-.S  +  ^2») } I f  . 

oder,  ,  .... 


.     -  .  .  •  +   I  -^2j«-2  +  ^  i^9»— 1  +  f  -^2»     j 

Ml),  .wo.  Qua  9  wie  Id^bt ,  erbauen  wird,  anöh  a  ^  6  seyn  kana. 

'     Man  kann  die  vorhergebeude  Formel  ^uch  unter  dw  PoM' 

•  ■  ■'•■'< 

•        •  ■     •  •  • 

i^hreiben,    und  diese  Foriikel  wird  jedehieit  eine  desto  grossei« 
Genauigkeit  gewähren^  .je  grösser  man  n  annimmt. 

Die   Entwickelung   anderer  Näherungsmethoden  würde  ups 
hier  zu  weit  fuhren« 


Zehntes    K  a  p  i  t  e  L 

Integration  d^r  iiöhern  Differentiale. 

§.109. 
In  §.  IQ.  ist  schon  gezeigt  worden ,  dass  für  jedes  n 

fxBx^^fSxfdxfSxfdx  ...fSxfxdx^ 

wo  "die  Anzahl  der  Integralzeichen  auf  der  techten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  n  ist,  gesetzt  werden  kanti.  Hier  bemerken 
wir  nur  noch,  dass  bei  jeder  der  n  Integrationen,  welche  der 
Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  vorschreibt, 
eine  wiUkührliche  Gonstante  eingeführt  werden  muss,  und  dass 
also  das  Integral 


fXdx^ 
jederzeit  n  willkährliche  ConstaiiteD  enthaltaft/iijijiiii»  -^^ .  'x^> 
So  ist  z.  B.      ,  ^  .    \    .  » 

...  .-♦'.•      ;•  -  i.-/^  \----V  -.v  ,-■  — 

Aber  'i  ■'>:  l'-i    •  -'-^  ..:   f'*--i'- 

und  folglich  •         -  '  '  '  ^     '      V 

Also  ist  ferner  ' 

und  folglich.  f»ii^Gb  .      ; .  i 

so  dass  also  das  gesuchte  Integral  vier  willkührl«diei;€9AllaMMi 
enthält,  wie  es  seyn  muss.  ^ 

§•  iia   ' 

"'  ".  .  .    ^  • 

Man  kann  aber  mittelst  der  in  §.  27.  bewiesenen  allgemei-^ 
nen  Redüetionsförmel  das  Integral 

•       •        •  H 

fxdaf» 
noch  auf  eine  andere  perkwürdige  Art,entwick.eln.    ., 

1.  Nach  §.10.  ist  .,.;.•.  ü^it 

fxdw*  »  fd^fxBx  ,  _ 

4Uid  folglich  Bddi'§w^7.9  wie  teicbt'^^U^  wW*    ■      '.('.h 

fxdx'^  Ä  4-  \wfxSaf^  —  /Xa? ßa?} . 

2.  Nach  §.  10.  und  1.  ist  .  '  ; :'  "-i.ljii 

/x5x»  zzfdxjXSx^  »       .. 

=  4-  {foßdxfxdx  -  fdxfx»tix\ . 
Nach  §.  27.  ist  aber  " 

"  ^  fdxfXxdx  ^=st  xJXxdx^jXx^dx. 

Als«  ist»   wie  map  naob  gehöriger  SubstiUition  leicht  findet, 

12* 


«      n 
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3.    Räch  S- 10.  ni  2.  ül 

Mach  S-  27.  ist  aber 

yi» dxfxdx  a^  iT^fx3x  —  i/Xr»  3», 

fmdmfXxdx  =  ix*fxxdx  —  j/Xr»  Ar  , 

f3mfXx».3x=:  xfXx^ds  --fXi^dM  , 

«■1  (bleich  9  wie  man  nach'gäiöriger  Solistitiitioii  ki^  fiaitl» 

4«  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  lann^  vnterfie^ 
keinem  Zweifel^  nnd  anch  das  allgemeine  Ges^z,  weldicm  diese 
Ansdrodk^  nnteriifrorfen  sind,'  fiih  sodeich  m  ?iie  Angcs.  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  die  Binomiai-Goefficienten  wie  gewoha- 
-lidl''leBeiehneBs    


±  (n  -  I  V-^Xr— 1  5x 

Um  dieses  Gesetz  allgemein  zu  beweisen,    nehmen  wir  an, 
dass  es  für 

richtig  ist,  und  zeigen,  dass  es  nnier  dieser  Voraussetzung  auch  for 

richtig  seyn  muss. 

Nach  §•  10.  und  der  Voraussetzung,  von  welcher  wir  aas- 
gehen, ist 

irf  t  .  »         • 

jXdaH-^  =  fdxfxBm^ 

«=    i;,.(;i,i)^  \js!^^dsrfxSsß  —  (»-!),  .fas^^wfXxBx] 

+  iti—i)i'ßi^^  dxfXx^Sx\ 


+  in^i)^i./3xf2Cx^ids 


•  4 


|..   i:t'^I;;  ^I:;^';^.)   -\  »  ;ir.   n  -'.'M  :;i    ■. '> 


fno!/'* 


Nach  §.  27.  ist  abor^'  wie  leicht  irhellet,{^>!-.n  :.Hß-.  r  -  ,?  ;     jxl  it 

.^   •      .  i.     I  ..    i:t';'  'I;;   :\rjÄ';r.)   -\  ,  Ai 

üeberlegt  man  nun,  dass     >        r  !  „t 


1?*.  .    j    ■;.  .     ?:    1..  ji»     • 


i       V 


n  n  '      n — 1  »  '      n— »3  »      •  »  *      n — 3  n  '  *  *  *  '  * 

und 

n   ^    n— 1  n=^2  n— 3  ^         1 

►  ■■■'..'■  ■'  '  • 

=  -  »  ■*•  TT  +  IT  -  •'•  +  "ir  .  '  ,• ";' 

'   .                   ',                • . .    ■  \       '    .     . .  1  .•  •   ■ , 
■  •      '  •    .    •  . .  .  j ■  #>.  ,  k     » 

*    j-  **»  —  !h   ^  "*  -r  -^*''*  j.  '**  -r  ^» 

n         n         n    ■      n  ^     n     ^  n    ^  n 

BS  —  — {1— n^  +  tij  —  1*3  "1- •••  ±  nwt  q:n»}  ;f -7 

II  '  .         -         i  ** 

ist;   SO  wird  man  sich  leicht  fibetzengen,  dass 

—  n^üBF^^fxa^da 


+  nnfXai^dx 

ist  9  nnd  dass  also  das  bemerkte  Gesetz  für 

/X5.»M4 
gilt,  wenn  es  für    '  ' 


*ri 


1      •  i : 


'U\ 


inr  Integralrediites^/lSffiUteliBapitel. 


ricbtigist,  woraas  Dach.feiilsiiJeUmBleaScU«s4«rdifle  Iblgt^  dass 
das  in  Rede  stehende  GefeU  aUgemein:  gültig. ist. 

Mit  jedem  d^  in  üem  rurfxßo!*  gefiindenen  Ausdrücke 
enthaltepeii  # /iBtWale  toOS^^  wiUkShcUebe  Conslante  ein- 
geführt werden.    ^**  -4. 

Eilf  t  e  s    ILa^p  i  t  e  L 

Integration  der   vollständigen  Differei^tiale   mit  melirern 

veränderUclien  Grossen.' 

•«        .' '  -O     •  ^* .'  r—  >    . ,  « 

Ein  DiSe^ßÄ&l  »itiäWin4«rändedicben  Grössen  hat  im  All- 
gemeinen die  Forib  " 

P5aT  +  Qdy  , 
wo  l^iin^  ^'  E^otiw^^il  J^  im4£j;  iind.  ^' ' 

Soll  nun  dieses^ JPji^erential  wirklich, ^urch. Differentiation  ei- 
ner Function  u  derl^eidehveränJerlibh^  Grojsse*  x,  y  entstan- 
den gedacht  werden  Können ,  so  dass 

ist;   so  nduss  nach  bekannten  Sätzen  der  Differentialrechnung 


IXj 


wenn  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  durch  EinschliessuDg 
in  Parenthesen  bezeidtiuep»   und  folglich  : 

^     •  •  •  •  •  '       ' 

d.  i.  9  weil  bekantflliph  ioittei^' 


oxS^         dydx 


I       r 


aeyn.  ,     .      -      ,- 

Diese  Bedingungsgleiclung  müss  ,  also  erfüllt' seyn ,  wenn 
sich  in  der  That  eine  endliche  völlig  bestimmte  Function  u  von 
Si  y  angeben  lassen  soll^  die  das  Integral  von  ' 

Fdx  +  q8y 

ist,  und  durch  deren  Differentiation  also  diese  Grösse  erhalten  wird. 


Ist  die  obige  BediDgungsgleichuDg  erfiffi;   so  beissl 

ein  vollständiges  Differential  zweier  reränderlicber 
Grössen,  nnd  unier  der  Voraussetzung,   dass  ^\li 

ein  vollständiges  Differential  zwleiei*  veränderlicher  Grössen  Js^^ 
wollen  wir  nun  sein  Integral  » ^ü  fnU^ik  ditohent.  v^^« 

Nach  dem  Obigen  ist(        )  .-  f 

und  folglich  "  .        ^ 

wo  bei  4er  Entwiekehr^;  von /*P|d4r  hl9lä!<<!  dis  Veräaderljrob  »r 
beträchten  ist,  und  Y  eine  wilikührliche  t^anction  von  y  hepeS^qh^^ 
net,  die  aber  hier  durch  di^. Bedingung  bestimmt  wird,  dass 

ist.  \         '     /  J     \*  V 

Differentürt  man  nämlich  den  Ausdruck—'*""   *  *'•  •     ^'>     I 

Dtiöh  j^ ,  ttiid   setzt  den ^  erbaltefteBl-  pafrtielien  IKGTereDftialql^en- 
ien  der  Grösse  Q  gleich;    so  ei^d^  sich  die  Oteichung  *   ,-'  y' 

aus  der  dann  femer  ! .  ,  »i  ^v ; 

nach  dem  Obigen  also  '^y^r 

folgt ,  wodurcih  nun  u  yoUsländig  bestimiji^t  ist ,  .  weil , '  F^  ^  * 
sonders  ^u  bemerken  ist,    *  , 

«-(5#) 

eine  blosse  Function  von  y.  ist^  wie  auf  folgende  ArricachV  ge-' 
zeigt  werden  kann.  ♦  ^^  'v 

Setfcen%irder  iöii^  wegc4  \/  •         \       -         \/ 
und  differe%tiire|i  £^6  (Vöise.nack  ir  f.  SD  erhaHi^  )^    ^ 


'  «  .. 
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oder  9  weil  bekaunüicii 

8 


»    * 


^^^        0, 


Weu  nair  aber  ^  Qj^difigoiifsgleichaDg 

ab  erfüllt  voränsjgeseUt  wird;  so  ist  ..     / 

nbd  die  Grosse  t^  .folgKch'  von  c  uiiaUilBgigy  wie  bebanptel 
\  wurde*  •*•     ■  •    ' 

Auf  der  Stelle  überzeugt  man  sieb  eüdllcb,  dass  auch 

gesetzt  werden  kann.  ;>{;  i. ;  ■ 

Um  das  Vorl^gebend^  auf  ein  Pa^r  Beispiele  anzuwenden; 
80  sey  zuvörderst. d^s  Oifffirenüai    . 

-  «öir  —  wdy 

du  =S  ^ j-i r-^ 

gegeben^   und  folglich 
JWeü      ^ 

ist;  seist  das  gegebene  Differential  ein  vollständiges  Differential 
zweier  veränderücher  Grössen  ^  und  ist -also  nach  dem  Vorher- 
gehenden integrirbar.  ;  ^ 

Weil  u|in 

Kj) 


-^"^f. 


und  folglich  -   -  -    . 

isti  so  ist  nach  §.  111. 


YollBtändige  Difitei*eiitial6  mit  mebrorit  YadäUeii.    JSSL 


u  =  Arctane-^  +  C  ,  ,  - 


WO  C  eine  ganz  willkührliche  Gonstante  bezeichnet/ 

Ist  ferner  \ 

gegeben;   so  ist  ^--.n.j-.            n/., 

und  folglich  •    i      '       •'   •                iV/ 


das  gegebene  Differential  also  ein.  vpUständiges  DifferentiaT  zweier 
veränderlicher  Grössen. 


Weil  nun 


und  folglich 

also  •"  '"  ' 

ist;  so  ist  nach  §•  111. 

y 

Aus  diesen-  Beispielen  wird  3chon  deutlich  genug  'erhellen, 
wie  man  sich  in  jedem  .andern  Falle  2u  verhaken  hat. 


Die  allgemeine  Form  eines  Differentials'  mit  drei  veränder- 
lichen Grössen  ist.  ,      ' 

^  Pdjr  +  Qdy  +  RSz  ^ 

wo  P,  Q  und  R  Functionen  von  w,  ^,  mzt  sind;  Kann  nun  diese 
Grösse  darch  wirkliche  Differentiation  einer  gewissen.  Fupction 
u  entstanden  gedacht  ^^den/  und'  iiit  also  eii^'^sogenaiinteff  v>oll« 
ständiges  Differential  dreier  veränderlieber  Gros« 
sen;  so  ist  bekanntlich  .;;:       .  .    ]•-, 

und  folglich ,  weil 


-V  I    . 


IBft     ...   Integndroduiiilig«    Eilften  KapiteL  • 

dyBfß         dxdy  *      dzdy'         dydz  *      Bxdz   ""  ^^zSäT 
ist, 

w ""  w'  v'5^;   v^j'  w  -  K^)  • 

Diese  Bedingongen  als  erfallt  Torausgesetzt,  w4lleii  wir  nun  das 
Integral  des  Differentials 

du  =:  ^da  +  QSy  +  B^d% 

KU -«Atwidtelii  suchen». 

•  -     * 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

m-m  i  ■  ■ ; 

ist;,  so  i3l  .   ;  '  . .  . 

das  vollständige  Differential  von  u ,    wenn  man  bloss  x-  und  y 
als  veränderlicn  betrachtet ,  und  folglich 

wo  'Z  eine  willkührliche  Function  von  si  bezeichnet,  und 
f(Pdx  4-  QBy)  nach  §.  111.  gefunden  werden  kanü,  indem 
man  blosj)  x  find  y  als  ver^^iderhcfa  betrachtet.' 

*  Differentiirt  man  nun  vorstehende  .Gleichsn^  nach  ir;  so  er- 
hält man 

/cIu\__/B/(FBx'\-  QBy)\  ^dz 


d.  i.  9  weil 


m-"^ 


Bu 


ist,  . 


»'■■MJ 


«•      ... 


und  folglich 

.  ,.:^=/{'^-.(^^^^^l?^)h'. 

WO  ms^  nun  %'orziiglich  zu  bemerken  hat,    dass^- 

K-^f. S ' — ) 

jcdei^^i^  ^inß  Uosse  Function  von  z  i^t^  yrie  auf  folgende  Art 
lei^h^ . gf  zeigt  ITTj^^^i^kang.     ....... 

'  Setzen  wir  nämlich  der  Kürze  wegen 

SO  ist  ■-    -      ' 


f  •     »■  .  r 

•      *        I 


•  T^lbt&aäige  Sifibretttiale  pit  mehFeni  "Varia! 

■(f)=fv)-'-^1^'        .... 

oder         '  ,   .  : .         ;;  _;  ^  ;~    ,  "^      v    .  /   "  v  ir; 


•  »^        ♦  j;*  *    «v 


und  folglich   .    '      »V 

d.  i. ,  weil  nßch  "der  VorausseUcuDg         '  _       .  ^  ^     ^ 

ist 

so  dass  also  V  Von  x  und  ^  ganz  unabhä|igig,  U9d  folglich  bloss 
eine  Function  von  «  ist,   wie  behauptet  wtifde.  .: .  i  ; 

Es  kann  also  u  mittdst  der  aas  ilem  Obigen  sieb  dlrgeben- 
den  Formel  ■     •     -  •  »  -    • 

immer  ^efundeA  werden^  i|n4  auid  dem  Vorhergehenden  widi  auch 
ersichtlich  seyn,  wie  man  sich  bei  der  Integration  deir  yoUstänr 
digen  Differentiale  mit  mehr  als  drei  veränderlichen  Gros;?en  zu 
v«rballeu  bat.       * 


.  *:.::; 


§•  114. 
Um  das  y9rheig^eüd&  auf  ein  Qeis{[ie^SQZnweiiden^  sey 

.    "  ""     y  X*  +  y»  +  s*  A?»  +  ?^~ 

das  gegebene  Differential,    und  foFglich"  '  "'" 

Q'y  T>  *  OB      . 
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(SQ\  __  (SR.\  ^ 9»  '    ■  •' 

/^äX  /5P\  _  ';^-'  ■"'-■  *'_L—  i_l'l  **"'' 
\^)  ^  \^J        "' («» +  y '  +  »')r«'  +  y  +  *»       («»+*')* 

I  '  ■« 

ist;  so  ist  das  ^gebene  Differenüal  ein  vollständiges  Differential 
dreier  veränderlicner  Grössen^  und  kann  also  nach  §•  113.  in« 
tcgrirt  werden. 

Weil  9  wie  leicht  erhellet» 

und  folglich 

\    äof    J       y»»  +  y«  +  2>  V     ^*     /        *    +  «- 

ist;  so  ist 

und  folglich  nach  §•  111. 
Also  ist 

V'  '^  J        fV  +  y«  +  a»   "■  «^»  +  «»  '^ 

und  folglich 

Also  ist 


u  =  K^*  +  jr»  +  a»'-h  Aretang^  +  j.«»  +  C 


Zwölftes   Kapitel.         ' 

,  ■   -^    •;      ■:-    ^  i    .■ 
Integration  dqr  ,Pif(ßre^ti9)gl!9ic^wgeft  dpri  «nft^ja  Pfir 
nimg  und  des  elrsten  Grades  zwischen  zwei  yeräidieYlicltclB 

.   Gröää^« 


I    » 

•      -    r  « 


8.  115. 

E^rkariiitÄ    Eijje^pi.ffercntialg  ß^^ißU 

Ordnung  und  des,  «irsien. Grades  i^wisc^Ii.en.  zweiverh 
änderlichen  Gr.r€$sen  heisst,  wenn  P  nn^  Q  beliebi|;e. Pui^ 
ctionen  von  'x  üüd  jf  bei:eichhen ,'  jede  Gleichung  von  der  Fonn 

P5a?  +  ß5y:=0, 

welche  also  ausser  x  und  y  bloss  die  ersten  Differentiale  ß^P  und 
Sy  von  X  und  y^  und  diese  Differentiale  bloss  in  der  ersteh  Po« 
tenz,  auch  nicht  das  Product  dxdy  ^nibläiL 

Die  Differbn^AlgteichttDg        .  .     %'-   •  ./:  ;.    r,/ 

••  •^;  ■'  ■  -  '  ':'':^  '■:'  pex+ftfBr^ii^         ''  ■;'"•.:;•''; '} 

Inlegriren  hieisst  eine  Gleichung  zwischen  >  und  ^  findenV^^nrch 
deren  Differentiation  die  Glf^.chuüg  .  . 

'eriiaben'.^rd.:.  :r.\  .'^- <    ■  ■  /  .    -  •:!;■. /ho 

Jede  Gleichung , zwischen  ir  und  y,    durch  deren  Differentia- 
tion die  Gleichung       -"= 

Pdx  +  ßöjr  =^  0 

erhalten  wird,  mag  ein  Integral  dieser  letztern  Gleichung  ge- 
nannt werden,  ,         . 

§.  116. 

Wenn  X  bloss  eine  Function  von  s^  Y  bloss  eine  Functfofl 
von  y  isi;  so  sagt  man^  dass  in  der  Differentialgleichung 

l.    Xdx  +  Ydy  =  0 

die  veränderlichen  Grössen  x^y  gesondert  seyen. 

Da  nach  bekannten  Regeln   der  Differentialrechnung  dorcfi 
Differentiation  der  Gleichung 

2.  fxSw  +  fY(iy  =s  C 
oder  ' 

3.  fxdx  +fYdy  —  C  =  0, 

wo  C  eine  willkührliche  Constante  bezeichnet,  die  Gleichung  1; 
erhalten  wird;  so  ist  die  Gleichung  2.  oder  3.  das  Integral  der 
Gleichung  1. ,  und  diese  Gleichung  lässt  sich  daher,  weil  die  In- 
tegrale yX/)x  und  yF%  mittelst  der  au$  den  obigen  Kapiteln 
bekannten  Methoden  entwickelt  werden  können,  jederzeit  in^ 
tegriren. 
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PoMch  wird  aifcb.  4ie -^eidmiig  -^  ?  :\  ...  r» 

4/  paar  +  QBy  =3  0, 

'Vi  P  nni  <^  {beliebige  t^incttoneü  von  j' tiild  V  lezeiehnen ,  ie- 
ide^t  nteg^rt  iwerdcift.  bn^^  weoif  mi-Äeh  anf  ii^od  €mib 

^^  auf  die  Form  der  Gleidmug  i.  brin^n  lässt,  d.  h.  wenn 
in  ibr  aaf  irgend  eine  Weise  die  veränderlichen  Grössen  «r,  y  ge- 
sondert werden  können.  ;  i 

Daher  wollen  wie  jetzt  einige  Diffisi^atia^^ldehnngen.  der  er- 
^stisn'iKrdÄiliig  und  :des  ersten  Gfades  zy^%en;£wei  Teräddei^ 
lidbifen  Gni^sen^  weicht' sich  dorph  Söndernlig  d^.yeränderlicheii 
'CrOssta  ktegriren  lassed';^  cftw^s  nähe)^  betrachieü.      ,  ' 


.   /    • 


'.'  iA  i^t  GleiQhnng ; 

\B0^  TX^dp  qaO^ 


»  •  ■         •  ■•       • 


•  j  • 


wo  X,  X,  Functionen  von  x,  dagc^ii  T^  F|  FbnclIoiieB  von 
y  seyn  sollen,  lassen  Sifsjh  die  veränderlichen  Grössen  sehr  leicht 
^onc^m,  weil  dieselbe,  wiic  man  sogleich  übersiebt,  auf  die  ForfB 


gebracht  werden  kann.    Daher  ist  nach  §.  1-16.  dk  C^driö^ 

das  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

Aus  der  Gleichung 

ydaf  —  sSy  =  0 

erhält  man  z.  B.  durch  Sonderung  der  veränderlichen  Grössen 

X  y  *. 

und  hieraus  femer  durch  Integration 

d.  i.  nach  §.  26.       .        ^ 


, ) 


also  offenbar 


—  t=  c  oder  d7  =  c« 


welche  Gleichung  folglich  das  Integral  der  gegebenen  Differen* 
tialgleichuog  ist. 


Differenti^kiclimigeii  d.  U  Ofcimmg  mfl  ^A»  Grades.  Ittl 

Unter  einer  homogenen  ■KoBctioa-  .t'  ;[.  I;":  Iv.u 

der  veränderlichen- Grössen  fz>9  2^,  ^^  e>^*-^»  vefst^t^jnian;;.|n|iip 
Function^  welche,  wenn  man  für  x^  uy z,  v,  ....  respectivp 
ftr,  ö|y,  Ö;j,  >Ö»^,  ....,  wo  ö -röhe  ganil  J)cUäH|e'^äfettb'^it 
iMeT&iuB  6r68j0e^i)eiseiohneC,  setzt;  anf  cKe  Form    -      ^^     '  ' 

ö«u  =  ^/(a?,  y,  «,  V,  ..,:)  , 

wo  a  eine  gewisse^constaBte:  Grösse  ))eiBäcbBe^9  gebracht  wer- 
den kann.  '  .=  t,, 

Durch  die.  Gröfisft  a  wird  der,  Gr^d  dius^  enll^rechenden  ho- 
mogenen FunqÜQn     ^    .    ^  ,  ,,.  ,  -;,  ,.;^.,;:J 

bestimmt. 

(•  .,-   •     '■-■.,  \. 

So  ist  z.  B.  die  Function 

ä'  +  «y  +  .y*  . 

eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  der  beiden  rera^a- 
derlichen  Grössen  ^^-jf,  weil  diese  Fu^ictjonjr  wenn  man  für  äf'^'g 
respeclive  ßx,  ^ 'setzt,  auf  die  Fomn 

gebracht  werden  kann.  •:  j,. 

Die  Function  ilr-rr^  ist  eine  Jionfogene  Function  des  null- 
ten Grades,  weil  dieselbe  offenbar  ganz  ungeändert  bleibt,  wenn 
B»an  ^,  %  fär'jp,.j|i;sj3tat,  und  foTglitft: 'nach  dieser  &ibsätatioa 
immer  unter  der,  .Foi^    : 

dargestellt  werden  lann. 

Eben  so  leicht  >^rfaeUe(  >  dass  die -Function 

X  ,/,  •!.}:  * 

eine  homogene  Functien  des  —  Isten  Grades  der  beiden  verän- 
derlichen Grössen  ^9»^  ist^  ;  :  .    *: 


i'.'t 


Wenn  P  und  Q  homogene  Pi^ictionen  eines  4ind  dess^ejbcn 
Grades  von  x  und  y  sind;  so  können  in  der  Gleichung 

Pdx-^  jBöy  =  0 

■      t      .' 

die  Variablen  jederzeit  durch  ein  einfaches  Verfahren  gesondert 
werden.  ' 

Setzen  wir  nämlich 

P  =  f(x,  y), '  ß  =  9)(x,  y)^- 

SO  ist  nach  der  Voraussetzung  und  na^b.  §.  118.  \   , 
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und  folglich 9  wenn  män-jf^^^JiZ'Stlzt,      :     1   . 

SiEJtzt'^an*  unn  6±:s-^;^  «Oiwird«  indem  \2{  und  Z.'  gewisse 

j^dicHonen !  von  « ■  bezfäcnnen ,  in  welpti^  .respective  f(0s,  Bxz) 
und  q>{iSjp^6xz)  iiWg^en,  ^  wenn  maa  für  .0:4eQ  in  Bede  ste- 
henden Werlh'  setzt,  offenbar  .  ^ 

oder 

Hieraus  sieht  man ,  dass,  wenn  ^  man  yz=zxz  setzt ,  unter  der 
gemachten  Voraossetzdng  die^leichnng    " 

P5a?+  Qdy=?0  ..     .. 

jederzeit  anf  die  Form 

rzdx  +  x^Z.d.xz  ZS.0 

^v f  •  *t  "    '  "  .        ',    ■ 

oder 

^:        *  Za»  +  Z^(a?5a  +  zBx)  =  0  , 

oder 

(Z  +  iZ^)ddf .+  ^Zjöar  =  0  ^ 

oder 
'  .Bx         '  Zj,'Bzf  '   .  •  ^    ■ 

a?     T     Z  4-  «Z.      .       » 

eine  Gleichung,  ia  wdcher,  weil  Z.  Und  Z(  blosse  FanctioDen 
von  X  sind^  die  Variablen  gesondert  sind,  gebracht  werden  kann. 

Das  Integral  der  letztern  Gleichung  ist  die  Gleichung- 

f?x  f    Z,f?«      ■    ■ 

Jir  +yz  +  .z,  f^ 

oder 

^^•^  +y  z+zz^  -  ^' 

aus  de]r  man  unmittelbar  das  Integral  xler  'gegebenen  Gleichung 

P(?a7  +  fif^y  =  0 

erhält »  wenn  man  ;r  n=  iL  set^t. 

§.  120. 
Ist  z.  B. 

(aw  +  Äy)  f?j?  +  (ax  +  Ä'y)  f?y  =s  0  , 

WO  die  Coefficienten  von  dj?  und  Sy  offenbar  homogene  FuBctio- 
nen  des  ersten  Grades  von  x  und  y  sind,  die  gegebene  Glei- 
chung;  so  setze  man 

y  SS  xZf    f?y  ==  mdz  +  zdx. 


IMerentiQj^ii^iiiigeii  iL  l%Ordttiiiig -imd  4 1«  Grades«  ifiB 

Barch  diese  Sabstitution  wirA  Me  .^gebene  Gleichung 
oder  '-     ''        *••  ••'  •■  '^^  ■'■■   ■"'  V-  ••     -  -'-y 

woraus  sich  ferner  -       .       ^  ^  .       ...•     . 

u.«-  +  fr ^L±£äi£-ilL  i,  ^c      ' 

ec^^ebl«  n/;..   ::  ••"  /...;;/.  .S-     :  "    !^  ■ 

\  Entwickelt  man  nun  .  :      ..^ 


' ''-'  '  (h'  iib^zYdz      '  '-' 


nach  §.  35.9  und  setzt  dann  ^  Gk  z;  so  erhalt  man  das  Inte- 
gral  dj^r  gegebenenDifferentit^gl^^^upg.  ,  j.     ,       > 

Die  Gleichung  .;,       •.^.  .^   . 

WO  di.e  in  dx  j^nd  dy  maltiplidrten  Factorea  wieder,  homogene 
Punctionen  des  ersten  Grades  von  j;  und  y  sind,  gebt ^  wenn 
man  ]/^=z  az  setzt ,  iä  die  Gleichung 

oder 

Über  9  und  aus  letzterer  Gleichung  folgt  ' 

d.i.  nach  §.  ^.  _, : 

oder 

Also'  ist  offenbar  auch 

und  folglich,  wennsiaa  diese  Gleichung  rational  macht, 

ä'  —  2cx%  =s  c*. 

Setzt  man  nun  is  =  -^ ;  so  findet  man  als  Integral  der  gege- 
benen  Differentialgleichung  die  Gleichung 

Integralreeiuiiiiig.  13 


■^ 
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Die  pldcbang,  .     -    :. 

(«+  bx  +  cy)5*  +  (a  +  h'x  +  cy)5y  =5  0 

lässt  sich  durch  eine  einfache  SübstitntiQn  ia  eine  andere  ver- 
wandeln ,  in  Welcher  die  in  dx  nnd  %  mnltiplicirten  Fanctionen 
homogene  Functionen  des  ersten  Grades  sind.-  •      ,  . 

Setzt  man  nämUch    -  .  -   ■  - 

wo  a  und  ß  zwei  willktihrliche  constante  Grössen  seyn  sollen^ 
80  erhält  man  die  Gleichung  ...  .    , 

Da  nun  die  Grössen  0(9  p  ganz  wiDbfiti^lkhe  Gonstanten  shid; 
so  kann  man  dieselben  aus  de^  Gleichungen 

bestimmen.    Dann  geht  die  obige  Gleicbungf  in  die  Gleichung 

Über,  in  welcher  ifiin  die  in  ^^  und^^tf  mültiplicirten  Grossen 
homogene  Functionen  des  ersten  Grades  von,^  und  u  sind,  so 
dass  also  diese  Gleichung  nach  den  obigen  Principien  int^^rt  wer* 
den  kann,   wie  auch  schon  in  §•  120«  gezeigt  worden  ist. 

' Aus  den  obigen  Gleichungen,  durch  welche  a  und  ß  bestimmt 

werden,  findet  man 


'  » 


ab*  —  a.b 


^  "Ä  c  — r  aü.  .^_^  ab 

Setzt  man  also  in  deqi  Integral  der  Gleichung  / 

{ht  +  cu)dt  +  {t/t  4-  cu)du  s=  0 

für  t  und  u  respective  die  Werlhe  '  ^ 

/       ac — ac  ab'—ra'b. 

bc  — flc'    "         bc  —  b  c 

so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  s  und  jf  ^   welche  das 
Integral  der  gegebenen  DijBereiitialgleichüng  ist« 

Diese  Auflösung  ist,  wenn 

ist,  nicht  mehr  anwendbar,  wie  maii  sogleich  fibersieht.    In  die- 
sem Falle  ist  aber  :  ' 

bb'x  +  bcy  s=  hb'x  +  b'cy 
oder 

^  n  ..  ,_  *(*'^  +  ^V)  =  n^^  +  <^y)  f- 

und  foiguch 

(ä  +  iar  +  cy)dx  +  {a  +  tQ^^  +  «y)}^y  =  0 

oder 


Sx 


+  aBy  +  (bx  +  cy)  r^*+-T-5y)  =  Ö 


4;\/ 


'      ''.   f  • 
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Selzl  man  nua  , "       v-  .,  .'\.  ;       ^,    .- 

03^+cy=:Zy    vy  tsi  >;n,.  .>•./■<..,•  ..-^  *  ;    ,      . 

SO  erhält  man  die  Gleiebüng  '     >         -    •'' 

mia  folglich     *       '      i-r^..     i|,..  .  .   . 

Ist  h's=iOy  so  wird  diese  GleJQJ^ung 

(ac  —  a  b)ö  ' 

und  folglich  9  wenn  hnän' für  z  seinep  Werth-}a?4-^  setzte 
oder  '         .    V,  .  '       ^         i 

welche  Gleichung  das  Integral  der  gegebnen  üiffeFeptialglciicbang 
in  dem  Falle  ist,  wenn' bc' s=i  b'c  und  6'=^c  ikl.    '  ' 

'    :       §•  122. 

Die  Gleichung  y  +  P^öor  =  QAr ,  wo  P  and  <?  Fbhctio« 
nen  von  x  allein  seyn  Collen,  lässt  sich  auf  folgende  Art  durch 
Sondernng  der  veränderlichen  Grössen  integriren.  .      .> 

Man  setze  y  s=  Sä ^-Ivro  X  eine  noch  zu  bestimmende  Fun^, 
ction  von  x  bezeichnen .  soll ;  so  ist 

und  folglich  •'  ^ 

Nun  bestimme  man  X  so,  dass 

■>    r       ;.  ••.!.■  X^5j  + Pu&^ÄrssO- 

ist;    so  ist 

2.    zdX—  Qdof  c?  0. 

4as  der  (Sleich^Pg  !•  er^ie|)i  ^ich  . 


#     .   / 1 


und  folglich 

oderj  .    ' 

5.'    Z.z>  =  2c  —  2/P5i; 

also  ■ 

folglich  . '    r  • 

^,  13» 


»•I 
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oder^  was  offenbar  dassdbe  ist^ 

WO  ,C  eine  willkuhrliche  GonsUnte  bezeichnet. 

Führt  man  non  diesen  Werth  von  jb  in  die  Gleicbhug  %.  ein; 
so  erhält  man 

oder  ■* 

und  folglich 

11.  x«4.jr/^^'fi5«4.c.    

Also/ weil'  ' 

ISty 

odei'^  W6fin  wir  fuir  CC'.  bloss  C  setzen,.  .' 

13.   ,=*    --^'^'{//^^^fiöx  +  c}. 
Für  die  Gleichung 

erhält  man  hiemach  z.  B. 

Weil  nun 

=  e*«»  —  2fe»w3x  =  t» x^^^  2xf€^dx  •\'2fdxfe^ d» 
=  e**»  —  2  t*«  4-  2/^*5«?  =  #*(**. --2jr  +  2) 

ist;    SO  ist 
» 

y  =5  «-*{/*(«?*— 2* +  2)  +  C}  Ä  X»  —  2*  +  2  +  (Ä-«, 

Die  Gleichang 

%  +  Py  5a?  =  ey«+i  Sx  , 

wo  P  und  Q  wieder  Functionen  von  s  allein  sind ,  lä^St  sich 
auf  die  Form  der  vorher  betrachteten  Glej^chnog  bringen ,  wenn 
man  ifz^ni  sq^^zt,  indem  man  düreh  diese  Substitution  leicht 
die  Gleichung 

Ä"*—  nPzdx  :5s  —  nQBx. 

m 

erhält,  deren  Form  von  der  Form  der  vorher  betrachteten  Glei- 
chung nicht  verschieden  ist» 

Die  Gleichung 

y^Sy  +  Py^'hidx  SS  Qdx  \ 
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wird ,  wenn  nan  3f*+*  s=s  z  setzte  anf  die  Fomi  der  oben  bc- 
trachtelen  Gleicbung  gebracht  ^  indem  man  durch  diese  Sobsti- 
tation  die  Gleichung 

dz  +  i[m  +  i)Pzdxtsz  (m-^i)Qdx, 

teren  Form  wieder  von  der  Form  der  oben  betrachteten  Glachn^ 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  erhalt, 

'     Die  Gleichung  ,^  ^  ' 

ist  eine  iep  wichtigsten  und  merkt^ürdigsten  Differentialgleichun- 
gen,/ und  wird  gewöhnlich  die  Riccajti'sche  Gleichung  ge- 
nannt, J^eil  der  Conte  Giacomo  Riceati  dieselbe  im  Jahre 
1722  de^  Analysten  seiner  Zek  zur  Integration  vorlegte. 

I.    Der  einfachste  Fall  ist  der  FaÜ  m  =  0.    In  üob^  FUfe 
wird  die  Riccati'sche  Gleichung 

oder 


und  folglich 


Da  sich  nun  ^ 


•*"      J  a^by 


^S^^ 


c. 


nach  §.  35.  leicht  entwickeln  lässt;    so  lasst  sich  auch  in  dem 
Falle,  wo  me=0  ist,  die  Riccati'sche  Gleichung  immer  integriren. 

-  IL   Setzt  man  y  =  is^ ;  so  wird  die  JM^ti'sche  Gleichung 

-  oder 

In  dieser  Gleichung  werden  die  in  fix  und  Sz  multiplicirten  Fun- 
ctionen homogene  Functionen  desselbejn  Grades  von  w  und  «, 
■^Venn  ^— i  =  2^=w,  d.  i.  A==:  — 1,  1»  =  — 2ist  Also 
lässt  sich  ^e  Riccati'sche  Gleichung  in  dem  t**idle  «»es  —  2,  d.  i. 
die  Gleichung' 

'    wenn  man  ff  =  sr^  setzt,  jederzeit  nach  §.  119.  integriren. 
HL    Setzt  man  in  der  Riccati'sehen  Gleichung 

>  y  =  fr-«  4r-*  +  «*-* ; , 
so  wird  dieselbe 
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In  dieser  Gleichung  lassen  sieh  die  veränderÜGben  Grössen  son- 
dern, wenn  tnz=z —  4  jsü  Denn  in  diesem  Falle  wird  dieselbe 
leicUt  auf  die  Form 

^  a  —  ÄS* 

gdbracht* 

Setzt  man  nnn .   wenn  m  nicht  ?=  «^  4  ist» 

SO  wird  die  Gleichung  1. 
4Dderi  wenn  der  Kurze  wegen 

";;r+ir=*'  ijtf*''''    "•^r+a'^'" 

gesetzt  wird^ 

welches  eine  der  Riceati'^hen  Gleichung  ganz  ähnliche  Gld« 
chung  ist. 

Set^t  man  nun  wieder 

»      '• 
80  wird  die  obige  Gleichung 

und  in  dieser  Gleichung  lassen  sich,  wenn  «»'  =  —-4  ist,  wie- 
der die  veränderlichen  Grössen  sondern,  weil  dieselbe  in  diesem 
Falle  leicht  auf  di^  Form 

x^  a  — bz^ 

gebracht  werden  kann, 

Setzt  man  nun ,  wenn  m  nicht  =  —  4  ist,  wieder 

■  V 

I 

so  wird  die  Gleichung  2,  ^j^  4 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

«'  , »»  ä'        ,,  m  +  4 ,, 

gesetzt  wird, 

welches  wieder  eine  der  Riccali'schcn  Gieichuug  ganz  ähulicho 
Gleichung  ist. 
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:    DuEcb  die  Substifaition  !    .:.  /.  '   .{..1 

y"  =3  r'^V'**  +  «  y?*? :.  ,i  o 

wird  diese  Gleichang  auf,,  die  ^orm   *  : 

l^bracht,  und  in  dieser  Gleichung  lasseii  isicIi^'Wenn  f»^  ^4 
ist«'.wi0d^  die  veränderlichea  Grössen  i^oadeni»  iadem  diibselbe 
io  dem  in  Rede  siebendea  Falle  leichfauf  die  Fwin  .'.') 

CrJP  VZ      -'  •  -^  -.....».  1    '■■    i.  ' 

gebracht  wird.  .  . ,  ' 

Man  sieht  nun  schon,  wie  man  aufdie  obige  Art  imuM^^ 
weiter    gehen  kann,    und   sofaliesst   aus   dem   Vorhei^henden 
leicht,  dass  die  Riccati'scbe'Cmeicbung  jederz^t  durch  Sonderung 
der  Variablen  integrirt  werden  kann,   wenn  in  der  Aeihe'  der.-  ' 
Grössen  .   f.  ; 

,  m  +  4         „  m'4-  4    '■■■    m,  '»"+  4 

«ine  vorkommt 9'  welche  =3  -^  4  ist,  wdches  jederzeit  fjiir/ 

m  =  —  4,    — I,    ^  IjP,    V-  V^^^^'»  : 

d.  h.  überhaupt  für  ^  ,\  . 

^o  »  eine  jede  postii^  ganze  Zahl,  dift  nicht  =  0  ist,'''beKeich-^. 
net,    der  F^U  ist.     Da  aber  für  »=^0  uüd  »  =  Q0  respective 
m  =0  iiD^  in  s=3  -^2,    and  in  diesen  beij^  Fälen  die  RicQä^' 
ti'sche  Gleichung  nach  I.  und  II>  iutQgral^el  ist;   so  sieht  man, 
dass  die  iUcc^ti'sche,  Gleichung  für  •         .      .   r 

WO  i.  jede  positive  ganze  Zahl ,  0  und  oo  mit  eingeschlossen, 
bezeichnet ,  jederzeit  integrabel  ist«  __  .  -.  1  , 

•  •  • 

IV.    Setzt  man 
und  der  Kürze  wegen 

a  X»  ^  *  ^ »  ' 


so  geht  die  Riccati'sche  Gleichung  in 

über.    Diese  Gleichung  hat  mit  der  Riccati'schen  Gleichung  vöIUg 
einerlei  Form,  und  kann  also  nach  III.,'  wenp    "^  ^ 

4i  ■ 
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ist,   iederzdt  integrirt  werd^u     FolgKe&  läliui  dir  BioottiTsciie 
"  hl  " 


.K  »-   .'- 


GleicbuDg  selbst ,  wdim 

m  4f  j  .'..  'ji  •-  .;  '  4i 

«  +  *  .  .21  — iV.,  2»  +  l 

ist,  jedtfzeit  integrirt  w^rdeo; 

Faist  »an  B«n  dies  Obige  tniainiiieB ;  «o  %eq;t  «Seh^  dass 
die  Riccati'scbe  Ckiolüing  Jedmseil  int^ribel  ist,  wen*^  indem 
f  jede  positive  ganze  Zahl,  U  and  oo  mit  eingeschlossen,  bezeichnet, 

0  :-       -  .      =     7-    -  • 

m  =3  — 


Eine  von  der  in  flen  vortiäc^ehendtsfi  Paraffl^phen  eiitvnekd- 
ten  verschiedene'  M^thocfe,'  ffil6  Di&ei^näalgleienuDg        \. 

in  ge^ssen  F^en  zu  integrilrefl ,   beruhet  auf  Folgendem. 

•  •    •  • 

'Wenn  nämKcb  Pfe  +  O^y  ein  rvollsiändigcs  Differentid 
zweier  veränderlicb<er  Grössen  ist;  ,ao-kan^  many^^d^-f-Qd^) 
jederzeit  nach  den  im  eilften  Kapitel  bewiesenen  Regeln  ent- 
wickeln. .  Ist  nun  überhaupt  . 

so  ist,  vrtai 

fdx  4-^y  8=  ^M  =  0 

ist,   M  ss:  C,  und  folglich  diese  Gleidmng  oder  die  GIdkhang 

1        u  —  <7  =  0 
das  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung 

Um  diese  Methode  durch  ein  Beispiel  zu  erläntem^  so  sey 

X     ^       w^  w^     ^  — — J^i ^   2y    "" 

oder 

die  gegebene  Differentialgleichung,  und  folglich 

^ 55  t    ^-27 ~55 

Wril  nun 

/  5P  \  _  /^9\  _  fl?«  +  2y'  +  2yT"a?»-fy' 

ist;  so  ist  im  vorliegenden  Falle  P3s  +  QSy  ein  vollständiges 
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Differential  zweier  veränderlicher  Grössen,  und  kann  also  DMk 
den .  im  eilflen  Kapitel  bewiesenen  R^ln.  integrirt  werden. 

Entwickelt  man  zq.  dem  Ende»    §  als  constant  betrachtend^ 
snvörderstyiPdx;    so  erhält  man 

v:*       2ä*  ^  V  »f  «*+y'       y  «*ir»»+y« 
ttrf'föIgUch,  weünach  §.68/ 

ist,  , 

y^^, B=  ,z-r    ^ -  ...  '2*..     +  -^yTr^w 

Setzen  wir  nun  ---  =  2^1  so  ist     '  / 


2^'y»  •  2y»  J  „iY  x*  ^y^ 


Nach  §•  54. 1.  ist  aber 
oder,  weil  y  constant.  ist,        . 

und  folgtich,  wenn  man  zugleich  Vkz  den  Werth  —Wieder  an- 
fuhrt. 


Also  ist 


y  ibYx^  +  y*  2y      \  X  / 


Hierans  ergiebt  sich,  wennman  nach  y  differentiirt', 
/  d/PSx  \       _  X  ^     a?»  4-  gy*     ^         K^'t^'r^y 


«*  2«»l^Äy*+^»  '  ^  2T  »•  +  y' 
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oad  .folglich  ■     '  :  • 

Fol|^ch  ist  il^ch  §.  lii«  und  dem  Obigea 

nnd^dab^^  flic  Gleichung        *         .  _ 

das  Integral  d^r  gegeln^Aßa  PiSiä^ntialgleicImng. 
>.  • 

§.  125. 

Wenn  PBx  '\*  Qciy  Lein  vollständigfs  Differential  zwaer 

vei^ndc^riichfir  Grössen  ist;    so  kann  man  versUcheiiy    die  g^p^ 

bene  Gleichupg 

PSw  +  qBy  =s  0 

mit  einer  gewissen  Fanction  z  von  x  und  y  zu  multipliciren^ 
welche  so  beschaffen  ist^  4ass  in  der  Gleichung 

Pzdx  +  ßz5y  ==  0 

die  Grösse  auf  der  linken  Seite  de^  Gleichheitszeichens  ein  voll« 
ständiges  Differential  der  beiden  veränderlichen  iSrössen  x  und  t/ 
ist,  w^eil,  wenn  man  eine  solche  Function,  die  ein  integri- 
render  Factor  genannt  wird,  finden  kannv  die  Integration 
der  gegebenen  Differentialgleichung  offenbar  auf  §,  124.  zurück- 
geführt ist. 

^11  nun  PzSx  4*  Q^%  ein  vollständigefs  Differential  ssweier 
veränderlicher  Grössen  seyn;  so  muss  bekanntlich 

(ci.Pz\_.(d.Qz\ 

'"■  '(i)+'(f)=«(D+-(f)  • 

oder  ' 

,  KI)-<I)+-!(I)-©H° 

seyn,  und  aus  dieser  Gleichung  muss  also  der  int^rirende  Fa- 
ctor jederzeit  bestimmt  werden,  welches  aber  meistens  schwie- 
rigeäir  ist»  wie  die  Integration  der*  gegebenen  Differentialgleichung 

selbst.  N 


'  <i    • «    • 


'J 
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Daher  begnügen  wir  uns,  hier  nnr  au£  zwei  Fälle  aufmerk- 
sam zu  machen ,  in  denen  sich  der  integrirend^  Factor'  ^  leipht 
bestimmen  lässt,  «  -    '. 

L    Wenn  nämlich  z  bloss  eine  Function  von  x  ist;   so  ist 

(  ^  j  =  0,    und  die  obige  Gleichung  wird 

-4>-!(^)-(li)l=« 

oder    '  . 

woraus  sogleich  erhellet«  dass  auch 

um -im 

eine  Function  von  j?  allein  ist,  '''".. 

Da  nun 

ist;   so  erhält  man,  wenn  man  integrirt, 

♦- =/^!(f )  ^  (f)l.  - 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
setzen, 

- 

wo  aber  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  es  völlig  hinrei(^ead  istii 
zu  setzen.  ^ '   »^ 


4  «  *    < 


*        -  .^    «i     ij 


•  I      .li 


^/ 


4  « 


*  « 


Man  kann  nnn  auehlmcht  beweisen,   iiüsi  umgekehrt,  un- 
ter der  Voraussetzung,  dass 


tICIt)""  wH* 


eine  blosse  Function  von  x  ist,   jederzeit 

JXdx 

ein  integrircnder  Factor  der  Gleichung 

/  Pdx  +  fif?y  ?=0 
ist»  d.  h,  dass 
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jederzeit  eia  vollständiges  Differential  der  beiden  y&SmiaHidnak 
Grössen  s  und  g  isU 

Weil  nämlich 
ist;  so'ist 

Vetü&c  ist,  wie  leicht  erhellen  wird. 

Weil  nun 
ist;  so  ist 

und  folglich  auch 

d.i. 

also 

ein  vollständiges  Differential  von  x  und  y ,   wjp  bewiesen  wer- 
den sollte.  - 

Um  das  Vorhergehende  auf  einen  besondem  Fall  anzuwen- 
den;  so  sey  die  Gleichung 

gegeben,  und  folglich 
Weil  nun 

und  folglich 

ist;   so  ist 
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t{(^)  "*  (S)}  ==  ^  ^  ~  rÄ5- • 

diese  Grosse  also  eine  blosse  Function  von  x. 

Letebt  findet  man  tfna  ...'* 

and  folglich  

Moltiplicirt  na^  die  cegebei^e  Gleiphong  pit  diesem  integri- 
renden  Factor;  so  witd  (ueselbe  ^^  ^ 


oder  '      ^_ 

Weil,  jn  dieser  Gleichnng  die  yeränderlichen  Grössen ;  gesondert 
sindj;  so  ist 

Aber  nach  8.  54.  I. 
oder  auch        •      •    ^ 

und  folg^ch  die  91eichang 

das  lutegral  der  gegebenen  Differentialgleichung.  , 

R.     Ganx   auf  dieselbe  Art  wie  vorher  xeigt  maft,  dass^ 
wenn  '    •  _  •' 

^e  I^losse  l^i'unction  von  ^  ist,  jederzeit       ^  ^ 

ein  itUegrirender  Factor' der  Gleichung 

Pc^x  +  e^y  =  0 
ist. 


X» 


.. .'  -     t 
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W|enii  P  und  Q  homogene  Fanctioiifen  desselben  Grades  von 
X  nnd  tf  änd;  so  lässt  sich  zwar  immer  eia.integrirender  Factor 
fiir  die  Gleichung 

finden.  Weil  aber  dann  diese  Gleichung  bekanntlich  immer  durch 
Sonderung  der  Variablen  integrirt  werden  kann;  so  wollen  wir 
uns  hier  bei  der  Änfäuchimg  des  integrirenden  Factors  solcher 
Gleichungen  nicht  aufhallen. 


■^-1-^. 


)■': 


'    D ir e i X eh n t e s    K a p ite l 


Integration  der^DifterentialgleicIiiiiigeii  der  ersten  Ordnung 
und    des    nten    Grades    zwischen    zwcü    yeränderlidien 

Grössen*  . 

§.  126. 

Die  allgemeine  Form  aner '  Diffierentialgleichnng  dei^  ersten 
Ordnung  und  des  itten  Grades  zwischen  zwei  veriLndaiicheB 
Grössen  ist  ^   ,      .       ^ 

oder 

Wird  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  ^  als  unbekannte  Grösse 
aufgelöst;   so  erhält  man  n  Differentialgleichungen 

oder 

der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  .Grades  zwischen  zwei  verän- 
derlichen Grössen,  die  man  nach  den  icdi  vorigen  Kapitel  ent- 
wickelten Regeln  zu  integriren  suchen  muss. 

Sind  nun  die  Gleichunfgen ' 

die  n  Integrale,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält ;  so  ist  nicht 
nur  jede  einzelne  dieser  Gleichungen,  sondern  offenbar  auch  das 
Product  einer  beliebigen  Anzahl  derselben,  wie  man  sie  auch  un- 
ter einander  verbinden  mag,  ein  Integral  der  gegebenen  Differen- 
tialgleichung 
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1.    Sey  z.  B,  die  €3eichabg    '  ■    .'l 

Byt^a^dä^tss  Q  oder  ^^)*  ^  o>  9  0 

eegeben.      Durch    Auflösung   dieser    GleiehilDg    in   3e2Hi{!:in| 
J^  als  nnbekaimie  {hösse  •  eriiält  man  die  beiden  Gleichungen 

.  Bjf  ^—  oSx  =  0,   dy  4"  ^^^  =  0.        •  .       •   '  , , 

'  •'*..■  '■■•/. 

'   ^   Integrirt  man  nup  diese  beiden  Gleichungen  iiackr§^ll&|. 
so  erhält  man  djie  Gleichungen 

jf  —  fl»  —  c  =  O9   jf  4»  ö»  —  c'  =s  0 , 

und  es  sind  liiin  nicht  bloss  diese  beiden  Gleichungen  >  Sondern 
auch  die  Gleichung^v  _.  _ , 

Integrale  der  gegebenen  Differentialgleichung. 

Um  sich  durch  eine  wirkliche  Rechnung  zu  überzeugen^  dass 
In  4er  That  di6  Gieichnn^ 

(y  —  «47  —  c)(y«J-ß«— OasO 

ein  Integral  der.gegebenen,  Differentialgleichung  Ist  >  differentlire 
man  diese  GleichÜDg.     Dadurch  erhält  man'         '      <' 

oder 

(i^iu:L.c)^  +  «)  +  (y  +  «^-0(^  -  «)  Ä  Of 

und  folglich 

dy  —   gpg^+g'^O 

Weil  nun  liber         * 

(y  —  ax— c) (y  4- AdT— c')  as:  0  . 

Ist;  so  mnss  nothwendig,  einer  der  beiden  Factoren  desPröducUj 
auf  der  linken  Seitb  des  Gleichheitszeichens  =  0  seyn. 

Ist  jf— r<u;-r-c=:0>    SO  ist  as=]f — q,  nnd  folglich 

Ist  dagegen  ^  4*  o^  —  o'  s=  0,   so  ist  ox  =:  c  -—  y,   und 
folglich  .    '  ! 

•et""    Uy-^G  —  d  *•  »V 

Also  ist  gr  =  i  Ä  to^4  folglich  immer 
wie  es  seyn  soll. 
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2.    Durch  Auflösung  der  Gl^ehntig' 

(0riüill  aua  die  beiden  Cüdchaigeii 

und  durch  Integration  dieser  Gteichungen  et^&j  sich  nun  femer 
mA-  St  :1  w«  ^  beiden  Gieiebnngen 


^odfohl  diose  beiden  GleicjiuBgen ,  ab  auch  die  .Gü^chwig. 

sind  Integrale  der  gegebeneh  Dilferential^chiHig. 
3.  Durch  Auflösung  der  Gleichung 

Sy^-hdw^  =  0  oder  (^^.+  imO 

erhält  man  die  dr^  GleiehungeH  \      ' 

und  diirck  Int^igraiion  dieser  .Gleichungen  eingeben  sich,  die  drd 
Gleichungen  ^ 

•  ■  ■ 

§.  127, 

Wenn  auch  die  vorige  Methode  ganz  allgemc^  ist|  gosetDt 
doch  die  Auflösung  dei^  böhern  Gleichungen,  derselben  oft  grosse 
Schwierigkeiten  enteeg$in,  und  wir  wollen  daher  jetzt  noch  eir 
hige  besondere  häufiger  vorkommende  FäUe^  die  dne  andere  Be- 
handlung g^tatten,  betrachten. 

Wenn  zuvörderst  die  gegebene  Dilferentialgleichung  ausser 

^  bloss, noch  eine  der  beiden  veränderlichen  Grössen  x  und  j, 

etwa  Xf  enthält,  und  sich  in  Bezug  auf  jr  als  unbekannte  Grösse 

leichler  als  in  Bezug  auf  -^  als  janbekannte  -  Grösse  srnflösea 

lässt;   so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren. 

m 

Man  drücke  x  durch   -^  =  p  aus,    so   dass  xssf^p) 
wird.    Da  nun  dy=tpdx  ist;    so  ist  nach  §.  27. 

y  =  jpa? -7- yi^ji, 
d.  !• 


!'\   . 

r  - 

1 

•. 

"J 

'.'«-•'.![» 

.r,     \ 

i;i  ai^ 

•  • 

f 
}  •          . . . 

V.. 

i;  i-  {- 

DifferentialgleichuDgen  d.  1.  OrdAluigimd  d«  uteviQrades.  flOQ 

Eliminirt  man  rmn  p  aus  den^Mden  Gleiphangen 

so  erhält  maa  eine  €leichiing*zw^jp]^B  ii?^$iBd  ^/^y    "Wjelche  das 

Integral  der  gegebenen  DifferentialgIi»cüaog  seyn  wird. 

»        •  •  '  .     .     •".■.•...•.  ' 

'Ist  z.  6.  ,        ,        ,        ,  ..  ■    .^ 

«  •      •      •  •        *      .  » 

die  gegebene  DifferenlialgleichaDg;   sof&t;'',/» 

*  =s  --  a;?  +  äI^I  4-  p» ., 
und  nach  dem  Obigen  folglieh  ■ 

oder  nach  §.  54.  und  K.  56.  .  ,        ,   .... ,      ,  ,  ..  , 

*  "^       '.  :..  j»'..;-!i  ii'i'ti'.ii  nvM'ii  :  ifij  ^*:')i}in!i 

-Aus  dieser 'Gieichnng  im«  Ai' ae*i^GlBiih!ii«^^''r' !  ;^  i»ui>  S\j  <, 

müsste  man  nun  noch  p  eiiminiren,  um  die  gesuchte  Gleieb&og 
zwischen  s  und  y  .ztt  «rhiQtieiH-  ^.^)  !>;  —  y^ 

Enthält  die  gegehene  Differ^iiti^lglje||[;|iüngy  ä^s$e|r^^ 

noch, die  veränd^Iicbe  Grösse  p\  und. ist: in. Bezug  auf  jf  f|ls.ii«- 

bekannte  Grösse  leichter  auflosbäit  wie  in  Bezug,  auf  ^':.  als'  un- 

bekannte  Gt'össe;   so  kann  man  natürlich  auf  ^anz' ähnliche  Art 
wie  vorher  verfahren.  /.;.         .  ij*  .    :    *  1   ..'»   .   '. 

Ist  z.  B. 

4ie  gegebene  Differentialgleichung  $  i6^  ist 

Setzen  wir  nun  aber 


k         • 


y  ? .  p«: 


so  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

IntegralrtcbnaDg« 


14 
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Aas  dieser  Gleichung  and  aus  der  Gleichung  , 

müsste  man  nun  q  eliminiren,  um  die  gesuchte  Gleichung  zwi- 
schen X  und.jf  zu  finden. 

§.  128. 

Wenn  die  gegebene  DiCerentialgl^ichuiig  die  beiden  Variablen 
X  und  y,    aber  die  eine  derselben,^«  B.  y,  bloss  in  der  ersten 

Potenz  enthält;  so  kann  man  y  leicht  durch  o?  und  x£==jtiaas- 

drucken,  und  erhält  dann  durch  Differentiation  ohne.  Schwierigkeit 

wo  iE  und  S  ^egeh^e  Functionen -you  s  und  p$ipd»  Weil  onn 
dysspdx  ist;    so  ist 

pdx  ±r  RSx  +  S^p 

od» 

(Ä  —  p)dx  +  Sdp  ss:  0  . 

Kann  man  diese  Gleichung  integriren;  so  erhält  maa  .eine  Glei- 
chung zwischen^  und  p^  und  erhält  dann  die  gesuchte  Glei- 
ehung  zwischen  x  und  y,  wenn  man  aus  der  gefundenen  Glei- 
chung zwischen  .r  und  ji  und. der  gegebenen  Differentialgleichttog 
die  GrpSse  p  eliminirt.  - 

Aus  der  Differentialgleichung 

ergiebt  sich  z.  B.  

und  folglich 

Aber  Sy=pdx.    Also 

f   1  +  P' 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  die  beiden  Gleichungen 

^11=0,    07  +  — =^p=.=:0 

zerlegen.  -  . 


Differential^eicEpn^  i^r  ^^^^'^miMiL'ä^fi^^'  Hl 

'  *  lata   •    MW 

folglich,  wenn  man  mesßji  AYertn  von  p^m  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung .eiftffihdV  .  :  ~ 


."*•: 


■p  ■=  + 


*       •■■■•.      ■■-•■.  ')•; 


und  folglich 

Also  ist^  .wfauLinfip;*c^  in  dJe 

gegebene  Differeotiaigleichung  einfühtC,  '       '"      ^  v  , 

.  ^^^ —         g'         _^  —    «*--•*•-  —  V — ,«>  »j< 

oder  '  '   * 

y«  =  «»  —  or»^    *»  +  y«  =  a« . ,  :^ j 

Diese  Gl^icI^ung  «jat|iä|t  keine  Villkiüitlicb^  Constante,  ist 
niqht  uiiler  Aev  Gleichung  '.    . 

entlialtea5  >  und  ,w|r4  dH|ip:ieipe;ibjßs.ondßi;e;  oder  parfciku^lgßc 
Auflösung  der  gegebeja.^a  Differentialgleich\ing  genannt,  ein 
Gegenstand,  von  dem  so^^eieh  jim «folgetiddn  Kapitel  ausführlicher 
die  Rede  seyn  wird.     '  ^  ^  ^    •  "•  ,    .  .    \ 

Jede  Diffe|*entialglei(Apng,    die  sich  wie  die  vorig6,'wenn 
f{p)  eine  blosse  Fücrjtign  voif  p  bezeiohnclv   auf  die  Form   ' 

bringen  lasst^  kann ^nach  der  vorher  angew^a^ijen  ^ethode  in- 
tegnrt  werden.  ^Mßn^erhäU  ttämlich  leicht  ^ 

und  folgliah  .  '* 

\   ir  • 

c5»  —  0     a?  +  -^4^^  =  0 

v-r.'T";».*.«   i\"'3p     \  'f '.r  •       ■■    '        -i  ; '.-7/ 

zerlegen  lässt. 

Die  erste  giebt/i=»c,  und^fplgUch 

y  =  ca?  +  /(c). 

14* 


■   1     I'.J  •« 


eine  GleichuM»  .die  sich  in  die  hcMen  Gleichungen 


/ 
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EUminirt  man  ferner  p  ans  den  beiden  Gleicbungen 

SO  erbalt  man  eine  Gleichung  zwischen  s  nnd  y , ,  welche  keine 
willkfihrliche  Gonstante  mehr  enthält,  und  deshalb  eine  pärtikii- 
läre  Auflösung  der  gegebenen  Differentialgleichung  ist. 

ht  die  Differentialgletchung 
ySx  —  sYSx^  +  c?y»  =  0    oder   y  — *l^l+p«  =s  0 

gegeben;  so  erhält  man 
d.'  i. 

1 1  +  p* 

oder 

8x  j pdf 

*•  '*'<rr+F-y)rT+F'=^' 

wo  nun  die  veränderlichen  Grössen  gesondert  sind.  Mnltiplicirt 
man  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Bruchs  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens  mit  l^i+p'  +/'$  so  erhäU  man 

und  folglich 

Setzt  man  p*  =  1  +/|2 —  Ij   so  wird 

d*  i.  nach  §•  56. 

und  folglich  nach  §.  54.  L 

Also  ist 

Weil  nun  vermöge  der  gegebenen  Differentialgleichung 

ist;   »o  ist 
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ii.,.  +  y--^'±yry-^^  _  ^,.(y±22E£y=  c,      ' 

oder^    da  wir 'statt  2'C  offieobar  auch  C  setzen  könnea, 

•  •         •  ,  ■  i 

Ist  die  GleichuDg  ' 

oder 

y^jtxvSLoy  1  +  P* 

gegeben  j  sa  ist  _  • 

nnd  folglich  T     - 

oder 

T  i  +  P* 
oder  5  wenn  man  die  veränderlichen  Grössen  sond^rl^ 

Also  ist 

d.  i.                                       ___ 
oder  

und  folglich 


■  ■  •         r  ... 

il4       Äitegi^echntäij^.     YiöMcfaites  Kapitel. 

Aus  dieser  Gleichang  und  9as  der  gegebenen  DiSerentialgleichung 
muss  man  p  elimiflircn.    Weil  nun  zuvörderst 


ist;  so  ist 


X 


^        ■ €      - 

—  r  1  +  P^ 

Ferner  erhält  man  kieht 


Also  ist 

JT«  4-  «»  =.±  2ca?,  . 

oder  auch ,  weil  die  wilikübrliche  Gonstaute  c  positiv  und  nega- 
tiv genommen  werden  kann,  bloss 


Vier^ebprtes   KapiteL 

Fartiknläre  Anflösnngen  der  Differentialgleic^iiiigäi; 


/•  - 


§.    129. 

Im  vorigen  Paragraphen  fanden  wir,    dass  die  Differenüal- 
gleichuBg  .  -  -    ■ 

neben  dem  vollständigen  oder  allgemieinen  Integrale 

auch  noch  das  ilicfit  dhti^r  diüsein  voRstäüdigen  oder  ällgemeineii 
Integrale  enthaltene  Integral 

hatte ,  und  bemerkten  schon  damals ,  dass  ein  solches  nicht  uöi- 
ter  d^m  vollständigen  oder  allgemeinen  Integrale  einer  Differen- 
tialgleichung enthaltene.  Integral  dieser  Differentialgleichung  eine 
partikuläre  oder  besondere  Auflösung  derselben  ge- 
nannt werde.     So  gestattet  auch  die  Differentialgleichung 

dy^  —  xSxdy  +  ySx^  =  0 

oder  j 

deren  vollständiges  Integral 

4y  +  2Cx  +  C»  =  0 

ist,  noch  die  pärükoläre  Aufiö^üng 

4v  —  :t'  ==  0.  . 
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Diffbreotiirl  man  nämiidi  diese  Gleichung;  so  erhält  man 

und  foFglich 

(l^y- 'S- +  y  =  ***-***  + y=y  -  i''- 

Weil  aber  4y  —  ^^  =  0  und  folglich  g  =  \x^  ist;  so  ist 

also  in  der  Tbat 

4y  —  *a  =a  0 

ein  hlegral  der  verstehenden  Differentialgleichung. 

Dass  die  Gleichung 

das  vollständige  Inte^al  der  gegebenen  Differentialgleichung  ist, 
«rgiebt  sich  eben  so  leicht  durch  DifferenUation.    Es  ist  ^äoilifih 


4 


^+2C«0.     ^  +  *C-Ö,    ^— iC 


und  folgHeh 
Weil  nun  abw 

•  4y  +  2Qe  +  C«  =  0  '.  ■ 

isti'^so  ist  ^ 

und  folglich  offenbar 

©■-'^+'=»- 

wie  CS  seyn  soll. 

Unter  einem  partikulären  Integrale  einet*  Differential- 
l^ichung  vmteht  man  jedes  Integral  derselben,  welches  eshsH^ 
ten  wird,  wenn  man  in  ihrem  vollständigen  oder  ällgemeinea  Ili- 
te&rale  der  willkührlichen  Gonstante  irgend  eineü  bestimnlt^ 
Werth  beilegt^  so  dass  also  hiernach  partikuläre  Auflösungen' 
und  partikol^e  Integrale  der  Difii»ential|^eicblingen  wohl  vob 
einander  zu  unterschäden  sind*        , 

'    Die  Natur  'der  partikulären  Auflösungen  dfir  IKlFereDtialglei- 
chungen  sofl  nun  etwas  näher  erörtert  werden«  . 

8.  130.  i 
Wir  wollen,  indem  wir  der  Kürze  wegen  T^=rP  Mzen,, 
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anoehmeB,  dass  die  Differenüal^eidmiig  4er  crstea  Ordnimg  zwi- 
'scheu  zwei  veränderlicbeii  Grössen     , 

gegeben,  und  dass 

r  =  F(4r,  y,  c)  =  0, 

wo  c  die  willkfibiiiehe  Constante  bezeichnet, ,  das  yollslan^^ 
Integral  .dieser  Pifferenlialgl^icbqng  sey;  so  eriiäll  man»  w<hui 
man  ans  den  bdden  Gleichangen 

'- = «.  <*)^' + (^^ = » 

die  willkübrliche  Constante  c  eliminirt,  jederzeit  die  Glddinng 

t/=rO; 

,  leb  bebanpte  nun  aber ,  däss,    wenn  man  ans  den  bdden  Qch* 
cbangen 

.    -  '"=<»^©=»' 

WO  /-^Y  wie  gewölinlidi  den  partieDen  Differentialqnotienten  der 

Function  Fin  Bezug  auf  c  als  veränderliche  Grösse  bezeichnet^ 
die  Grösse  c  eliminiid,  die  dadurch  hervorgehende  Gleichung  jeder- 
zeit auch  ein  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  &=0 
ist,  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  die  in  Rede  stehende 
Gleichung,  Weil  dieselbe  offenbar  kerne  willkührliohe  Constante 
mehr  enthält,  eine  partikuläre  oder  besondere  Auflösung  der 
Gleichung  U  =0  ist*  Diese  Behauptung  kann  auf  folgende  Ast 
bewiesen  werden.  t 

Um  die  Grösse  c,  wie  erforderlich  ist,  aus  den  beiden  Gfei- 
chungen 

- = »;  m = °  . 

zu  etiminiren ,  denke  man  sich  dieselbe  aus  der  zweiten  Gleichung 
bestimmt,  und  den  erhaltenen  Werth  in  die  erste  eingeführt» 
Du^pb  Bestimmung. yon  c  aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gfei- 
ctflpjgen  ejrgiebt  sich;  im  Allgemeinen  c:?=  <p(d?,  y),  und  die  Glei- 
^qj|ii^,j^;  w.Ucß^  roan  durch  Einführung  dieses  Werthes  von  c  in 
^  cr§)feb^  der  (iejiden  obigen  Gleichungen  erhält,  wollen  wir  durch 

11'»;...?)  ".'i:  ^       •:::.■. Xir^  ^(f » J/i  y' c*,  y))  =  0   .  .  '      . 

M^i(jfaiü6ff],>  s0>däs6''i](Jan  also  offenbar  die  beiden  Gleichungen 

hat,  wo  wie  gewöhtilicfi'  •    ' 

den'''partrenea'<'Dilt'erehtiaTquo'tfenten  der  "Piioctibtt  T*  in  Bezog 
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auf   9(^9^)    aU  unabfaäDgige  veränderliche  Grösse  bc^ei^Jinet 
Nach  der  oben  ausgesprochenen  Behauptung  soji  nuii  die  Gl^chobg 

ein  Integral  der  Gleichung  U=0  seyn ,  und  dasj  »diesi  wirklk^ 
der  Fall  ist ,  kann  auf  folgende  Art  hewiecien  werden. 

Nach  het^annten  l^egalft  der  Differentialreehnu^g  ^rbälinum 
durch  Differentiation  der  tiJleichung  :  '.    - 


r      >t  t 


wenn  man  hei  der  BinereDiiQtion'  9(^9^)  als  eine  unabhängige 
veränderliche  Grösse  betrachtet  5  die  Gleichung 

d.  i. ,  weil  nach  dem  Obigen 

\  dtpQPyy)  ) 
ist,  die  Gleichung 

(fe>' + (f )  * = »• .    • 

und  die  Differentialgleichung,  deren  Integral  die  Gleichung 

r  =  F(a7,  y,,  y  (ar,  y))  =  0 

ist,  ist  also  offenbar. die  <jleichung,  welche  durch  Elimination 
von  q>{x,  y)  aus  den' beiden  Gleichungen 

erhalten  wird.  Nun  ist  aber  klar,  dass  durch  Elimination  von 
q>{x9y)  aus  den  beiden  Gleichungen 

r  =  F(T,  y,  4,  {w,  y))  =  0;      i^Y*  +  (^yy  =  0» 
und  durch  Elimination  von  e  aus  den  beiden  Gleichungen 
r  =  P(*,,,c)»*0,      (;|jy,  +  (-^)5y  =  0 

ganz  dieselbe  Gleichung  erhriten  werden*  muss ,  und  nach  dem 
Obigen  liefert  die  letztere  Elimination  die  Gleichung  17  =  0. 
Also  wird  auch  durch  Elimination  von  9>(^>9)  atts  den  beiden 
Gleichungen 

r  =  F{x,  y,  y  (:.,  y))  c=  0,       (^)  8t  +  (^)  Öy  =  0 

die  Gleichung  U=iO  erhalten,  und  nach  dem  Obigen,  ist  folglich 

die  Gleichung  *     /  ' 

r  =  F(x,y,  y(s,y))  =  0 

ein  Integral  der  Gleichung  Uz=0,  wie  behauptet  wurde» 
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Nach  d6fli  80  eben  Bewiesenen  erfaät  man  ^also  aus  den 
TolbiSiadigeii  Integral 

r  =  F(*,  y,  c)  c=  0 

ttat  Difiierehfialgleichang 

jed^rzeil  eine  pariiknTäre  Auflösung  dieser  Differeatialgleicbiuig, 
wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 


r  = 


SV 


=  0,      (^)=0. 

deren  letztere  erhalten  wird,  wenn  man  den  partiellen  DiffiBrea- 
tialquotienten  von  V  in  Bezug  auf  c  als  veränderUcbe  Grösse 
=  0  set^t,  die  Grösse  c  eliminirt. 

Diese'  Regel  wollen  wir  nun  im  folgenden  Paragraphen  auf 
einige  Beispiele  anwenden. 

§•  131. 

1.     Das  vollstähdige  Integral  der  Differentialgleichung 

ist  nach  .§.  128.  , 

y  —  ex  —  fllTl-f-c'  =3  0,  - 

SO  dass  also  jetzt 


rf-i.«. 


F  =  y  —  cjf  —  ö  f  1  +  c* 


ist.  Entwickeln  wir  nun  den  partiellen  Differentialquotieaten 
von  V  in  Bezug  auf  c  als  unabhän^'ge  reränderlicbe  Grösse ;  so 
erhalten  ^ir 

(dy\  ^^    .  ae 

und  müssen  nun  also  c  aus  den  beiden  Gleichungen 


y  —  car  —  aj  1  +  c^  ==0,       n?  +      -  =3  6 

f  1  +  c^ 

eliminiren.    Aus  der  zweiten  tileichung  erhält  man  leicht 


€^± 


ac 


und  folglich  vermöge  der  ersten  Gleichung 

y  +  V-  f     «  ±  ,-ir  !     .  =  y  ±  v7^  ^■=y±Tg^-x»sO 

1  fli — a:*  —  '  f  fl»— j:*  f  a* — «»  ' 

oder 

y  =  HH  T"a*  —  ** »    y»  =  fl>  — jr»,    a?»-|-y*=:a', 

so  dass  also 

ar*  +  y'  =s  a> 
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9 

eine  partikuläre  Äuwsirtg  der  gegebenen  Differentialgleichung  ist, 
wie  wir  auch  schbri  stük  §.  12a  ^ssen. 

2.    Das  folfetäffdige  fategr^l  drf  Diffefenfialglcichung 

y  =zpx  +  f(p) 

ist  nach  §.  128. 
oder 

und  jetzt  folglich 

i 

also. 


y  =  CS  +  /(c) 
V  —  c^  — /W  =  0, 
K  =  y  —  cir  —  f(c)  ; 


Die  gesuchte  partikuläre  Auflösung^  ergiebt  sich  durch  Elimi- 
nation von  c  ätis  den  beideä  GlcJcftungen 

offenbar '^anz  tiherein^immend  mit  §.  128.  >  daMort  die  partika-^ 
i^e  Auflösuhg  durch  Elimination  von  p  ans 

y  =  pa? +/Cp),    .  a?  +  ^^  =  Ö 

gefunden  wurde,    welche^  offenbar  ganz  zu  demselben  Resultat 
wie  die  obige  Elimination  von  c  führen  muss. 

3.     Die  Differentialgleichung 

jrdx  +  ySy  =  dy  T^a?*  +y^  —  a* 
bringt  man  leicht  auf  die  Form 

ey=.^^±^^^£). 

SO  dass  also  offenbar 

I 

y  4-  c  =  T^x*  4*  y^  —  fl' , 
oder  9  wenn  man  diese  fileichung  rational  macht, 

X^  —  2  cy  —  c^  -^  fl^  si:  0 

das   vollständige    Integral    der    obigen   Differentialgleichung    ist. 

Setzt  man  nun 

^  r  =  «»  —  2cy  —  c«  — ,fl'; 

so  ist  '      ' 

und  man  muss  folglich  jetzt  c  ans  den  beiden  Gleichungen 

ar»  --i  2cy  —  c»  -^  fl*  =?:  0,     y  +  c  =  0, 

oder ,  was  offenbar  dassidbe  ist,  aus  deh-  beidfen  Gleichnngen 

y  +  «  =  y  d^»  4,  ya  — If^,    y^-essO      ^ 
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eliminireii.    Dadurch  erhält  man  sogleich  als  partikuläre  Auflö- 
sung der  gegebenen  Differentialgleichung  die  Gleichung  . 

T"«'+y*  — a*  =3  0  oder  ä*  +  y*  —  «»  =  0  • 

§.  132. 
Enthält  die  Gleichung 


(Tr)  = 


0 


bloss  c  und  constante  Grössen;  so  erhält  man,  wenn  man  ans 
derselben  c  bestimmt,  für  diese  Grösse  einen  constanten  Werth, 
und  die  durch  die  Elimination  von  e  aus  den  beiden  Gleichungen 

-  =  ».  0=0 

hervorgahende  Gleichung  wird  folglich  offenbar  aus  der  Gleichung 
F=0  erhalten,  wenn  man  in  derselben  für  c  den  vorher  ge- 
fundenen Constanten  Werth  setzt,  so  dass  also  in  diese^n  Falle 
die  Gleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  c  aus  den 
beiden  obigen  Gleichungen  erhält,  keine  paMikuTäre  Auflösung, 
sondern  bloss  ein  partikuläres  Integral  (§•  129.)  der  gegdienen 
Differentialgleichung  U=0  ist. 

Hat  die  Gleichung  F  =  Ö  die  Form 

p  +  eß=o, 

wo  P  und  Q  bloss  Functionen  von  x  und  y  sejm^  die  Grösse  e 
also  gar  nicht  enthalten  sollen;   so  ist 

und  die  Gleichnnj 


'S 


enthält  also  die  Grösse  c  gar  nichj;.  In  diesem  Falle  ist  die 
Gleichung  Q  =  0  jederzeit  selbst  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung U=0,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden 
kann.    Durch  Differentiation  der  Gleichung 

P  +  cö  =  0 
erhält  man  die  Gleichung 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  die 
Grösse  c;   so  erhält  man  die  Gleichung 

d.  i. 
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und  diese  ^GleichuDg  mpss  also,  weil  , die  Gleichung  P -{^  eQ 
z=0  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  U=:0  ist,  mit  die- 
ser .  letzten  Gleichung  identisch  seyn.  Aus  Q  =a  0  folgt  ab(^ 
dQ  =  0,  und  man  siebt  also,  däss,  wenn  Q  =  0  ist,  jederzeit 
auch  die  Gleichung 

'    :      eöP—  paß  =0,  • 

d.  i.  nach  dem  Vorher^ebendjen  die  Gleichung  17=0  erfullt;;['4ie 
Gleichung  Q  =  0  folglich  ein  Integral  der  Gleichung  U=iO  ist, 
wie  behauptet  wurde.  '  Weil  abet  die  Gleichung 

p  4-  cg  =  0  •  : 

sich  junter  der  Form  ^ 

P  • 
—  +  ß  =0   .. 


>•  t 


darstellen  lässt,  und  folglich  offenbar  für  o  =  qo  in  die  Gleichung 
Q=:0  übergeht;  so  ist  die  Gleichung  Q=iO  nicht  als  eine 
partikuläre  Auflösung,  sondern  bloss  als  ein  partikuläres  Iftt^piti 
<§.  129.)  der  Gleichung  C/äs  0  zu  betrachten. 

Das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

ist  nach  §.  128. 

Ä?*  +  y*  —  2  ca?  =  0 . 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  or  =  0  ein  partikuläres  Inte- 
gral der  vorstehenden  Differentialgleichung« 

Eine  weitere  Ausführung  der  interessanten  Lehre  von  den 
partikulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen  gestattet  der 
Zweck  dieses  Lehrbuchs  nicht. 


Fünfzehntes    Kapitel. 

Auflösung    einiger   geometrisclieii   Aufgaben« 

§.  133- 

Die  Aufgabe:  die  Gurven  zu  finden,  deren  Snbtan- 
gente  eine  gegebene  Function  X  der  Abscisse  x  ist^ 
nihrt  sogleich  auf  die  Differentialgleichung 

Darch  Sonderung  der  veränderlichen  Grössen  eigiebt  sich 

Sy  Sx   9 

IT  "^ 
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und  folglich,  wenn  m^a  integrirt. 


f  ■ 


*/..•  =/- 


Soll  i^nan  z.  B.  die  Corven  finden ,  deren  SnMatogcpte  a  ist ;  so 
hat  maa  die  Gleichung 

.•««eE"  .  '    ■ 

und  folglich 

oder,  wenn  man  C  statt  jH  e'  setzt , 

i)ie9.iflt  die  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Gurven,  unter 
denen  offenbar  die  gewöhnliche  loganthmiselfe  Unie  einölten  ist 

Soll  man  die  Gunren  finden,  bei  4eoen  die  Subtangoite  der 
doppelten  Abscisse  gleich  ist;  so  hat  man  die  Gleichung 

oder 

21. y*  =  l.y^==  Z.a?»  +4*=  l.x^-  +  l.e*'=z  /.«*'x*, 

und  folglich 

wenn  man  ±_  e^'=  C  setzt.  Hieraus  siebt  man,  dass  nur  allein 
die  apolionische  Parabel  die  Eigehschafit  bat,  dass  die  Subtan- 
gente  der  doppellen  Abscisse  gleich  ist. 

§•134. 

Wenn  man  eine  in  der  Gleichung  (p  (x',  i/)  =  0  einer  Culrve 
enthaltene  constante  Grösse,  wie  z.  B.  den  Paran^et^r  in  der 
Gleichung  der  apollonischen  Parabel,  sich  stetig  verändern  lässt; 
so  erhält  man  eine  stetige  Folge  von  Gleichungen,  denen  eine 
stetige  Folge  von  Curven  entspricht,  die  alle  von  einerlei  Art 
sind,  weil  sie  sämmtlich  durch  die  aUgemei^e  GleicbuHg  9^(07',  y) 
=  0  bestimmt  werden.  Eine  alle  diese  gleichartigen  Curven  an- 
ter  ein  und  demselben  Winkel  schneidende  Cutve  heisst  eine 
Trajectorie  derselben,  und  zwar  eine  orthogonale  Tira*  , 
«jectorie,  wenn  der  gegebene  Winkel  ein  rechter  Winkel  ist 
Das  berühmte  Problem  der  Traiectorien  sucht  die  Trajectorie  ge- 
gebener'  Curven  in  jedem  Falle  zu  bestinunen.  «die  constante 
Grösse  in  der  Gleichung  q>ix\y)  =0,  durch  deren  Verände- 
rung die  stetige  Folge  von  Curven  erhalten  wird,  welche  von 
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der  Trajectorie  ^ämmilif^h  ?iiter  ein  ifpd  Jemselben  Winkel  ge- 
schnitten werden  sohlen,  wollen  wir  im  t^olgenden  immer  durch 
-k  bezeidmen.  .  '.  -     *       .  < 

Bezeichnen  wir  die  trigonometrische  Tangente  des  gegdhenM 
Winkels  durch  u,  4ie  Coordinaten  dor  (Trajeotpviis  durch  s^y; 
so  ergiebt  sich  aus  den  -^(^^ngii^ngeiigi  ^v  Aiifg^bpi  iipi  hfjl^^ftjyftp 
Formeln  der  Diffei;entialr^chnuDg  und  der  ^naWtischen  Geom'ouie 
sogleich  die  Gleiötiung 


p       9 


oder,  wenn  wir  den  Differentialquotiente(i  ^9  der  «us.^r-'g^ 

S ebenen  Gleichung  9  (x^»  y)  =?  0  imjner  iCi^ttvickelt  werden  kann, 
urch  p^  bezeichnen,  die  Gleichung 

r 

eberlegt  man  nun  aber,  dass  die  gegtbenen  Curven  in  den 
Punkten,,  in  denen, säe  von  ißv  Trajectbrie  geschnitten  werden, 
dieselben  Coordinaten  wie  die  Trajectorie  haben,  und  bezeiolmet 
den  Werth,  welchen  det  Differeotialquolient  p'  erhält,  wenn 
man  x,y  für  d,y  ^tzt,  durch  p;  ^  so.  wird  man  sich  leicht 
überzeugen,  dass  zwischen  den  Gk^össein  A;.  x.  y  jederzeit  .die 
zwei  Gleichungen 

Statt  finden  müssen.  :  AasidiesoD. beiden  .Glekbnng^n  •erg»«fti:«ich 
die  gesuchte  Gleichung  der  Trajectorie  zwischen  x  und  y,  wenn 
man  aus  denselben  die  «Grösse  k  eliminirt.  - 

Weil  die  zweite 'der  beiden  obigen  Gleichungen  ^aä«^  iUttter 
der  Form 

dargestellt  werden  kann,  und  für  orthogonale  Trajecitorietf^ciesO 

ist;  so  wird  man,  wenn  die  gesuchte  Trajectorie  jeine  orthogo- 
nale seyn  soll,    die  Grösse  k  ans  den  bridan« Gleichungen 

-eliflunven  miissen:.  .  '     . 

Soll  die  Trajectorie  einer  stetigen^Folipe  durch  *den  Anfiing 
der  Coordinaten  gehopider  gieradcr  (jUn^n: Jeftmd  w^^p ;  so 
ist  die  gegebene  Gkidwing  v  =  kx^  «i^d^folglich  p'z=k,  p=:k. 
Also  muss  man  k  ans  4en  beiden  CUeicIinngen 


•    ^ 
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;     .       »  =  **.  •0+*Ä)+*-^'=o 

eliminiren.  Dadurch  erhält  man  als  Differentialgleichttng  der  ge- 
Midbtea  Trajectorie  die  Gleichung 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form ;. 

SO  übersieht  man  sogleich ,  dass  sieh  dieselbe  nach  §•  419»  inte- 
griren  lässt.  Setzt  man  imay=:xz;  so  erhält  man  nach  leicb- 
ter  Rechnung 

4Uid  folglich 


d«  i« 


/oder 


oder 


I      >  •  I 


oder ,  wenn  man  C  s=lc  setzt, 

alJ. -^  ■  =s  Aretang^  • 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  altf  den  Pol  eines 
Systems  der  polaren  Goordinaten  tp,  z  an ;   so  ist 

«  =  ir«*+y',      y=xtang(pf      tp -si  Are tang ^ , 

und  folglich 

Die  unter  dieser  Polargleichung  enthaltenen  Gurven  nennt  man 
logarithmische  Spiralen. 

Soll  die  gesuchte  Trajectorie  eine  orthogonale  seyn;    so  ist 

a  =  QO9    —  =  0,   und  folglich 

d.  h.  die  Trajectorie  ist  ein  Kreis ,  Weil  der  Radius  Yector  z 
eine  constante  Grösse  ist* 

Ist  jf'"  =:  ksf^  die  gegebene  Gleichung;    so  ist 
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Un^  liutt  Ai^'Cilkcbtog  id^r  oiHlibffon^W  trajei^orie '  zu  finden, 
muss  man  k  aus  den  bditeii  QfeichtiÄ^h  •'     '     '    '  '  '    •■ ' 

eliminiren.     Dadurch  erhält' man' vdräCleichnng 


H  .  / 


ii  Hi?(>a?'  4-  myc^y  äöb  o',  ' 


in  welcher  die  veränderlichen  GtosSeÄ  schon  gesondert  sind.  In- 
tegrirt  man  naii;  so  Whäll  »nfirtii     ■'  »  :  •  ->; 

woraus  erhellet,  Jass  die  gesuchte  orthogonale  Trajectorie  ent- 
weder eine  Ellipse  oder.eia€LiIxp£hfil.J$L  Die  unter  der  gege- 
benen Gleichung  y"  =  to'**  enthaltenen  Curven  nennt  man  über* 
haupt  Parabeln.  «Die  apoUonische  Parabel  erhält  man  für  m  =  1. 
n^2.     ^    ^  *  ^  ':  '-^        cj  0  J  n  li  O       .  i:       .     ,  ' 

Wip  woUeii;  nun  (locli  i4iß  /QilTYC^  f^  l>^.timmen  suchen, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  von  einem  gegebe- 
nen Punkte  auf  ihre  T^i^gepten  gefällten  Perpen- 
dikel die  gegebene  Länge  a  ha^en. 

Man  nehme  den  gegebenen  Pnplift;;  als.  Anfang  der  Coorijinji^ 
ten  an.  Die  Gleichung  der  4iV^<rt^  i^.  tJE^M^M  sy  der  gesuchten 
Curve  gezogenen.. Tangente,  ist  lje^iji^lijpl^|.,j; 

.•I  ~  ■  \  ;  ■ 

Die  Gleichung  A6s  van  i^tt'  Änfatfge  'defr  Cobrdinaleii^  i!  i.  'von' 
dem  gegebenen  Punkte  ^^^  auf  dicrse»  Tangente  gefällten  Perpendi- 
kels ist  nach  Principieh  der  analytischen  Geometrie, 

♦,. ....  'i  ■.•   iSx  .'     ■■!•..■    f        .'     '   ••» 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten, wii^9  wenn  z,  u  die  Co- 
'  ordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  beiden  denselben  entspre- 
chenden Linien  bezeichnen^  '^  "      \ 

Nach  den  Bedingunge^i  der  Aufgabe. und  bekannten  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  erhält  man  nun  die  Gleichung 

also  ' 

ydx  —  xB}i  =  +  aydx'^  +  dy^  • 

Das  voUstäxidige  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §.  128. 

y  =5  «*  i  «l'^i  +  c*, 

Integralrechnoiig*  *^ 
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und  jede  durch  diese  Gleidmiie  durgestellte  gefade  Lude  .bat  also 
die  in  der  Aufgabe  verlaogte  Eigenschaft. 

Da  aber  nach  §•  131. 1.  die  obige  DifferenKialgldchiuig  audi 
noch  die  partikuBre  Auflösang 

»•  +  jr«  »  «> 

zulässt;   so  genügt  anch  der  dieser  lel^tern  Gleichung  entspre* 
chende  Kreis  der  vorgelegten  Aufgab^. 

Aus  diesem  einfachen  Beispiele  erhellet  zu^eicb,  wie  wich- 
tig die  partikulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen  bei 
auf  Differentialgleichungen  fiihnmden  geometrischen  Aufgaben  sind. 


S  e  c  h  s  z  e  h  n  tes    KapiteL 

Integration  der  Differentialgleidiniigen  der  zweiten  Ord«- 
nong  zwiM^heB  sw^  teränderlichen  Grosseiu 

§.  136. 

Wir  müssen  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  Integration  eini- 
ger besonders  wichtigen  Dtfiferentialgleiphungen  der  zweiten  Ord- 
nung zwischen  zwei  yeränderKchen  Grössen,  d.  i.  solcher,  welche 
ausser  dem  ersten  auch  noch  den  zweiten  Differentialquotienten, 
oder  letztern  allein  enthalten ,  begnügen.  Zuerst  wollen  wir  nur 
einige  ganz  einfache  Fälle  betrachten,  wobei  immer  X  eme  Fun- 
ction von  X  allein,  Y  eine  Function  von  y  allein  bezeichnen  soll. 

^*  gj3  +  •*  =  0  • 
Stellt  man  diese  Gleichung  unter  der  Form 

dar,  uad  integrirt  dann;    so  ergiebt  sich 

oder 

und  folglich,  wenn  man  nun  wieder  integrirt, 

V  +  fdxfxdx  =  Cx  +  er, 
wo  C  und  C  zwei  willköhrliche  Gonstanlen  sind. 

Diese  Gleichung  kann  man  unter  der  Form 
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darstelleo.    Integrirt  man  nua»  so  ei^all  nan 


und  folglich 
oder 


dy  =  öxTC-2/y^y  , 


dx 


^ 


Also  ist 


wo  C  und  C  wieder  zwei  willkührliche  Gonstanten  sind. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

0+  X=:0   oder  ^^  +  Xß*  ==  0 

hringen.    Weil  nun 

ist;  so  erhält  man  durch  Integration  der  ohigen  Gleichung  leicht 
und  folglich 

»  =f-7xshrc-  +  '^• 

Diese  Gleicbang  kann  man  a<if  di6  Ponn 

^  +  ra^  s  0  oder    •''F     +  röj>  =s  0 

bringen.    Integrirt  man  Qan,  so  ei^ebt  sieh 

und  folglich 

15  * 
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oder,  wenn  man  +^«f:5öC"*  setzte 
und  folglich 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Form 

^  +   XÖ4-  =  0  oder    A|f^tL  +  ißa?  =  0 

bringen.    Intcgrirt  inan  nün^   so  erhält  man 

und  folglich 

Also  ist ,  wenn  man  ±^ifi=:C  setzt. 

Diese  ^Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

^  +   ySt,  =  0  oder  S  (^  +  y^y  =  0 

bringen,  und  erhält  nun  durch  Integration 

also 

+  C 


Alle  hier  gefundenen  Integrale  enthalten  zwei  willkuhHiche 
Conslanten,  und  es  wird  nun  auch  leicht  im  Allgemeinen  er- 
hellen, dass  überhaupt  das  Integral  jeder  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  zwei 
willkuhrliche  Gonstanten  enthalten  mnss. 
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Wenn  dne  Diffcrentiälgfeiclrüng  der  i\^elteii  Ordntfng  bloss 

5^  und  3^  ohne  s  und  y  enthält;  so  seb(e man  -Ji.  ==  p ,  2^  =  &  . 

Dann  wird  «ich  die  gegebene  Differentialgleichung,  pfifenbar  imme^ 

auf  die  Form  -^  =  P  oder  f5a?  =x  -^     wo  P.eine  Function  von 

/i  allein  ist,  bringen  lassea.    lotegrirt  mau-  nuii^    so  erhält  matt 

I  •     X  j—     /  '    p  -    if-    C  • 

Weil  aber 

ist;    so  ist 

•  ,    .  /•  ^     '"■  ^ "  •■•■'.        • 

■.••..•  •  . '  ■  ' 

und  man  wird  nun  durch  Elimination  der  Grösse  p  aus  den  Glei- 
chungen 1.  und  2.  die  ges.ucbte  Gleichung  zachen  s  und  y  er-  , 
halten,    wobei  zugleich  klar  ist,    dass  diese  Gleichung  wieder 
zwei  iyillkübrliche  Constanten  enthalten  wird. 

'-  §.  138. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ^^ 
^  und  s,  aber  nicht  y  enthält;  so  setze  man  wieder  ^=:p, 

«-^  =  k2.  Dadurch  verwandelt  sich  die  gegebene  Differential- 
gleichung in  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  zwischen 
X  und  j9.  Kann  man  diese  Differentialgleichung  integnren  und  p" 
durch  X  ausdrücken;  so  ist,  weil  fiyT=zpSx  ist,  y=C  +/pSx. 
Sollte  sich  aber  leichter  s  durch  p  ausdrücken  lassen;  so  würde 
nach  %.  27..y=px  —  fscip  §eyn. 

\ 

Enthält  die  gegebene  T)ifferentialgleichung  g^,  ^    und   y, 

aber  nicht  jt;  so  setze  man  wieder  jM=p.    Dann  ist 

8^y  j^  Sp  '__  fip    By  _^      Sp 

äi^  -  57  - '3jr  "3^  "  ^^' 

und  nach  gehöriger  Substitution  erhält  man  offenbar  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  zwischen  p  und  y.  Kiann 
man   diese  Gleichung •  integriren  und  p  durch  y  ausdrücken;    so 

ist  offenbar  x=  C-^-  i-^.  Sollte  sich  aber  y  leichter  durch 
^  ausdrücken  lassen ;  so  würde  nach  §.27,  «?=»•-■ +  /-^^.scyn. 
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§.  139. 
Wir  wollen  uns  nun  mit  der  Integralion  der  Qdcboni^ 

WO  A,  B,  C  constante  6r5s^n  bezeichnen  sollen  ^  besdiäftigen. 

Man  setze,  nm  diese  Glrichang  zu  integriren,  y  =  J^' y 
wo. 2  eine  neue  Function  von  m  bezeichnet;  so  ist 

und  folglich 

a{%^  +  ^)   +  BS  +  C  =  0, 

welches  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Omnung  ist,  durch 
deren  Integration  die  Fo^ction  %  bestimmt  werden  moss«  Bringl 
man  aber  diese  Differentialgleichung  auf  die  Form 

SO  sind  die  vetiinderlichen  Grössen  gesondert,  und  die  GleichuBg 
lässt  sich  also  integriren.  Hat  man  aber  auf  diese  Art  %  be- 
stimmt; so  ist  auch  g  =  «A^^  gefunden.     *  ^ 

Die  gegebene  Gleichung  lässt  sich  aber  noch  auf  eine  an- 
dere merkwürdige  Art  integriren.  Setzt  man  nämlich  yssce^-^, 
wo  o  und  d  constante  Grössen  bezeichnen  sollen;    so  ist 

und  fol^oh 

JiQ  +  B^  +  Cy  =  (i<fl«  H-  Bfl  +  C)ce^. 
Also  wird  die  Gleichung 

^sX  +  'Ä  +  o-« 

offenbar  erfüllt  werden,  wenn  man^ysce^'  und  für  0  eine 
Wurzel  der  Gleichung  ^        ' 

ilö'  +  Bö  +  C  a=  0 

setzt,    c  ist  eine  ganz  willkührliche  Constante. 

^  Sind  nun  X  und  X  die  beiden  Wurzelnjtier  quadratischen 
Gleichung 

AB^  +  BS  +  CzriO; 

so  genügt  sowohl  y  =  c«^^,  als  auch  y  =3  c V  * ,  wo  o  und  c 
willktihrliche  Constanten  sind,  der  gegebenen  Gleichung,  und  ich 
behaupte  nun,  dass  auch 

y  C5  c#      +  c* 
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dieser  Gleichung  geoügt,    wie    auf  folgende  Art  leicht  gezeigt 
werden  kann. 

Man  setze  )s=:  C0^,    x  zrzct^^  ^  und 

SO  ist 

ay         5z         S%       d^y        dH    .     dH' 

und  folglich 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

ca?'  rar  '  0x*  c/# 

ist;  so  ist  auch 

wie  behauptet  wurde. 

In  Bezug  auf  die  Wurzeln  X  und  X  der  ^adratischen  Gleichung 

wollen  wir  nun  die  drei  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

I.  Wenn  die  Wurzeln  X  und  X  reell  und  ungleich  sind; 
so  enthält  das  Integral 

unserer  Differentialgleichung  zwei  willkfibrlidie  Gonstanten,  und 
ist  daher  offenbar  als  das  vollständige  Integral  dieser  Differen* 
tialgleichung  zii  betrachten. 

II.  Wenn  aber  die  Wurzeln  X  und  X  reeU  und  einander 
gleich  sind;    so  ist 

und  dieses  Integral  ist  also,  weil  es  offenbar  nur  die  eine 
willkührliche  Constante  c '{-  c  enthält,  bloss  als  ein  partikuläres 
Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  zu  betrachten.  In 
diesem  Falle  kann  man  aber,  die  zu  Anfange  dieses  Paragraphen 
gelehrte  Methode  anwendend,  auf  folgende  Art  verfahren. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen  ist 
und.  folglich 

also 
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I. 

Daher  ist,  nach  dem  Ojiigen.  «. 

Z  — ^  JL  "       '  m 

und  folgh'cb 

Also  ist  nach  dem  Obigen        * 

oder ,  wenn  man  jetzt  für  +  ce^  und  +  «^  r^pective  c  und  c 
setzt, 

welches  Integral  nun  zwei  willkührliche  Constanten  eithält,  und 
daher  als  das  vollstUnd\g^  Integral .  unserer  Differentialgleichung 
zu  betrachten  seyn*  wird.' 

111.  Wenn  die  Wurzeln  X  und  X  beide  imaginär  sind;  so  s^y 
Dann  ist  nach  D.  §.  l!26/ 

Xx  ax  fijry*^  ax.       ^     .     .    _     -v*-^x 

€       =z  c      e  :=  ^     {cosßx-ir  smßx.  f  — 1), 

l'x         ax  •^ßxY'^i        (iXf        -  ,    ^     -v^-'-r.     . 

e        =«      t  =^     \cQ%ßx-^%inpx*\  — !)• 

Folglich  ist 

y  =s  «"^{(c-|hc')cos)?a:  +  (c  —  c) sin ßx .X'^\  j 

oder,  wenn  man  jetzt  für  c  +  c'  und  (c — c')y"IIi  rcspective  c 
und  c  setzt, 

y=  e**"^  (c  coz  ßx  +  c's  jn  ^j")  . 

§.  140. 
Die  Differentialgleichung 

wo  P  und  Q ^Functionen  von  x  bezeichnen  sollen,  kann  durch 

die  Substitution  y  =s  ef^^^  immer  auf  eine  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  zurückgeführt  werden,  indem  man  durch 
diese  Substitution  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Para- 
graphen die  Gleichung  * 
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erhält.     Kann  man   aus  dieser  Gleichung  s  bestimmen;    so  ist 
auch  y  =  eJ^^^  als  gefaödea  zu  betrachten.    ' 

Kennt  man  zwei  partikuläre  Integralß  unserer  Differenüf^l'- 
gleichung;  so  ist,  wenn  diese  beiden  partikulären  Integrale  durch 
z  und  z  bezeichnet  werden. 


t » 


y  szz  cz  +  eZf        "'  ' 

WO  c  und  c  zwei  willkührliche  Gonstanten  sind,   das  volLs/täh- 
dige  Integral.  ;    v. .  ; 

Es  ist  nämlich  N*^  !.i;i 


•;•.,  >\ 


und  folglich        .   ..'  -  "-■     ''^V  - 

t  ■■  •  

also,   weil  nach  der  Voraussetzung 

ist,  '•    '••'» 

wie  erfordert  wird.  !  :  :       ...   I ;  -r 

Kennt  man  nur  ein  partikuläres . Inti^ral  z;  so  setze  man 
y  =  zty  wo  t  eine  noch  unbestimmte  FuncGoh  von  x  bezeich- 
net.    Dann  ist 


ä 

und  folglich  .   ,       . 

. ,  ..= '(1?.  *  f  1 1  «•)  t  ?l^  4  *'£-:+ '.%„,. 

li'.'!.,  weil  nach  d^r  Voräässetzung      '   -  '     ,  *  ' 

ist,  .  •     ^.  •'•  •  »  ••  *■   •  ''  ■**•'' 

Soll  nun  r  '      ; 

seyn;  so  muss  /  so  bestimmt  werden,  dass 


>  «^ 


Zm^mm^äm 


^^S^-«^ 

•^  ^ 


— ^>*r=:4-l-iA^*  -H-i.x»  i.4 


rV  CT 


^    -     ^-  X     «  = 


ifojsreli  ab^  jf  ^fimfcy  ist* 


§.  Mi. 

l«teg;ralHM  der  Kftwriaigtciriwiig 

^^  /t  FtmelMHie«  Tmi  x  m;ii  soüesy  hangt 

fM  m  ytmffm  Fjragraffcpn   tetxaid 
(  tfi^^  wdebe»  auf  Mfodt  Art  gexe^t 


Nftn  tr^llmm«  fiiAii  naeb  |.  140.  s  ans  der  Gleicbimg 

Mfi  MI  fm'iK!!'  F  tttti  der  Qleiohttog 
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za  bestimmeo^ 

Setzt  man  zu  dem  Ende  ^  s=  17;  so  wird  die  rorstebeitde 
GleichuDg 

Diese  Gieichan^  lässt  sieb  nacb  §•  123.  integrire&y  Indem  man 
nämlicb  nacb  diesem  Paragrapben 

.  oder,  weil 

e  «— ,        e        =«» 

ist,  < 

erbält. 

Ferner  ist  nun 

V  szzfudx  +  er,    fftszfüda  +  C«, 
wodurch  also,  wenn  qian  nur  z  besttm^it  bat,  y  gefanden  ist. 

§.  142. 

Die  Integration  d^  Gleicbung 


wo  A  und  B  constante  Grössen  bezeicbnen  sollen,    bangt  nacb 
§•  141.  von  der  Integration  der  Gleicbung 

ab* 

Dieser  Gleicbung  wird  nacb  §•  139.  Genüge  gpeleistet,'  wenn 
man,  indem  X  eine  Wurzel  der  quadratiscben  Gleicbung 

ist,  «s=se^  setzt.     Dadurcb  wird  nacb  §.141*  im  vorliegen- 
den Falle  ^ 

Weil  aber  nacb  der  Tbeorie  der  quadratischen  Gleichungen,  wenn 
X  die  zweite  Wurzel  der  obigen  quadratiscben  Gleichungen  be- 


80 


zeichnet,  ^=  r^^A  — V^  ^  +  SA,=;^~  A%..^  +  1  =  — A 
ist;    so  ist         '  •  *       '  ;.  ,      j  ~ 

WO  wir  nun  wieder  die^rfifi^l^^Bden  Falte  ii^tei^sche^^ 

>.  •        '      /' 
tf  Ifii'W^^V  ^  Warz^  iif,a.  b^de  reell  .und  ungidch  sind; 
erSält  man  '. 

■  ■,         ,  -  -> 

und  folglich  nach  §.  141. 

e^fe-^fldx  -  e^>fe-H'Rf)x         c/'  ^  ^  Ix 

V  = ; x^ix- — ^ — ".-  T^'  +  ^*   • 

IL   Wenn  die  Wurzeln  Xy  X  beide  reell  nnd  einander  gleich 
sind;  so  ist  nach  dem  Obigen 


■\ 


.     r  =fdxfr'^Rdx  +  Cx  +  C 

• '         "   • '  •■     •  » .' .      •.'...... 

=  xfe'^^Rdx  ^fe^^^Rxdx  +  Cr  +  C, 
und  folglich  '   -     ' 

y  =  e^^{a7/e~"^*  Rdx  -;- fe'T ^^  Rx Bx]   -^^  e^^(C^  +  C). 

III.  Wenn  endlich  die  Wurieln  jl,  A'  beide  imaginär  sind, 
und  i=a  +  /?f =T,  Aftlsa  — ^^=1,  X^  X'  =2/?fri 
ist;    so  ist  '   •■  '    '  ■ 

;  ■        ■     ■■■.!     ■■*.•'■   '     .-  '  • 

und  folglich  nach  I, 

-  «"^  (cos  ßx  —  sin  ßot .  y^^)ft''*^{cos ßx  +  sin  /?x .  K^)  llc?a 

■:-^     -  .       i^r=^       -~ — ^ 


I  i 
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woraus  nach  leichter  Rechnung 


»='-r-w^ 


\»^'-'lsinßx  I e         Kcosßxdx^'^  cosßx  f  e         Rsinßxdx\ 


oder,  wenn  man  der  Kiirze  tiaegcj^     n 


\i 


C- 


setzt,         .   •    • 

y  ST  /*^(cco8ßx  +  e'sinßx) 


^  ==,*.  cyrri  +  '^  =  c 


2^ 


■  .1 


•  •  •  \t 


aar 


•      Ä    l^inßxje'         Rco5ßx9x  —  tozß^  j t         Kzinßxdx\ 

•••       •  A|  */  I».  V     •■  .*'  w 

erhalten  wird. 


i  •  k     • 


^  .  /  ■#.'■• 


•  t 


4  I 


' 

t 

. » 

1 

• »  // 

■..:•■         .  : 

i 

'*  /    • 

• 

,=:■!. 

»  •    .      . 

'-     ' 

•i  ; 

J»-'!     \ 

' 

f 

I . 


■    1-  .  • 


.1  .  •  . 

•      l-       -     .  I 

I 


tt   f   t 


M': 


•  • 


Anhang. 


Einiges  über  Cuiren  von  doppelter  Krfim- 
miing  und  über  krumme  Flachem 


I.   Tangenten  der  Cnrren  Ton  doppelter  Krfimmnng. 

Die  GlddiiiDgeB  einer  Gur^eron  doppeller  KrSmmnng  sqrea 

/(•«•»  y)  =  o>    v(**«)  =  o, 

wo  bekanntlich  die  erste  die  Gkidkan;  der  lyojeodon .  der  me- 
benen  Cnnre  aof  der  Ebeae  der  j^,  die  zweite  die  Glncäoog 
ihrer  Projection  anf  der  Ebene  der  xz  ist.  Die  Projeelionea  disr 
durch  den  Punkt  xyx  der  gegebenen  Gnrve  gdienden  Tangeote 
derselben  auf  der  Ebene  der  xif  und  der  Ebene  der  xz  "sind  of- 
fenbar die  Tangenten  der  Projectionen  der  gegebenen  Gnire  auf 
den  in  Rede  stehenden  Ebenen  in  den  Punkten  sy  nnd  xz  dieser 
Pi'ojectionen.  Weil  nun,  wenn  wir  die  veränderlichen  Coordi- 
naten  durch  x'y  y\  z  bezeichnen,  bekanntlich  die  Gleichang  der 
Tangente  der  Projection  der  g^ebenen  Gurve  auf  der  Ebene  der 
xy  in  dem  Punkte  xy  dieser  Projection 

dagegen  die  Gleichung  der.  Tangente  der  Projection  der  gegdienei 
Corvo  auf  der  Ebene  der  x%  in  deib  Punkte  xz  dieser  Projectioi 

ist,  wo  die  Differentialquotienten  ^  und  -^  respective  aus  des 

gegebenen  Gleichungen 

/(x,  y)  =  0  und   g)(jr,  s)  as  0 
entwickelt  werden  müssen;  so  sind 


I 
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die  gesuchten  Gleicfaangen  4er  Tangente  der  gegebenen  doppelt 
gekrümmten  Gurve  in  dem  Punkte  xgz  dieser  Gunre. 

Setzt  man 
80  Ist  N 

Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ^ ,  <^,  und 


führt  die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  obigen  Gleichungen  der 

gezogenen  'fiii 
derselben  ein;  so  werden  diese  Gleichungen  leicht  auf  die  Form 


durch  den  Punkt  xyz  der  gegebenen  Curve  gezogenen  l^ngente 


gebracht. 

§«  2. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  der  gegebenen ' doppeil 
gekrmmmten  Curve  in  dem  Punkte  sy»^  d.  h.  der  Ebene, 
wetche  durdi  diesen  Punkt  geht,  und  auf  der  durch  denselben 
geaogwen  fierubrenden  der  gegebenen  Curve  senkrecht  steht,  sey 

Wdl  diese  Ebene  durch  den  Punkt  syz  geht;  so  ist 

ulr  +  J5y  +  C»  rh  D  «3  0  , 

und  foldich,  wenn  man  die  letztere  Gleichung  von  der  erstem 
subtrahirt, 

wodurch  D  eliminirt  ist.  Weil  femer  die  Nörmalebene  auf  deir 
durch  den  Punkt  xyz  der  gegdienen  Curve  an  dieselbe  gezogenen 
Tangente  senkrecht  steht;  so  ist  nach  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie  und.§.  !• 

Also-  ist 

die  gesuchte  Gleichaag  der  Normalebene.., 
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'  :  •:» 


n.    Berllliretffle  Ebenen  kmninji^  FISfelien. 

§.3. 

Di^  Gleichung  einer  beliebigen  knunmen  Fläche  sey 

/(ar,  y,  ä)  =  0  . 

Die  Gleichang  jeder  durch  den  Punkt  s^  jdte^er  Fläche  ge- 
legten Ebene  hat  nach  Principien  der  analytischen  Geometrie 
die  Form 

,  -  •  > 

Nun  lasse  man  sich  x  und  y  um  die  willkührUcben  Gros- 
sen Jx  und  Jy  andern ,  und  bezeichne  die  dritte  Coordinate  des 
den  Coordinaten  X'\'^x^  y  -^  ^y  entsprechenden  Punktes  in 
der  durch  die  vorstehend^  Gleichung  \bestimmten '  Ebene  durch 
Z;  so  erhält  man,  wenn. man  in  dieser  Gleichung  fiir  x\  y^  z 
respective  x  -f-  Jx,  y  +  ^Vy  ^  setet,  kieht 

oder 

Bezeichnen  wir  ferner  die  (dritte  Coordinate  des  den  Coordinaten 
x+Jxy  jf  +  ^j^  entsprechenden  Punktes  in  der :  gegebenen 
krummen  Fläche  durch  z-^-.Jz;  so  ist  naoh  dem  Taylor^sehen 
Lehrsatze  für  Functionen  mit  mebrern.  veränderlichen  urössen 

WO  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet ,  und  P'Xq)  ans 

i^z  erhalten  wird,   wenu  man  für  jr,  y  respective  x  +■  gdx, 

y  +  gBy^oitv  eigentlich  X'{*qJx^  y  +  Q^y  setzt.  Weil  aber 
bekanntlich 

ist;  so  ist 

üeberlegt  man  nun,  dass  ^2^  jje  Grössen  5a?,  f?y  oder  eigent- 
lich Jx^  Jy  in  jedem  Gliede  in  der  zweiten  Dimension  enthält^ 
so  erbellet  aus  Vergleichung  der  beiden  Gleichungen 

leicht,  dass  unter  allen  Ebenen,  welche  sich  durch  den  Pmikt 
xy%  in  der  gegebenen  krui^imen  Fläche  legen  lassen ,  die  sich  in 
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der  Nähe  des   Punktes  xyz  am   Engsten,    Innigsten  odef  Ge-** 
nauesten  an  die  krumme  Fläche  anschliesst,   für  welche 

--=(^).  -»=(f).• 
ist,  und  dass  folglich  ' 

oder 

oder  ..  ' 

die  Gleicimng  der ,   die  gegebene  krumme  Fläche  in  dem  Punkte 
xyz  berührenden  Ebene  ist. 

Die  partiellen  Differentialquolienteo  (-^j>     (-^  ]  nifes«i 

immer  aus  der  gegebenen  Gleichung  /(jt,  y,  z)  =  Q  entwickelt 
'werden. 

•   Setzt  man /(a7,y,  «)  =s;  so  ist 

Bestimmt  man  aus  diesen  Gleichungen  (^g^J*  ("3^)»  updfuhjrl' 

die  Werthe  in  die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  ein;  so  er- 
hält diese  Gleichung  die  Form 

«••-'>(-Sr)+<»-"(-|-),r<''->(^)=°-  ' 

Ist  Z.  B. 

oder 

©•+(i)'^(Ty-'=° 

die  Gleichung  der  gegebenen  krummen  Fläche;  so  ist 
und  folglich 

\da;  )'^  1^'     V"^/  ^     t^'    '      \dz  )  c»    '  .  i 

Integralrecbiiuiig.  ^^ 


2ftae 

Mm  mt 

C^-'J^  +  (3  -  f}-^  +  i:  -  r)  ~=o 

^+i^rf-(fy-(iy-(T)*-. 

^»  T  ^,  +  ^       1  —  •, 

Ä»    ^    A»    ^    #» 

£e  GIcicboBg  dir  die  gcgAoe  knonie  FBdK  im  iea  Piube 
xyjs  bttSbreoittk  Ebene. 

|.  4. 

die  Ckichiiiigea  der  Normale  der  durph  die  GIcidi— g 

cbaraeterisirten  kmoimen  Fläche  10  dem  Punkle  xjrx;  so  ist, 
weil  diese  Normale  durch  den  Punkt  xyz  geht^  ^ 

ff  SS  Jx  +  B9    z  =s  Äx  +  B*, 

und  folglieh  dorch  Sn))tra^tion 

Weil  aber  die  Normale  ihreto  Begriffe  nach  auf  der  Bernbrungs- 
ebene  der  krummen.  Fläche  in  dem  PunktQ  xyz  senkrecht  ist; 
so  ergchen  sich  als  Gleichungen  der  Normale»  nach  Prindpien 
der  analytischen  Geometrie  nun  sehr  leicht  die  beiden  Gleichungen 

oder  auch 

"'-' — (fe)(''--*>'  j''-i'=-(l7)(«'-»)- 

in.   Rcctißcation  dei^  Cnrvcn  von  dc^pelter  Krümmung« 

§.5. 

Es  seyeu  wiedisr 

/(a-,  y)  =  0,      (jp(a?,  x)  =  0 

die  (ilcichungeu  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung ,    und  1 
bezeichne  überhaupt  einen  bei    dem  Punkte  xyz  dieser  Corre 


Doppelt  gekrümmte  Gitt^tt  Ikid  knimme  Flächen.   243 

8i(5h  endigenden  Bogten  d^rselbeiff.  v^eiiflert  'leitiü  ii^^isich  xim'^x\ 
00  werden  sich  y,  %  «  «*öpeoÜtfe  tiw' i/i^/L^  rind 

Blich  Principien  der  iinsdytisfchen  G^ineltne 'i^  '      .     .' 

■  • 

oder  .    ,, 

Also  ist,  wenn  man  Jx  sich  der  NnU^näb^n  läM,  und  zu  den 
Gränzen  übergeht,  ^        ^  ^ 


oder  auch 


Setzung,  dass  a  kleiner  als  b  ist v;  durch  ganz  ähnliche  Betrach- 
tungen wie  in  §.  92.  und  §.  9o.  der  Integralrechnung  ohne 
Schwierigkeit  -"i    .   •>      /   ..V         ;i  .  r/ • ' 

Die  Differcntialquotieiiten  unter  flcto  Würi!eJz^icIien'^;Wä  %^i^ 
aus  den  Gleichungen^  .r    '^'.  :. -'.inr'.,;.^^ 

....     /(•*•,.  y)  ==  0^,     ^(^,,4.?r??-0;)ii    .1'.'  -.A    n.J.I-a 
der  gegebenen  Gurve  zu  entwickeln.  -'^^   i'»iub 


•      •iiii'.t/         I»--'     lij    ■•- 

IV.    Complaiiation  krrfiirtAfcr;^]^^^^  yf  ^^ 

^     ^      .  '•    :•.  .'/i  '\  :>  li.ii  ^.  .  *  no'f 
Die  Gleichung  einer  beliebigen  fcrummenc  Flldrti' sejr '•    /:  «f 

Die   Gleichung  der 'durch   den  Punkt  .a^yc  dieser  krummen 
Fläche  gehenden  JSeriihrungsebene  derselben  ist  nachr,§.  3,  /.  ;;  ; 

(*  -  ')(S-)  +  (^  - y> (f )  -  (^'-  '^  -'- ' '  ' 

Folglich  ist  ,•  wenn  V  d^n  Neigungswinkel  dieser  Berflurungsebene 
gegen  die  Ebene  der  xy  bezeichnet^  nach*  Priucipien  der  analj^r 
tischen  Geometrie  :»  ".    '^  - 

r«+®)-+(f)" 

16* 


244  ■„..  L-JiMkamfü   .    •      ' 

Lasst  Bian  scb  jetzt  -x  nni  y  m  '4ie  fosilivca  GrSifen  ^^x  «ri 
,^jf  Teräodeniy  und  bezeichnet  das  SImIl  der  gegebenen  Flidie, 
dessen  Projeetion  unf  ier  Ebene  dfv  ajp  des  dareh  Jia?  nnd  ^jr 
bestimmte  Rechteck  ist,  durch  F^  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  von  den  Projectiofken 

d.  i.  nach  dem  Vorbe^ehenden 


oder 


/■*(i^)'-(f)' 


''=^'^^)C*+(-i-y-»-(M. 


*/■; 


init  desto  grossci^r  fönaliigkeit,  je  kleine]^  die  Grössen  /ix  nod 

§.  7.    . 

• 

Scyen  nun  n,  6^  wo  n  kleiner  als  h  sejm  soll ,  zwei  bde* 
bige  Werthe  von  x^  nnd  a^  ^,  wo  a  kImer  als  ß  seyn  soll, 
zwei  beliebige  W^rÜie  Von  y.  Dorch  die  Endpunkte  von  «,  6 
le|;e  man.  zwei  mit  der  Ebene  der  jgz^  darch  die  Endpunkte 
Votl^V, /i^'zWei  mit  der  Ebene  der  xz  parallele  Ebenen,  und  be* 
zeichne  das  zwischen  diesen  vier  auf  der  Ebene  der  xy  saik- 
rechten  Ebenen  liegende  Stück  der  gegebenen  krummen  Fläche 
durch  S. 

Legt  man  überhaupt  durch  die  Endpunkte  der  Goordinaten 
X  nnd  X  +  Jx  ^wei  mit  der  Ebene  der  yz  parallele  Ebenen; 
so  ist  das  Zwischen  dfeseh  beiden  und  den  durch  die  Endpunkte 
Ton  a,  ß  mit  der  Ebene  der  xz  parallel  gelegten  Ebenen  enthal- 
tene Stück  der  cegebcDcn  krummen  Fläche  nach  §.  6.  und  dem 
in  §.  103«  der  Integralrechnung  bewiesenen  Satze  oflenbar 

=-/^r.+($)-+(t)'-. 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jx  ist,  und  folt^lich 
wieder  nach  dem  angeführten  Satze  der  Integralrechnung  offenbar 

Dass  man  in  dieser  Formel  auch  x  und  y  gegen  einander  ver- 
tauschen, und  folglich  auch 
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setzen  kann,  geht  ans  der  obkeib einfachen  Betrachtung  sogleich 
hervor.    Auch  braucht  wohl 'kaiUn  noch  besonders  erinnert  zu 


und 


•jobc 


•1m!»'I 


»    \ 


J<^;  M;!'u;[lh;:',;[  n)I>ir;;^!a  ;;^'>:§<ii&i';h  -iinr'ihl'»)    ■-  «>^'-  J^"?^'^'-  ' 

Wir  wollen  uns  jetzt  m  der  Ebene  der  sy  eine  behebige 
Curve  den^pp ,  deren  GIei(jiuiig  y  =  fßXx)  sejrn  mag^,  ^und  wol- 
len dürelr  di<»iarCiaTcr%i^eT:J^^  ':^^$e3^re«ble  Cy- 
lioderflädfa^  legen.  Ferner  wollen  tnr  aurcn  die  Endpunkte  der 
Coordinaten  x  =  a,  j?==&,  wo  a  kleiner  als  6  seyn  sol^^-s^wei 
mit  der  Ebene  der  yz  parallele  Ebenen  le^en,  nehmen  an,  dass 
der  .zwischen  diesen^  b^den'Eb'äipniregiwd^  durch  die 


Gleichung  ^£±^  ^(jr)!beslhniiften:  üuihrcy^gaii^  tijX  fer  positiven 
Seite  der  Ebene  der  xz  liegt.   Und  bezeichnen  das  zwischen  der 
.j^ljfip.c^er  icz,  Aen  beiden , durch 'di($!^nd{M}nkt0:>d^ 
s  ab  ,ij^>r ,£=?(..  i^  f^«aij[j$i  iselegten  Ebenen^ 

jUnu'^er  .in  ReBcj  ijtebpn^^  Stüdb  der  ge^ 

^ebeienk^  Ä.  ;    .,..  vv   •;■        '     "'   ; 

Legt  man  überhaupt  durch  die  Endpjdnkte "Ae^  u^oi^dlnätien 
X  und  X  '\-  Ax  zwei  mit  ^r  EbeiM;  der^^^s  parallele  Ebenen ; 
so  ist  das  zwisöheü^  düesbi  beiden  Meilen  |^\der  Ih  Rede  stehen- 
den Cylinderfläche  und  äer  Ebene '  der  xz  enthaltene  Stück  d^ 
f;cgebenen  krummen  Fläche  nach  §.  6.  und  dem  in  §•  103.'  d^ 
ntegr«ih*echnung  bewiesenen  Satze  offenbar  • 

wo  bei  4er  Integralion' *^x  als  constant  zu  betrachte^  ut^,  mit 
ttesto .  grösserer  Genai^ig^^^,  je  kleiner  ^or  ist 

Folglich  ist  nach  dem  angeführten  Satze  der  Integralrechnung 
offenbar 


ml  iAjitefig.fcp.iAto?to>g»l^irii<ii'iifciJ|g^^ 


für  jeden  Paukt  dieier  Ecgeiflachc  oSeolMir 
6ier 

welches  also  die  Gleichong  derin.Aede  stehenden  K^elfläclie  ist« 


aller 
au'f  der  Ebene  der  xy  senkredit  ittfthlcftfetf't^lfcÄiMSi^ 


■  •         :  I 


•  Im 


d.  'u 

it.} 


t-  •■  .'j  ,1'«  rf^." 

*'    <!■   ;  /  i  :.  I    '  ':   .  '-  .     '  *    ir»i  i'..- 1  •     Ui    '.-     ^    Ii'J.  '      ■    • 

[rc  sin 
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■r 
]^«*  — o?»  ^     '  ^     J    r   «*  — ar* 

•  I  -  ■    —  I     I 

also  \  '  -        .  ^  ' 

« 

.    -  —        -     j    -.^ .  1   ..  X  )       \  ft  rs.   C.   ■ 

und  folglich 

•     ,     >■      .-Za^.*.       -       -      ••--       -.y  \-   'S     rz  --    4I«'?-""     ••  -   '■ 


Will  man  den  vierten  Theil  der  ganzen  Kegelfläphe  haben^ 
so  muss  man  jt  =  a  setzißn.     Dadurch  erhält  man  mi^  vierteil 

und  also  die 
aus  den  Ele- 

§•  10. 

In  Fig,  4.  sey  ABCF  der  Octant  einer  mit  dem  Halb« 
messser  OA  =3^  OB  ^=s  OC  =±  a  4\|S  CLaLs  HitLelpunk^  {)^^^l^e- 
benen  Kugelfläche.  Ufeber  OA  =  a  als  Dtrrchmesser  sey  in  wr 
Ebene  der  sy  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xz  ein  .^^Ibr 
kreis  beschrieben,  und  durch  denselben  eine  auf  der  Ehentlk»'^ 
senkrechte  Cylinderfliche  gelegt..  Eodlich  sey  durch  den  End- 
punkt D  von  01>..=p  X  eitii  mit  der  Eb^ne  d^  «^-parällele  Ebene 
gelegt,   und  nun  das' Prächenstuck  CFG  =  2  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist  ^  ^ 

,      /»»  +  y»  +  «^ss«S.     .\  ^    --  ^      \ 
und  foklich 


i^;  =  -  T  =  -  f*f^7^^ 


(■  1      •«!  .       .  •  .»    ■  ■  »f  I 

•      '  .  .    ■  1   ■  ■  •  I  II  >'  I       I  t      »  .  I 


p»  \ ' jL y 

Also  ist  nach  §.  8.^  wJe  leicht  erbdle^-nfird^   -  s. 


t     il li   t  «t 


t  t^>        * 


i»Juy  -^'.'/iUli  ■    '  .'-"i 


«» 


•       • 


f        — . 


0    — J[==^ 


=:  Are  Min 


y"fl»— *»'- 


und  folglich 


^^  a  I     dxAreiin  1  — ;—  • 
Jo  I    fl+  ar 


Aber 


/daAreiHl  —^-7—-  =>  Jrcsm  f -^ — -  '—  f'xSArcsin  \  — ; —  , 
I     «  +  *  I     a  +  ar         y  |    a\x 


:iVIl: 


1 1 


1+5* 


O  Are  f  in  f  .-»— r S=  777 ; rrr- 

•   ■ '  :  'I    .  •     '1 1 

^  •        •  .1"»         •■iti'.,*,', 

1  Mm 


•       Im-    «i 
1 1    ••  (   ■  • 


*fl, 


Sffl 


I  .«  +(HF 


;      .■/■«.+ 


f  • 


.11'):  .  . 

Aber 


' .  • 


>• 


tw4r 


J.  a  +  a: 


.'.i 


0   a  +  x" 


i: 


oder  nach  dem  Obigen 


rar 


/ 


*  :r^5ar  .:    4.  4-      ~      V**    •* 

=r   2a?^.  —   2a^Jr-«'"'    — ^ 


a  +  ^ 


c  stn 


[    a  +  a? 


Folglich  ist 


■  \ 


S  =  a(<i>|vdr)  Alrciin 


■  v 

m     f         m 


W 


'  i 


j .    ff  +  i: 


-'-p.-a^x 


Bezeichnen  wir  dft8  Flächenstiick  BCEF  durch  2^;   so  ist, 
weil  man  sich  auch  über  dem  Kreisquadranten  AB  eine  auf  der 


Doppelt  gekrümmte  CarveA  und  kramme  Flächeiu    iUft 

Ebene  der  a^i  seökrechte  Cylinderfläche 'erricbtel  denk^  l^üiiir: 
nareb  §;8.  Joffisnbar  .  .:•■..'  ■/[.  ,,.i}!i 

^  1*1 

a>  L  ^ach.  dcQi/Vorliei^geiieaden,  wie  leiobt  erbelles  wd^; .  •;  'i 

Ist  nun  J"  das  Flächenstück  BCEG;  so  ist  •  • 

,    ■   ■     i"  =  X  —  2:  \    ■ 

a?Jrccos|  — ^ aArcsinl  — ^ |   +  n^ jA .  '  '^  ^'^ 

•  :  '  1  ■        ,  J 

Will  man  dä^  Flächehstiick  .^JSCG  J^aben;  so  muss.  maii  ii) 
dieser  Gleichung  a;  =  a  setzen ,  und  eäii^t  dadurch  Idckt  diese)) 
Flächenstück  ==:a^.   .,  *  '  .^   •      .  *.  -       V 

..:;.:.."  .  ■.'        ■'..'•.■ 

'  •  ■ 

V.    Cubirang  der  darch  kmmlne  Flächen  begränzien" 

KÖr))er«  . 

§.  11. 

Die  Gleichung  der,  begränzenden  krummen  Fläche. sey,. 

./(^i.yr«) •??=<);    ,    ::i  :«'.    •:'•'.    f^.v 

zyz  sey  ein  beliebiger  Punkt  derselben,  wobei  wir  is  als  posi- 
tiv annehmen  wollen.  Lässt  man  x^  utii  y  sich  um  die  positi- 
ven Grössen  z/j:  und  z%  ändern,  legt  durch  jeden  der  beideii 
Punkte  anf  und  x-^^s,  y A"  ^V  ^wei  Ebenen,  von  de'neii 
die  eine  mit  der  Ebene  der  x;?,  die  andere  mit  der  Ebene  der 
yz  parallel  ist,  und  bezeichnet  das  Volumen  des  von  diesen  vier 
auf  der  \Ebene  der  ^y  senkrechten  Ebenen  und  der  ^gebe^ 
nen  kiliinmea  Fläche  eingeschlossenen ,.  auf  der  Ebene  Uer.  in/ 
^henden  jü'isiQa tischen  Köiipers  durch  Py  '30  ist  otTehbar  jmit 
desto  grösseref  Genauigkeit,  je  kleiner  die  Grössen ///ör  .Uni 
Jy  sind, 

■•".■• 
Sind  nun  wieder  a,  5,  wo  a  kleiner  als  h  seyn  soll ,   zwei 
beliebige  Werlhe  von  jt,    dagegen  a, /?,  wo  a  feiner  ab  ]f 


MfB  &oQp  zwei  beliebige  Wertb^YoB  yi:  fo  kastt  iiao  sieb 
äorcb  äie  EDdpunkte  Ton  a,  h  wie  in  §.  7.  zwei  amI  .fct-  EIfccae 
der  j%y  darch  die  Endpunkte  von  a^  ß  zwei  mit  der  Ebene 
der,  s%  paraUrle  Ebenen  ^legt  denken»^  ^Bääi  ethak-dann,  wenn 
man  das  Volumen  des  T<m  diesem  yier..  Kiienen,  der  Ebene 
der  sy  und  der  gegebenen  krummen  ,  Fläche .  eingeschlossenen 
Körpers  liirck  V  Mzeichnet,  i(ut  gain  IhnKcIfe  Art  wile  ftt  §.  7. 

oder 

Annehmen  wollen,  wir  bierbei  iibriireiis,   dass  ;:;  in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  Körpera^    dessen  Volumen  Y  bestimmt  werden 

soll,  jpbsitiv  sey. 

.   ■•    . 

Macht  man  ferner  eine  sanz  ähnliche  Construction  wie  in 

L8«  und  bezdchaet  das  Volumen  des  von  der  Ebene  der  jy, 
[  beiden  der  Ebene  der  ys  parallel  gelegten  Ebenen«  der  Ebeoe 
der  xzy  der  Cylinderfläche  und  der  gegebenen  krummen  Fläcbe 
eingeschlossenen  Körpers  durch  KT;  so  ist  auf  ganz  ähnliche 
Art  wie.ju  §.  8.   :  . 

,r=/:V/'v'(-)..a,. 

J  a      J  o 


\  • 


§.  12. 

In  \Kg.  5.  scy  ABC  der  vierte  Tbeil  einer  K^Ifläche 
von  der  Art  der  in  §.4.  betrachtcflea,  deren  Gleichung  also 
nach  S^9.  ..,  ^  • 

* 

öder  ■ 


i:=4-f«--1^^^^"+F) 


ist.  Legen  wir  nun  durch  den  Endpunkt  D  von  OD  ^=  x 
eifie  mit  der  Ebene  der  ^2  parallele  Ebene  DJSF  und  bczeicb- 
neh  das  Volumen  des  Körpers  ADEF  durch  IF;  so  ist 
hafeh  '§;  ii. 

VvmM 


Doppelt  gdBifimnte  Cürv«ft  «i4  knontte  WSHükt^  ^^ 


ii    •''■>•  ■  l  tili   s\..J ili 


und  folglich 

%f  o  X 


o 


,.  )  ^ 


AUo  Ist  -•..»,.  , 

Nach  §.  9.  ist 

==  —  ^^l^a'  — a;^  +  ^a^Arccos^. 

a 

Ferner  ist 

J  X 

.     ,  ,   a  +  Y  a^  —  x^  /*     ^'  ^* 


($.9.) 

und  folglich 

•/ Jr.  ..  «.     — 

Also  ist 


Das.Volam.eii  V^  des  Körpers  BCFßEO  whält  maD,  wenn  man 
IP*VdÄ  dcitt  Vierten Theile  des  ganzen  Kegöls ,  d..i.  von  -^a'^bn 
abzieht.    Dadurch  erhall  man 

I. 


(-^  ^  '^" '  ■'   ■  ;\. 


~-    \ 


( 


-■  ■   \\\: 


( *'    r  • 


Druck  Ton  C.  P.  Melzer  in  Leipzig. 
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